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Ряд Фурье                          

Тригонометрическая форма ряда Фурье: 

𝑥(𝑡) =
𝑎0
2
+∑(𝑎𝑘 cos𝜔𝑘𝑡 + 𝑏𝑘 sin𝜔𝑘𝑡)

∞

𝑘=1

,  

где 𝜔𝑘 =
2𝜋𝑘

𝑇0
; 𝑇0 – период сигнала. 
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Ряд Фурье                          

Тригонометрическая форма ряда Фурье: 

𝑥(𝑡) =
𝑎0
2
+∑(𝑎𝑘 cos𝜔𝑘𝑡 + 𝑏𝑘 sin𝜔𝑘𝑡)

∞

𝑘=1

, (1) 

где 𝜔𝑘 =
2𝜋𝑘

𝑇0
; 𝑇0 – период сигнала. 

Недостатки модели (1): 

– Разнородность; 
 
– Информация о наличии в сигнале компоненты с частотой 𝜔𝑘 содержится 

сразу в двух коэффициентах 𝑎𝑘 и 𝑏𝑘; 
 
– Модель (1) неявно подразумевает, что сигнал 𝑥(𝑡) действительный. 
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Пример разложения в ряд Фурье              

Иллюстрация недостатка 2: рассмотрим периодический сигнал: 

𝑥(𝑡) = sin (2𝑡 +
𝜋

3
),   𝑇0 = 2𝜋. 

 

Найти его разложения в ряд Фурье. 

Решение 

𝑎0 =
1

𝑇0
∫ 𝑥(𝑡)𝑑𝑡
𝑇0
0

=?  
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Пример разложения в ряд Фурье              

Иллюстрация недостатка 2: найдем разложения в ряд Фурье периодического 

сигнала: 

𝑥(𝑡) = sin (2𝑡 +
𝜋

3
),   𝑇0 = 2𝜋. 

Решение 

𝑎0 =
1

𝑇0
∫ 𝑥(𝑡)𝑑𝑡
𝑇0
0

=
1

2𝜋
∫ sin(2𝑡 +

𝜋

3
) 𝑑𝑡

2𝜋

0
= 0.  

Перепишем 𝑥(𝑡) в следующем виде: 

𝑥(𝑡) = sin (2𝑡 +
𝜋

3
) = sin(2𝑡) cos (

𝜋

3
) + cos(2𝑡) sin (

𝜋

3
) =

1

2
sin(2𝑡) +

√3

2
cos(2𝑡). 

Найдем коэффициенты 𝑎𝑘 

𝑎𝑘 =
2

𝑇0
∫ 𝑥(𝑡) cos(

2𝜋𝑘𝑡

𝑇0
) 𝑑𝑡

𝑇0
0

=?  
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Пример разложения в ряд Фурье              

Иллюстрация недостатка 2: найдем разложения в ряд Фурье периодического 

сигнала: 

𝑥(𝑡) = sin (2𝑡 +
𝜋

3
),   𝑇0 = 2𝜋. 

Решение 

Перепишем 𝑥(𝑡) в следующем виде:      𝑥(𝑡) =
1

2
sin(2𝑡) +

√3

2
cos(2𝑡). 

Найдем коэффициенты 𝑎𝑘 

𝑎𝑘 =
2

𝑇0
∫ 𝑥(𝑡) cos (

2𝜋𝑘𝑡

𝑇0
)𝑑𝑡

𝑇0

0

=
1

𝜋
∫ (

1

2
sin(2𝑡)+

√3

2
cos(2𝑡)) cos(𝑘𝑡) 𝑑𝑡

2𝜋

0

= 

=
1

2𝜋
∫ sin(2𝑡) cos(𝑘𝑡) 𝑑𝑡
2𝜋

0⏟              
=0

+
√3

2𝜋
∫ cos(2𝑡) cos(𝑘𝑡) 𝑑𝑡
2𝜋

0
=
√3

2𝜋
𝜋 𝛿(𝑘 − 2) =

√3

2
𝛿(𝑘 − 2).  
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Пример разложения в ряд Фурье              

Иллюстрация недостатка 2: найдем разложения в ряд Фурье периодического 

сигнала: 

𝑥(𝑡) = sin (2𝑡 +
𝜋

3
) =

1

2
sin(2𝑡) +

√3

2
cos(2𝑡) 

Решение 

𝑎𝑘 =
√3

2
𝛿(𝑘 − 2). 

Найдем коэффициенты 𝑏𝑘 

𝑏𝑘 =
2

𝑇0
∫ 𝑥(𝑡) sin (

2𝜋𝑘𝑡

𝑇0
) 𝑑𝑡

𝑇0
0

=?  
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Пример разложения в ряд Фурье              

Иллюстрация недостатка 2: найдем разложения в ряд Фурье периодического 

сигнала: 

𝑥(𝑡) = sin (2𝑡 +
𝜋

3
) =

1

2
sin(2𝑡) +

√3

2
cos(2𝑡) 

Решение 

𝑎𝑘 =
√3

2
𝛿(𝑘 − 2). 

Найдем коэффициенты 𝑏𝑘 

𝑏𝑘 =
2

𝑇0
∫ 𝑥(𝑡) sin (

2𝜋𝑘𝑡

𝑇0
)𝑑𝑡

𝑇0

0

=
1

𝜋
∫ (

1

2
sin(2𝑡)+

√3

2
cos(2𝑡)) sin(𝑘𝑡) 𝑑𝑡

2𝜋

0

= 

=
1

2𝜋
∫ sin(2𝑡) sin(𝑘𝑡) 𝑑𝑡
2𝜋

0⏟              
=𝜋𝛿(𝑘−2)

+
√3

2𝜋
∫ cos(2𝑡) sin(𝑘𝑡) 𝑑𝑡
2𝜋

0⏟              
=0

=
1

2
 𝛿(𝑘 − 2).  
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Пример разложения в ряд Фурье              

Найдем разложения в ряд Фурье пе-

риодического сигнала: 

𝑥(𝑡) = sin (2𝑡 +
𝜋

3
),   𝑇0 = 2𝜋. 

 

Решение 

𝑎𝑘 =
√3

2
𝛿(𝑘 − 2)   𝑏𝑘 =

1

2
𝛿(𝑘 − 2). 
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Равенство Эйлера                     

𝑒𝑗𝜑 = cos𝜑 + 𝑗 sin𝜑 
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Равенство Эйлера                     

𝑒𝑗𝜑 = cos𝜑 + 𝑗 sin𝜑 

𝑒−𝑗𝜑 = cos𝜑 − 𝑗 sin𝜑 

Вычитая и складывая  

равенства получим 

cos𝜑 =
𝑒𝑗𝜑 + 𝑒−𝑗𝜑

2
, 

sin𝜑 =
𝑒𝑗𝜑 − 𝑒−𝑗𝜑

2
. 
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Равенство Эйлера                     

𝑒𝑗𝜑 = cos𝜑 + 𝑗 sin𝜑 

𝑒−𝑗𝜑 = cos𝜑 − 𝑗 sin𝜑 

 

Вычитая и складывая  

равенства получим 

cos𝜑 =
𝑒𝑗𝜑 + 𝑒−𝑗𝜑

2
, 

sin𝜑 =
𝑒𝑗𝜑 − 𝑒−𝑗𝜑

2𝑗
. 

Визуализация равенства Эйлера 

 

𝑥(𝑛) = 𝑒𝑗3𝑛
2𝜋

100,  

Re{𝑥(𝑛)} = cos 3𝑛
2𝜋

100
,  

Im{𝑥(𝑛)} = sin 3𝑛
2𝜋

100
.  
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Переход к комплексному базису             

𝑥(𝑡) =
𝑎0
2
+∑(𝑎𝑘 cos𝜔𝑘𝑡 + 𝑏𝑘 sin𝜔𝑘𝑡)

∞

𝑘=1

,  

 

Если выполнить замену 

cos𝜔𝑘𝑡 =
𝑒𝑗𝜔𝑘𝑡 + 𝑒−𝑗𝜔𝑘𝑡

2
, 

sin𝜔𝑘𝑡 =
𝑒𝑗𝜔𝑘𝑡 − 𝑒−𝑗𝜔𝑘𝑡

2𝑗
, 

То получим 

𝑥(𝑡) = ∑ 𝑐𝑘𝑒
𝑗𝜔𝑘𝑡

∞

𝑘=−∞

, 

Упрощение выражений 

Пусть 𝑇0 = 2𝜋, тогда 𝜔𝑘 =
2𝜋𝑘

𝑇0
= 𝑘 

и ряд Фурье примет вид: 

𝑥(𝑡) =
𝑎0
2
+∑(𝑎𝑘 cos 𝑘𝑡 + 𝑏𝑘 sin 𝑘𝑡)

∞

𝑘=1

. 
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Переход к комплексному базису             

Переходя к комплексным экспонентам 𝑒±𝑘𝑡 получаем 

𝑥(𝑡) =
𝑎0
2
+∑(𝑎𝑘 cos 𝑘𝑡 + 𝑏𝑘 sin 𝑘𝑡)

∞

𝑘=1

=
𝑎0
2
+∑(

𝑎𝑘
2
(𝑒𝑗𝑘 + 𝑒−𝑗𝑘) +

𝑏𝑘
2𝑗
(𝑒𝑗𝑘 − 𝑒−𝑗𝑘))

∞

𝑘=1
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Переход к комплексному базису             

Переходя к комплексным экспонентам 𝑒±𝑘𝑡 получаем 

𝑥(𝑡) =
𝑎0
2
+∑(𝑎𝑘 cos 𝑘𝑡 + 𝑏𝑘 sin 𝑘𝑡)

∞

𝑘=1

=
𝑎0
2
+∑(

𝑎𝑘
2
(𝑒𝑗𝑘 + 𝑒−𝑗𝑘) +

𝑏𝑘
2𝑗
(𝑒𝑗𝑘 − 𝑒−𝑗𝑘))

∞

𝑘=1

=
𝑎0
2
+∑

1

2
(𝑎𝑘 +

𝑏𝑘
𝑗
)𝑒𝑗𝑘

∞

𝑘=1

+∑
1

2
(𝑎𝑘 −

𝑏𝑘
𝑗
)𝑒−𝑗𝑘

∞

𝑘=1

. 
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Переход к комплексному базису             

Переходя к комплексным экспонентам 𝑒±𝑘𝑡 получаем 

𝑥(𝑡) =
𝑎0
2
+∑(𝑎𝑘 cos 𝑘𝑡 + 𝑏𝑘 sin 𝑘𝑡)

∞

𝑘=1

=
𝑎0
2
+∑(

𝑎𝑘
2
(𝑒𝑗𝑘 + 𝑒−𝑗𝑘) +

𝑏𝑘
2𝑗
(𝑒𝑗𝑘 − 𝑒−𝑗𝑘))

∞

𝑘=1

=

=
𝑎0
2
+∑

1

2
(𝑎𝑘 +

𝑏𝑘
𝑗
)𝑒𝑗𝑘

∞

𝑘=1

+∑
1

2
(𝑎𝑘 −

𝑏𝑘
𝑗
)𝑒−𝑗𝑘

∞

𝑘=1

. 

Пусть 𝑐𝑘 = 𝑎0/2,   𝑐𝑘 = (𝑎𝑘 − 𝑗𝑏𝑘)/2,   𝑐𝑘
∗ = (𝑎𝑘 + 𝑗𝑏𝑘)/2, тогда 

𝑥(𝑡) = 𝑐0 +∑𝑐𝑘𝑒
𝑗𝑘

∞

𝑘=1

+∑𝑐𝑘
∗𝑒−𝑗𝑘

∞

𝑘=1

. 
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Переход к комплексному базису             

Пусть 𝑐𝑘 = 𝑎0/2,   𝑐𝑘 = (𝑎𝑘 − 𝑗𝑏𝑘)/2,   𝑐𝑘
∗ = (𝑎𝑘 + 𝑗𝑏𝑘)/2, тогда 

𝑥(𝑡) = 𝑐0 +∑𝑐𝑘𝑒
𝑗𝑘

∞

𝑘=1

+∑𝑐𝑘
∗𝑒−𝑗𝑘

∞

𝑘=1

. 

Подставляем 𝑎𝑘 и 𝑏𝑘 из исходных выражений для коэффициентов Фурье: 

𝑐0 =
1

2𝜋
∫ 𝑥(𝑡)𝑑𝑡
2𝜋

0

, 𝑐𝑘 =
1

2𝜋
∫ 𝑥(𝑡)𝑒−𝑘𝑡 𝑑𝑡
2𝜋

0

, 𝑐𝑘
∗ =

1

2𝜋
∫ 𝑥(𝑡)𝑒𝑘𝑡 𝑑𝑡
2𝜋

0

= 𝑐−𝑘 
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Переход к комплексному базису             

Пусть 𝑐𝑘 = 𝑎0/2,   𝑐𝑘 = (𝑎𝑘 − 𝑗𝑏𝑘)/2,   𝑐𝑘
∗ = (𝑎𝑘 + 𝑗𝑏𝑘)/2, тогда 

𝑥(𝑡) = 𝑐0 +∑𝑐𝑘𝑒
𝑗𝑘

∞

𝑘=1

+∑𝑐𝑘
∗𝑒−𝑗𝑘

∞

𝑘=1

. 

Подставляем 𝑎𝑘 и 𝑏𝑘 из исходных выражений для коэффициентов Фурье: 

𝑐0 =
1

2𝜋
∫ 𝑥(𝑡)𝑑𝑡
2𝜋

0

, 𝑐𝑘 =
1

2𝜋
∫ 𝑥(𝑡)𝑒−𝑘𝑡 𝑑𝑡
2𝜋

0

, 𝑐𝑘
∗ =

1

2𝜋
∫ 𝑥(𝑡)𝑒𝑘𝑡 𝑑𝑡
2𝜋

0

= 𝑐−𝑘 

Заметим, что в этом месте появляется член ряда Фурье с отрицательной 

частотой:  

∑𝑐𝑘
∗𝑒−𝑗𝑘

∞

𝑘=1

= ∑𝑐−𝑘𝑒
−𝑗𝑘

∞

𝑘=1
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Комплексный ряд Фурье                  

Формула синтеза (𝑇0 = 2𝜋)  

𝑥(𝑡) = ∑ 𝑐𝑘𝑒
𝑗𝑘

∞

𝑘=−∞

. 

Формула анализа 

𝑐𝑘 =
1

2𝜋
∫ 𝑥(𝑡)𝑒−𝑘𝑡 𝑑𝑡
2𝜋

0

 

Особенности 

Коэффициенты Фурье сопряженно-симметричны:  𝑐𝑘 = 𝑐−𝑘
∗ . 

Коэффициенты 𝑐𝑘 содержат амплитудную и фазовую информацию. 

Комплексный ряд Фурье значительно упрощает запись. Затруднения из-за необходимости думать о ком-

плексных функциях с положительными и отрицательными частотами вполне оправдывается тем выигры-

шем, который получается из-за простоты алгебраических выражений.  
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Комплексная форма ряда Фурье             

Было 

𝑥(𝑡) =
𝑎0
2
+∑(𝑎𝑘 cos𝜔𝑘𝑡 + 𝑏𝑘 sin𝜔𝑘𝑡)

∞

𝑘=1

, 

Стало 

𝑥(𝑡) = ∑ 𝑐𝑘𝑒
𝑗𝜔𝑘𝑡

∞

𝑘=−∞

, 

Преимущества комплексной формы записи 

– Однородность; 
– Информация о наличии в сигнале компоненты с частотой 𝜔𝑘 содержится 

сразу в одном коэффициенте 𝑐𝑘; 

– Поскольку 𝑐𝑘 являются комплексными, сигнал 𝑥(𝑡) может тоже принимать 
комплексные значения. 

Недостатки 

– Наличие в модели отрицательных частот. 
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Условие ортогональности функций            

Комплекснозначные функции 𝑢𝑘(𝑡) ортогональны, если 

〈𝑢𝑘(𝑡), 𝑢𝑚(𝑡)〉 = ∫ 𝑢𝑘(𝑡)𝑢𝑚
∗ (𝑡)𝑑𝑡

𝑇0

0

= 0    для 𝑘 ≠ 𝑚. 

Легко проверить, что 𝑢𝑘(𝑡) = 𝑒
𝑗𝑘𝑡 (т.е. при 𝑇0 = 2𝜋) ортогональны: 

〈𝑒𝑗𝑘𝑡, 𝑒𝑗𝑚𝑡〉 =? 
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Условие ортогональности                 

Комплекснозначные функции 𝑢𝑘(𝑡) ортогональны, если 

〈𝑢𝑘(𝑡), 𝑢𝑚(𝑡)〉 = ∫ 𝑢𝑘(𝑡)𝑢𝑚
∗ (𝑡)𝑑𝑡

𝑇0

0

= 0    для 𝑘 ≠ 𝑚. 

Легко проверить, что 𝑢𝑘(𝑡) = 𝑒
𝑗𝑘𝑡 (т.е. при 𝑇0 = 2𝜋) ортогональны: 

〈𝑒𝑗𝑘𝑡, 𝑒𝑗𝑚𝑡〉 = ∫ 𝑒𝑗𝑘𝑡𝑒−𝑗𝑚𝑡
2𝜋

0

= {
2𝜋, 𝑘 = 𝑚,
  0,        𝑘 ≠ 𝑚.
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Пример разложения в комплексный ряд Фурье      

Рассмотрим периодический сигнал: 

𝑥(𝑡) = sin (2𝑡 +
𝜋

3
),   𝑇0 = 2𝜋. 

 

Найти его разложения в комплексный ряд Фурье. 

Решение 
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Пример разложения в комплексный ряд Фурье      

Рассмотрим периодический сигнал: 

𝑥(𝑡) = sin (2𝑡 +
𝜋

3
),   𝑇0 = 2𝜋. 

 

Найти его разложения в комплексный ряд Фурье. 

Решение 

𝑎𝑘 =
√3

2
𝛿(𝑘 − 2),   𝑏𝑘 =

1

2
𝛿(𝑘 − 2) ⇒ 𝑐𝑘 =

𝑎𝑘−𝑗𝑏𝑘

2
  и 𝑐−𝑘 = 𝑐𝑘

∗ .  

 


