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Введение                          
ДВПФ (отправной пункт) 

𝑋(𝑒𝑗𝜔) = ∑ 𝑥(𝑛)𝑒−𝑗𝜔𝑛
∞

𝑛=−∞

.  
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Введение                          
ДВПФ (отправной пункт) 

𝑋(𝑒𝑗𝜔) = ∑ 𝑥(𝑛)𝑒−𝑗𝜔𝑛
∞

𝑛=−∞

.  

Z-преобразование – обобщение ДВПФ: 𝑧 = 𝑒𝜎+𝑗𝜔 

𝑋(𝑧) = ∑ 𝑥(𝑛)𝑧−𝑛
∞

𝑛=−∞

, 𝑧 ∈ ℂ.  
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Введение                          
ДВПФ (отправной пункт) 

𝑋(𝑒𝑗𝜔) = ∑ 𝑥(𝑛)𝑒−𝑗𝜔𝑛
∞

𝑛=−∞

.  

Z-преобразование – обобщение ДВПФ: 𝑧 = 𝑒𝜎+𝑗𝜔 

𝑋(𝑧) = ∑ 𝑥(𝑛)𝑧−𝑛
∞

𝑛=−∞

, 𝑧 ∈ ℂ.  

Операторная форма записи: 

𝒵{𝑥(𝑛)} = ∑ 𝑥(𝑛)𝑧−𝑛
∞

𝑛=−∞

= 𝑋(𝑧).  

Соответствие между сигналом 𝑥(𝑛) и его z-преобразованием записывают как 

𝑥(𝑛)
𝒵
↔𝑋(𝑧).  
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Анализ и синтез                      

Уравнение анализа    

𝑋(𝑧) = ∑ 𝑥(𝑛)𝑧−𝑛
∞

𝑛=−∞

 (1) 
 

 

 

Что показывает уравнение анализа? 

Уравнение (1) «сравнивает» (анализирует) сигнал 𝑥(𝑛) с экспонентой 𝑧𝑛 для 

того, чтобы определить масштабирующий множитель 𝑋(𝑧). 
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Анализ и синтез                      

Уравнение анализа  Уравнение синтеза  

𝑋(𝑧) = ∑ 𝑥(𝑛)𝑧−𝑛
∞

𝑛=−∞

 (1) 𝑥(𝑛) =
1

2𝜋𝑗
∮𝑋(𝑧)𝑧𝑛−1𝑑𝑧 (2) 

 

Что показывает уравнение анализа? 

Уравнение (1) «сравнивает» (анализирует) сигнал 𝑥(𝑛) с экспонентой 𝑧𝑛 для 

того, чтобы определить масштабирующий множитель 𝑋(𝑧). 

 

Что показывает уравнение синтеза? 

Уравнение (2) показывает, что сигнал 𝑥(𝑛) может быть синтезирован в виде 
суммы (интеграла) комплексных экспонент 𝑧𝑛, каждая из которых взвешена 

на масштабирующий множитель 𝑋(𝑧).  
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Пример: затухающая экспонента             

ДПФ 

 

Z-преобразование 

 

ДПФ можно интерпретировать как оценку z-преобразования конечной 
последовательности 𝑥(𝑛) в N точках на z-плоскости, равномерно 

расположенных вдоль единичной окружности под углами 2𝜋𝑘/𝑁 радиан.   
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Сходимость z-преобразования              

𝑋(𝑧) = ∑ 𝑥(𝑛)𝑧−𝑛
∞

𝑛=−∞

  (3) 
Сумма (3) может не схо-
дится (не существовать)! 

Область сходимости 

• Множество значений 𝑧, при которых (3) сходится называется областью 

сходимости (ОС) и в этой области значения 𝑋(𝑧) конечны. 
 

• Значения z, для которых 𝑋(𝑧) = ∞, называются полюсами функции 𝑋(𝑧). 
Значения z, для которых 𝑋(𝑧) = 0, называются нулями функции 𝑋(𝑧). 
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Сходимость z-преобразования              

𝑋(𝑧) = ∑ 𝑥(𝑛)𝑧−𝑛
∞

𝑛=−∞

  (3) 
Сумма (3) может не схо-
дится (не существовать)! 

Область сходимости 

Множество значений z, при которых (3) сходится называется областью 
сходимости (ОС) и в этой области значения 𝑋(𝑧) конечны. 

Пример 

1) Найти z-преобразование и ОС для 𝑥(𝑛) = 𝛿(𝑛). 
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Сходимость z-преобразования              

𝑋(𝑧) = ∑ 𝑥(𝑛)𝑧−𝑛
∞

𝑛=−∞

  (3) 
Сумма (3) может не схо-
дится (не существовать)! 

Область сходимости 

Множество значений z, при которых (3) сходится называется областью 
сходимости (ОС) и в этой области значения 𝑋(𝑧) конечны. 

Пример 

1) Найти z-преобразование и ОС для 𝑥(𝑛) = 𝛿(𝑛). 

2) Найти z-преобразование и ОС для 𝑥(𝑛) = 𝛿(𝑛 − 𝑘). 
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Сходимость z-преобразования              

𝑋(𝑧) = ∑ 𝑥(𝑛)𝑧−𝑛
∞

𝑛=−∞

  (3) 
Сумма (3) может не схо-
дится (не существовать)! 

Область сходимости 

Множество значений z, при которых (3) сходится называется областью 
сходимости (ОС) и в этой области значения 𝑋(𝑧) конечны. 

Пример 

1) Найти z-преобразование и ОС для 𝑥(𝑛) = 𝛿(𝑛). 

2) Найти z-преобразование и ОС для 𝑥(𝑛) = 𝛿(𝑛 − 𝑘). 

3) Найти z-преобразование и ОС для  

𝑥(𝑛) = 4𝛿(𝑛 + 1) + 3𝛿(𝑛) + 2𝛿(𝑛 − 2). 
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Сходимость z-преобразования              

𝑋(𝑧) = ∑ 𝑥(𝑛)𝑧−𝑛
∞

𝑛=−∞

  (3) 
Сумма (3) может не схо-
дится (не существовать)! 

Область сходимости 

Множество значений z, при которых (3) сходится называется областью 
сходимости (ОС) и в этой области значения 𝑋(𝑧) конечны. 

Пример 

4) Найти z-преобразование и ОС сигнала 𝑥(𝑛) = 𝛾𝑛𝑢(𝑛). 
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Сходимость z-преобразования              

𝑋(𝑧) = ∑ 𝑥(𝑛)𝑧−𝑛
∞

𝑛=−∞

  (3) 
Сумма (3) может не схо-
дится (не существовать)! 

Область сходимости 

Множество значений z, при которых (3) сходится называется областью 
сходимости (ОС) и в этой области значения 𝑋(𝑧) конечны. 

Пример 

4) Найти z-преобразование и ОС сигнала 𝑥(𝑛) = 𝛾𝑛𝑢(𝑛). 

𝑋(𝑧) = ∑ 𝑥(𝑛)𝑧−𝑛
∞

𝑛=−∞

= ∑(
𝛾

𝑧
)
𝑛

∞

𝑛=0

= 1 + (
𝛾

𝑧
) + (

𝛾

𝑧
)
2

+ (
𝛾

𝑧
)
3

+⋯  

Применяя формулу геометрической прогрессии: 1 + 𝑟 + 𝑟2 +⋯ =
1

1−𝑟
, |𝑟| < 1. 

𝑋(𝑧) =
1

1−
𝛾

𝑧

=
𝑧

𝑧−𝛾
,  ОС: |

𝛾

𝑧
| < 1 или |𝑧| > |𝛾|.  
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Пример (продолжение) 

 
Временное представление сигнала 𝑥(𝑛) 

 

Область сходимости 𝑋(𝑧) =
𝑧

𝑧−𝛾
 

 
Единственный полюс 𝑋(𝑧) это 𝑧 = 𝛾. 
 
Общее правило: полюса никогда не находятся внутри области схо-
димости. 
  



БГУИР, кафедра ЭВС, доцент Вашкевич М.И., 15 апреля 2024 г.. 15 

Сходимость z-преобразования              

Пример 

Найти z-преобразование и ОС для 𝑥(𝑛) = −𝛾𝑛𝑢(−𝑛 − 1). 
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Сходимость z-преобразования              

Пример 

Найти z-преобразование и ОС для 𝑥(𝑛) = −𝛾𝑛𝑢(−𝑛 − 1). 

Решение 

По определению 

𝑋(𝑧) = ∑ 𝑥(𝑛)𝑧−𝑛
∞

𝑛=−∞

= ∑ −(
𝛾

𝑧
)
𝑛

−1

𝑛=−∞

= −(
𝑧

𝛾
) − (

𝑧

𝛾
)
2

− (
𝑧

𝛾
)
3

+⋯ 

= 1 − (1 + (
𝑧

𝛾
) + (

𝑧

𝛾
)
2

+ (
𝑧

𝛾
)
3

+⋯) 

Применяя формулу геометрической прогрессии получаем 

𝑋(𝑧) = 1 −
1

1−
𝑧

𝛾

=
𝑧

𝑧−𝛾
,  ОС: |

𝑧

𝛾
| < 1 или |𝑧| < |𝛾|. 
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Сходимость z-преобразования              

Пример (продолжение) 

Найти z-преобразование и ОС для 𝑥(𝑛) = −𝛾𝑛𝑢(−𝑛 − 1). 

Решение 

𝑋(𝑧) = 1 −
1

1−
𝑧

𝛾

=
𝑧

𝑧−𝛾
,  ОС: |

𝑧

𝛾
| < 1 или |𝑧| < |𝛾|. 
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Свойства z-преобразования                

Пусть 𝑥(𝑛)
𝒵
↔𝑋(𝑧), тогда 

Линейность 𝑎𝑥1(𝑛) + 𝑏𝑥2(𝑛)
𝒵
↔ 𝑎𝑋1(𝑧) + 𝑏𝑋2(𝑧) 

Свойство комплексного  

сопряжения 
𝑥∗(𝑛)

𝒵
↔𝑋∗(𝑧∗) 

Обращение времени 𝑥(−𝑛)
𝒵
↔𝑋(1/𝑧) 

Свойство задержки 𝑥(𝑛 − 𝑚)
𝒵
↔ 𝑧−𝑚𝑋(𝑧). 

Масштабирование  

z-образа 

𝑟𝑛𝑥(𝑛)
𝒵
↔𝑋 (

𝑧

𝑟
) 

Дифференцирование 

𝑿(𝒛) 

𝑛𝑥(𝑛)
𝒵
↔−𝑧

𝑑

𝑑𝑧
𝑋(𝑧) 
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Обратное z-преобразование                

Формальный подход к обратному z-преобразованию основывается на инте-

гральной теореме Коши 

𝑥(𝑛) =
1

2𝜋𝑗
∮𝑋(𝑧)𝑧𝑛−1𝑑𝑧. (4) 

Практические подходы к вычислению обратного z-преобразования 

✓ табличный метод; 
✓ метод разложения на элементарные дроби; 
✓ метод степенных рядов. 
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Табличный метод                      

Z-преобразование стандартных последовательностей 

Последовательность Z-преобразование Область сходимости (ОС) 

𝛿(𝑛) 1 𝑧 ∈ ℂ 

𝑢(𝑛) 
1

1 − 𝑧−1
 |𝑧| > 1 

𝑟𝑛𝑢(𝑛) 
1

1 − 𝑟𝑧−1
 |𝑧| > |𝑟| 

𝑢(𝑛) cos𝜔0𝑛 
1 − 𝑧−1 cos𝜔0

1 − 2𝑧−1 cos𝜔0 + 𝑧
−2

 |𝑧| > 1 

𝑢(𝑛)|𝑟|𝑛 cos𝜔0𝑛 
1 − 𝑧−1|𝑟| cos𝜔0

1 − 2𝑧−1|𝑟| cos𝜔0 + |𝑟|
2𝑧−2

 |𝑧| > |𝑟| 

{
𝑟𝑛,   0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁 − 1
0, иначе             

 
1 − 𝑟𝑁𝑧−𝑁

1 − 𝑟𝑧−1
 |𝑧| > 0 
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Табличный метод                      

Z-преобразование стандартных последовательностей 

Последовательность Z-преобразование Область сходимости (ОС) 

𝑛𝑟𝑛𝑢(𝑛) 
𝑟𝑧

(𝑧 − 𝑟)2
 |𝑧| > |𝑟| 

𝑢(𝑛)|𝑟|𝑛 sin𝜔0𝑛 
𝑧|𝑟| sin𝜔0

𝑧2 − 2𝑧|𝑟| cos𝜔0 + |𝑟|
2
 |𝑧| > |𝑟| 

−𝑢(−𝑛 − 1) 
1

1 − 𝑧−1
 |𝑧| < 1 

−𝑟𝑛𝑢(−𝑛 − 1) 
1

1 − 𝑟𝑧−1
 |𝑧| < 𝑟 
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Табличный метод                      

Пример. Найти обратное z-преобразование табличным методом для z-

образа 

𝑋(𝑧) =
1

1 − 1

2
𝑧−1

,   ОС:  |𝑧| >
1

2
. 
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Табличный метод                      

Пример. Найти обратное z-преобразование табличным методом для z-

образа 

𝑋(𝑧) =
1

1 − 1

2
𝑧−1

,   ОС:  |𝑧| >
1

2
. 

Решение. Используя 3-ю строку таблицы находим, что 𝑟 =
1

2
 обратное z-

преобразование равно 

𝑥(𝑛) =
1

2𝑛
𝑢(𝑛). 
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Метод разложения на элементарные дроби       

Иногда таблица не содержит функцию 𝑋(𝑧) в явном виде, однако можно её 

преобразовывать к такому виду, части которого содержатся в таблице. Функ-

цию 

𝑋(𝑧) =
∑ 𝑏𝑖𝑧

−𝑘𝑀
𝑘=0

∑ 𝑎𝑖𝑧
−𝑘𝑁

𝑘=0

. (5) 

можно переписать в виде 

𝑋(𝑧) =
𝑏0∏ (1 − 𝑐𝑘𝑧

−1)𝑀
𝑘=1

𝑎0∏ (1 − 𝑑𝑘𝑧
−1)𝑀

𝑘=1

, (6) 

где 𝑐𝑘 ≠ 0 – нули функции 𝑋(𝑧), а 𝑑𝑘 ≠ 0 – её полюса. Если 𝑀 < 𝑁 и 

кратность всех полюсов равна 1, то 𝑋(𝑧) представима в виде 

𝑋(𝑧) = ∑
𝐴𝑘

1 − 𝑑𝑘𝑧
−1

𝑁

𝑘=1

, где  𝐴𝑘 = (1 − 𝑑𝑘𝑧
−1)𝑋(𝑧)|𝑧=𝑑𝑘 . (7) 
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Метод разложения на элементарные дроби       

Пример. Найти последовательность 𝑥(𝑛), имеющую z-преобразование  

𝑋(𝑧) =
1

(1 − 1

4
𝑧−1)(1 − 1

2
𝑧−1)

,   ОС: |𝑧| >
1

2
. 
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Метод разложения на элементарные дроби       

Пример. Найти последовательность 𝑥(𝑛), имеющую z-преобразование  

𝑋(𝑧) =
1

(1 − 1

4
𝑧−1)(1 − 1

2
𝑧−1)

,   ОС: |𝑧| >
1

2
. 

Решение. Поскольку оба полюса имеют кратность один; то 𝑋(𝑧): 

𝑋(𝑧) =
𝐴1

(1 − 1

4
𝑧−1)

+
𝐴2

(1 − 1

2
𝑧−1)

. 

Иcпользуя (7) получаем 

𝐴1 = (1 −
1

4
𝑧−1)𝑋(𝑧)|

𝑧=1/4
= −1,          𝐴2 = (1 −

1

2
𝑧−1)𝑋(𝑧)|

𝑧=1/2
= 2. 

𝑋(𝑧) =
−1

(1 − 1

4
𝑧−1)

+
2

(1 − 1

2
𝑧−1)

. 

Используя табличный метод и свойство линейности находим: 

𝑥(𝑛) =
2

2𝑛
𝑢(𝑛) −

1

4𝑛
𝑢(𝑛).   
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Метод степенных рядов                  

✓ Z-преобразование – степенной ряд, коэффициенты которого это отсчеты 
последовательности 𝑥(𝑛). Значит, если оно задано в явном виде 

𝑋(𝑧) = ∑ 𝑥(𝑛)𝑧−𝑛
∞

𝑛=−∞

= ⋯+ 𝑥(−1)𝑧 + 𝑥(0)𝑧0 + 𝑥(1)𝑧−1 + 𝑥(2)𝑧−2 +⋯ (8) 

то мы можем найти любой конкретный отсчет последовательности 𝑥(𝑛), 

глядя на коэффициент при подходящей степени 𝑧−1. 
 

✓ Если 𝑋(𝑧) задано в виде дробно-рациональной функции его рас-

кладывают в бесконечный ряд относительно 𝑧−1 путем деления в столбик: 

𝐻(𝑧) =
𝑌(𝑧)

𝑋(𝑧)
=
𝑏0 + 𝑏1𝑧

−1 + 𝑏2𝑧
−2 +⋯+ 𝑏𝑀𝑧

−𝑀

𝑎0 + 𝑎1𝑧
−1 + 𝑎2𝑧

−2 +⋯+ 𝑎𝑁𝑧
−𝑁
= 

= ℎ(0) + ℎ(1)𝑧−1 + ℎ(2)𝑧−2 + ℎ(3)𝑧−3⋯ 

(9) 
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Использованием метода степенных рядов        

Пример. Найти последовательность 𝑥(𝑛), имеющую z-преобразование  

𝑋(𝑧) =
1 + 2𝑧−1 + 𝑧−2

1 − 𝑧−1 + 𝑧−2
. 
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Использованием метода степенных рядов        

Пример. Найти последовательность 𝑥(𝑛), имеющую z-преобразование  

𝑋(𝑧) =
1 + 2𝑧−1 + 𝑧−2

1 − 𝑧−1 + 𝑧−2
. 

Решение. Воспользуемся методом степенных рядов: 
1) Делим числитель на 
знаменатель: 

1 + 2𝑧−1 + 𝑧−2 = (1 − 𝑧−1 + 𝑧−2) × 𝟏⏟
𝑥(0)

+ 3𝑧−1⏟
остаток

 

2) Делим полином-оста-

ток 3𝑧−1 на знаменатель 
дроби 

3𝑧−1 = (1 − 𝑧−1 + 𝑧−2) × 𝟑⏟
𝑥(1)

𝑧−1 + (3𝑧−2 − 3𝑧−3⏟        
остаток

) 

3) Делим полином-оста-

ток (3𝑧−2 − 3𝑧−3) на 
знаменатель дроби 

3𝑧−2 − 3𝑧−3 = (1 − 𝑧−1 + 𝑧−2) × 𝟑⏟
𝑥(2)

𝑧−2 + 3𝑧−4⏟
остаток

 

В итоге получаем разложение: 

𝑋(𝑧) =
1 + 2𝑧−1 + 𝑧−2

1 − 𝑧−1 + 𝑧−2
= 1 + 3𝑧−1 + 3𝑧−2 +⋯. 


