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Система базисных векторов                

Конечные сигналы 𝑥(𝑛) можно рассматривать, как вектора 𝐱 ∈ ℂ𝑁, где 

𝐱 = [𝑥(0) 𝑥(1) … 𝑥(𝑁 − 1)]𝑇 . 

Определим в ℂ𝑁 систему базисных векторов {𝜙𝑘(𝑛)}, 𝑛, 𝑘 = 0,1, … 𝑁 − 1. 
Для простоты будем использовать следующую запись 

ϕ𝑘 = [𝜙𝑘(0) 𝜙𝑘(1) … 𝜙𝑘(𝑁 − 1)]𝑇 . 

Разложение сигнала 𝑥(𝑛) 

𝑥(𝑛) = ∑ 𝑐(𝑘)𝜙𝑘(𝑛)

𝑁−1

𝑘=0

, 

𝑐(𝑘) – коэффициенты разло-

жения сигнала по базису {ϕ𝑘} 

[
𝑥(0)

⋮
𝑥(𝑁 − 1)

] = 𝑐(0) [

|
𝜙0

|
] + 𝑐(1) [

|
𝜙0

|
] + ⋯ 𝑐(𝑁 − 1) [

|
𝜙𝑁−1

|
] 

[
𝑥(0)

⋮
𝑥(𝑁 − 1)

] = [

|
𝜙0

|

|
 𝜙1

|

 
…
 

|
𝜙𝑁−1

|
] ⋅ [

𝑐(0)
⋮

𝑐(𝑁 − 1)
] 

Т.е.   
𝐱 = Φ ⋅ 𝐜, 

где 𝐜 = [𝑐(0) 𝑐(1) … 𝑐(𝑁 − 1)]𝑇 . 
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Свойства системы базисных векторов          

1) Линейная независимость базисных векторов 

𝑎0ϕ0 + 𝑎1ϕ1 + ⋯ + 𝑎𝑁−1ϕ𝑁−1 ≠ [
0
⋮
0

] 

∀ 𝑎𝑖, кроме случая, когда 𝑎0 = 𝑎1 = ⋯ = 𝑎𝑁−1 = 0. 

2) Ортогональность базисных векторов 

〈ϕ𝑘, ϕ𝑙〉 = ∑ 𝜙𝑘(𝑛)𝜙𝑙
∗(𝑛)

𝑁−1

𝑘=0

= {
𝐸,        𝑘 = 𝑙
0, 𝑘 ≠ 𝑙

,  

где 〈a, b〉 – скалярное произведения,  ∗ – комплексное сопряжение. 

Если 𝐸 = 1, то система векторов называется ортонормированной. 
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Базис ДПФ                         

ДПФ описывает строго N-периодичные сигналы, т.е. 𝑥(𝑛) = 𝑥(𝑛 + 𝑁), 
значит базисные вектора должны также удовлетворять этому свойству: 

𝜙𝑘(𝑛) = 𝜙𝑘(𝑛 + 𝑁). (1) 

Рассмотрим следующее семейство конечных комплексных экспонент: 

𝑤𝑘(𝑛) = 𝑒𝑗𝜔𝑘𝑛,     𝑛 = 0,1, … , 𝑁 − 1 (2) 

где 𝜔𝑘 – различные частоты, которые удовлетворяет требованиям (1).  
Чтобы в последовательность 𝑤𝑘(𝑛) длины N укладывалось целое число 
периодов необходимо 

𝑤𝑘(0) = 𝑤𝑘(𝑁) = 1, 
Следовательно 

(𝑒𝑗𝜔𝑘)
𝑁

= 1. 
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Базис ДПФ                         

Уравнение  

(𝑒𝑗𝜔𝑘)
𝑁

= 1. 

имеет 𝑁 различных решений: 𝑒𝑗2𝜋𝑘/𝑁, 𝑘 = 0, … 𝑁 − 1.  
Введем 

𝑊𝑁 = 𝑒−𝑗
2𝜋

𝑁 , 

тогда (2) может быть записано как 

𝑤𝑘(𝑛) = 𝑊𝑁
−𝑛𝑘,     𝑛, 𝑘 = 0,1, … , 𝑁 − 1.  

Таким образом, базис ДПФ состоит из векторов 

𝒘𝑘 = [1  𝑊𝑁
−𝑘 𝑊𝑁

−2𝑘 . . .  𝑊𝑁
−(𝑁−1)𝑘

]
𝑇

.  
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Примеры базисных векторов ДПФ            

 

 
Базисный вектор 𝐰0 ∈ ℂ32 

 
Базисный вектор 𝐰1 ∈ ℂ32 
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Примеры базисных векторов ДПФ            

 

 

Базисный вектор 𝐰6 ∈ ℂ32 
 

Базисный вектор 𝐰31 ∈ ℂ32 
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Пример разложения сигнала в базисе ДПФ        

 

 
 

 

 

 

=
1

2
× +

1

2
 

  

Размер сигнала 𝑁 = 16. 

Входной сигнал 𝑥(𝑛) = cos (
2𝜋

𝑁
𝑛) , 𝑛 = 0,1, … 15. 

Разложение в базисе ДПФ: 

𝑥(𝑛) =
1

2
𝐰1(𝑛) +

1

2
𝐰15(𝑛) 
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Ортогональность базиса ДПФ                

Если 𝑊𝑁 = 𝑒−𝑗
2𝜋

𝑁 , то базис ДПФ состоит из 𝑁 векторов 

{𝐰0, 𝐰1, … , 𝐰𝑁−1} 
где  

𝐰𝑘 = [1  𝑊𝑁
−𝑘 𝑊𝑁

−2𝑘 . . .  𝑊𝑁
−(𝑁−1)𝑘]

𝑇
.  

 
Докажем, что базис ДПФ является ортогональным. Для этого найдем 

〈𝐰𝑚, 𝐰𝑙〉 = ∑ 𝑊𝑁
𝑚𝑛 ⋅ (𝑊𝑁

𝑙𝑛)
∗

=. . .

𝑁−1

𝑛=0
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Ортогональность базиса ДПФ                

Если 𝑊𝑁 = 𝑒−𝑗
2𝜋

𝑁 , то базис ДПФ состоит из 𝑁 векторов 
{𝐰0, 𝐰1, … , 𝐰𝑁−1}, 

где  

𝐰𝑘 = [1  𝑊𝑁
−𝑘 𝑊𝑁

−2𝑘 . . .  𝑊𝑁
−(𝑁−1)𝑘]

𝑇
.  

Докажем, что базис ДПФ является ортогональным. Для этого найдем 

〈𝐰𝑚, 𝐰𝑙〉 = ∑ 𝑊𝑁
𝑚𝑛 ⋅ (𝑊𝑁

𝑙𝑛)
∗

𝑁−1

𝑛=0

= ∑ 𝑊𝑁
𝑛(𝑚−𝑙)

𝑁−1

𝑛=0

= {

𝑁,                                      𝑚 = 𝑙

1 − 𝑊𝑁
(𝑚−𝑙)𝑁

1 − 𝑊𝑁
(𝑚−𝑙)

= 0, 𝑚 ≠ 𝑙
 

 

Т.е.  

〈𝐰𝑚, 𝐰𝑙〉 = 𝑁𝛿(𝑚 − 𝑙). 



БГУИР, кафедра ЭВС, доцент Вашкевич М.И., 2022 г. 11 

Явная форма записи ДПФ                 

Формула анализа  

𝑋(𝑘) = ∑ 𝑥(𝑛)𝑒−
𝑗2𝜋𝑛𝑘

𝑁

𝑁−1

𝑛=0

= ∑ 𝑥(𝑛)𝑊𝑁
𝑛𝑘

𝑁−1

𝑛=0

 

Формула синтеза 

𝑥(𝑛) =
1

𝑁
∑ 𝑋(𝑘)𝑒

𝑗2𝜋𝑛𝑘

𝑁

𝑁−1

𝑛=0

=
1

𝑁
∑ 𝑋(𝑘)𝑊𝑁

−𝑛𝑘

𝑁−1

𝑛=0

. 
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Примеры ДПФ                       

 



БГУИР, кафедра ЭВС, доцент Вашкевич М.И., 2022 г. 13 

Примеры ДПФ                       
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Примеры ДПФ                       

 


