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Занятие 1 
 

Комплексные числа 
 

Пример 1. Даны комплексные числа iz 321   и iz 212  . Найти 

,, 2121 zzzz   2121 :, zzzz  . 

∆  ;3)21()32(21 iiizz   

;51)21()32(21 iiizz   

;86342)21()32(21 iiiiizz   

i
ii

ii

ii

z

z

5

7

5

4

5

6342

)21()21(

)21()32(

2

1 






 .  ▲ 

Пример 2. Записать комплексное число 
)32()1(

5

ii

i
z




  в алгебраиче-

ской форме. 

∆  
























26

11025

)5()5(

)5(

5

5

3232

5

)32()1(

5
2

i

ii

i

i

i

ii

i

ii

i
  

i
13

5

13

12
 . ▲ 

Пример 3. Найти действительные x  и y , удовлетворяющие уравнению 

iiiyxiix 65)21()()2()3(  . 

∆  iyiyixxixix 65221236  , 









6223

,5216

yxx

yxx
  

285

,427









yx

yx
,   .

17

36
,

17

20
,2017  yxx   ▲ 

Пример 4. Решить систему уравнений 








.1575

,57)2(3

iyix

iyix
 

∆  iyi
iyix

iyix

i
2652)162(,

1575

,57)2(3

3









, 

i
ii

i

i
y 32

65

)81()2(13

)81(2

)2(26








 , 

ixiixi 3,1510157  .  ▲ 

Пример 5. Решить уравнение  02  zz . 

∆ Пусть iyxz  . Тогда 0)( 222  yxiyx ,  откуда 

02)( 2222  xyiyxyx . 

Следовательно,  
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.0то,0если,02

.1,1,0 то0,если,0 321

2222

xyxy

yyyxyxyx
 

Таким образом, корнями данного уравнения являются числа ,,0 21 izz   

iz 3 .  ▲ 

Пример 6. Записать комплексные числа в тригонометрической форме: 

,,3,2 i  
5

cos
5

sin,1





 ii . 

∆  )0sin0(cos22 i ; )sin(cos33  i ;  














 






 


2
sin

2
cos1 ii ;  





 





4

sin
4

cos21 ii ; 






 






 













10

3
sin

10

3
cos

10

3
sin

10

3
cos

5
cos

5
sin iii .  ▲ 

Пример 7. Записать в тригонометрической форме комплексное число  






 




5
sin

5
cos2 ii . 

∆ Рассмотрим два комплексных числа 




 





2

sin
2

cos221 iiz  и  














 






 








5
sin

5
cos1

5
sin

5
cos2 iiz .   

21 z  и  
2

arg 1


z ; 12 z   и 
5

arg 2


z .  

Так как 21 zzz  , то 212 z   и  kkz 








 2
10

3
2

52
Arg .  






 

















 







 



10

3
sin

10

3
cos22

10

3
sin2

10

3
cos2 ikikz .  ▲ 

Пример 8. Записать в показательной форме комплексное число  

i

ii

z







 







1

12

7
sin

12

7
cos)3(

. 

∆ Каждое из трех чисел представим в показательной форме:  

6

5

1 23




i

eiz ;

 12

7

2 1
12

7
sin

12

7
cos

12

7
sin

12

7
cos









 






 








i

eiiz ; 

4

3

3 21





i

eiz . 
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 Тогда 







 



















i

i

i

ii

ee

e

ee
z 22

2

12 4

3

12

7

6

5

4

3

12

7

6

5

.  ▲ 

Пример 9. Найти модуль и аргумент числа 
5

)1( i . 

∆ Пусть )1(1 iz  .  Тогда 21 z  и 
4

arg 1


z ; 24)2(
5
z  и 

kkz 





 2
4

5
2

4
5Arg . Так как  zarg , то 

4

3
arg


z . ▲ 

Пример 10. Вычислить 
900358723

2:)1()3(  ii . 

∆  Запишем числа i3  и 1i  в тригонометрической форме: 






 









 





4

3
sin

4

3
cos21,

6
sin

6
cos23 iiii . 

Теперь по формуле Муавра находим:  

iiii
723723723723

2
2

sin
2

cos2
6

723
sin

6

723
cos2)3( 





 









  ; 

iiii
179179173358

2
2

sin
2

cos2
4

1074
sin

4

1074
cos2)1( 





 









  . 

Искомое произведение равно  44222
2900179723




iii .  ▲ 

Пример 11. Вычислить 

11

33

1













i

i
. 

 ∆  




 



















 






 







 









12

7
sin

12

7
cos

6

1

3
sin

3
cos32

4
sin

4
cos2

33

1
i

i

i

i

i
. 






 









 













12

5
sin

12

5
cos

66

1

12

77
sin

12

77
cos

66

1

33

1
55

11

ii
i

i
.  ▲ 

Пример 12. Исходя из определения, вычислить  i43 . 

 ∆ Пусть iyxi  43 , тогда iiyx 43)(
2

   или 

.432
22

ixyiyx   Получим систему  









42

,3
22

xy

yx
 












x
y

yx

2

,3
22

 













x
y

x
x

2

,3
4
2

2

 












x
y

xx

2

,043
24

 












x
y

x

2

,4
2

 

 








1

,2

1

1

y

x
    или   









.1

,2

2

2

y

x
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В результате получаем два значения квадратного корня ii  243    

и  ii  243 .  ▲ 

Пример 13. Найти все значения корня  
3 31 i . 

∆ Записав комплексное число 31 i  в тригонометрической форме 







 





 






 


3

2
sin

3

2
cos231 ii ,  находим   

2,1,0,
3

2
3

2

sin
3

2
3

2

cos231 33 














 









 k

k
i

k
i . 

Откуда 

0,
9

2
sin

9

2
cos231 33

0 












 






 
 kiiu . 

1,
9

4
sin

9

4
cos231 33

1 




 




 kiiu . 

2,
9

10
sin

9

10
cos231 33

2 




 




 kiiu .  ▲ 

Пример 14. Найти все значения корня 4 16i . 

∆  Поскольку ,
2

sin
2

cos1616 




 




 ii  то 

3,2,1,0,
4

2

8
sin

4

2

8
cos1616 44 













 









 




 k
k

i
k

i . 

Следовательно,  






 





8

sin
8

cos20 i ;  




 





8

5
sin

8

5
cos21 i ;






 





8

9
sin

8

9
cos22 i ;      





 





8

13
sin

8

13
cos23 i . ▲ 

Пример 15. Используя формулы Эйлера, доказать равенство 

 2sincossin2 . 

 ∆ .2sin
22

)()(

22
2cossin2

2222
















i

ee

i

eeee

i

ee
iiiiiiii

 ▲ 

Пример 16. Найти множество точек z  комплексной плоскости, удовле-

творяющих условию 1
21

Im 




 

zz
. 

∆  ОДЗ:  
2222

3222121
,0

yx

iyx

yx

iyxiyx

iyxiyxzz
z















 , 

4

1

2

1
,0,,1

2
22222

22






 


yxyyxyxy

yx

y
. ▲ 
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Дополнительные задачи 

 

1. Представить в алгебраической форме комплексные числа:  

а)  
2

)2(


 iz ; б) 
i

i

i

i
z











2

)21(

86

1213
2

. 

Ответ:  а) i
25

4

25

3
 ; б) i

50

23

25

18
 . 

2. Решить уравнение  izz 22  . 

Ответ:  i
3

1
. 

3. Решить систему  








.323

,12

21

21

iziz

izz
 

Ответ:  .
37

3512
,

37

3313
21

i
z

i
z





  

4. Представить в тригонометрической форме комплексные числа:  

а)  iz  3 ; б) 
7

sin
7

cos1





 iz . 

 Ответ: а) 






































10

3
arccossin

10

3
arccoscos10 i ;  

б) 






 




14
sin

14
cos

14
cos2 i . 

 5. Найти все натуральные значения n , при которых справедливо равен-

ство 
nn

ii )1()1(  . 

Ответ: N kkn ,4 . 

6. Используя формулу Муавра, выразить x3sin  и x3cos  через xsin  и 

xcos . 

Ответ: xxxxxxxx
3223

sinsincos33sin,sincos3cos3cos  . 

7. Найти все значения 4 16 . 

Ответ: .22,22,22,22 4310 iwiwiwiw   

8. Используя формулы Эйлера, доказать равенство 
22

sincos2cos . 
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Занятия 2–3 
 

Непосредственное интегрирование.  

Метод подстановки, интегрирование по частям 
 

Примеры  

  Найти следующие интегралы: 

1. 


dx
x

xx 532 43 2

;    2. dxxx
33 )2(  ; 

3.  dxe
xx 23

2 ;      4.   dxx )1(tg
2

; 

5. 
xx

dx
22

cossin
;      6. 




dx

x

xxx

4

7832
2

23

; 

7. 



dx

xx

x

)21(

25
22

2

;     8.   dxx )32(cos ; 

9.  xdxxcossin
4

;     10. 
 xx

dx

)1(
; 

11.   dxxx
9

)32( ;     12. 


22
)ln1(

ln

xx

xdx
 

13. 



dx

x

xx
2

1

arccos
; 14. 


dx

x

x1
; 

15. 
1

x
e

dx
; 16. 

1x

dxx
; 

17. 
 31 x

dx
;      18. 

1
x

e

dx
; 

19.  


1,
1

2
x

xx

dx
;     20. 

 94
2

xx

dx
; 

21. 
 742

2
xx

dx
;     22. 


2

415 xx

dx
; 

23. 


2
3614 xx

dx
;     24. 




dx

xx

x

176

25
2

; 

25. 



dx

xx

x

14

73
2

;     26. 



dx

xx

x

1182

3
2

; 

27.  xdxx 2sin ;      28.  xdxarcsin ; 

29. 


dxxe
x3

;      30.  xdxxarctg ; 
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31.   xdxxx 2cos)53(
2

;    32.  xdxx
23

ln ; 

33.  dxx)cos(ln ;      34. ;cos bxdxe
ax

 

35.  dx
x

xarctg
. 

∆  1.   
 

4

3

6

7

2

1

4

1

6

143 2

3

4
3

7

6
2)532(

532
xxdxxxxdx

x

xx
 

CxxxCx  2

1

4

3

6

7

2

1

104
7

12
25 . 

2.  
2

5

6

7

3

4

2

3
33

5

2
)8126()2( xdxxxxxdxxx    

Cxxx 
26

13

3

7

4
13

72

7

18
. 

3.  C
e

e
dxedxe

x
xxx

  2

2
223

8ln

)8(
)8(2 . 

4.   







 Cxxdx

x
dxx 2tg2

cos

1
)1(tg

2

2
. 

5.    


 Cxx
x

dx

x

dx
dx

xx

xx

xx

dx
ctgtg

sincoscossin

cossin

cossin
2222

22

22
. 

6. 



dx

x

xxx

4

7832
2

23

. 

Разделим уголком числитель на знаменатель:   

.5

123

73

32

4

82

7832

2

2

2

3

23














x

x

x

x

xx
xxx

 

Следовательно,  

C
x

x
xxdx

x
xdx

x

xxx





















 2

2
ln

4

5
3

4

5
32

4

7832 2

22

23

. 

7.    












2

12

1
2

)12(

)12(2

)21(

25
2222

22

22

2

x

dx

x

dx
dx

xx

xx
dx

xx

x
 

Cx
x

 2arctg
2

22
. 
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8.   Cxxdxdxx )32(sin
2

1
)32()32(cos

2

1
)32(cos . 

9.   C
x

xxdxdxx
5

sin
sinsincossin

5
44

. 

10.  





Cx
x

xd

xx

dx
arctg2

)(1
2

)1( 2
. 

11.   dxxdxxxdxxx
1099

)32(
2

1
)32()3)32((

2

1
)32(  

   )32()32(
4

3
)32()32(

4

1
)32(

2

3 9109
xdxxdxdxx

Cxx 
1011

)32(
40

3
)32(

44

1
. 

Второе решение:  

 







 dttt

dtdx

tx

tx

dxxx
99

)3(
4

1

2

1

)3(
2

1

32

)32(  

CxxCttdttdtt   
10111011910

)32(
40

3
)32(

44

1

40

3

44

1

4

3

4

1
. 

12. C
xx

xd

xx

xdx













)ln1(2

1

)ln1(

)ln1(

2

1

)ln1(

ln
222

2

22
. 

Второе решение:  

 













.
)ln1(2

1

2

1

2

1

2

1ln

ln2

ln1

)ln1(

ln
22

2

22
C

x
C

tt

dt

dtdx
x

x

dtdx
x

x

tx

dx
xx

x
 

13. 







)1()1(
2

1
arccosarccos

1

arccos 22

1
2

2
xdxxdxdx

x

xx
 

Cxx 
22

1)(arccos
2

1
. 

 14. .)1(
3

4
)1()1(2

1 32

1

Cxxdxdx
x

x
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 15.  











Ct

t

dt

dt
t

t
dx

txte

e

dx
x

x
arctg2

1

2

1

2

)1(ln,1

1
2

2

2

 

.1arctg2 Ce
x

  

16. 























 Ct
t

dt
t

tt

tdtdx

txtx

x

xdx

3
2

)1(
2

2

1,1

1

322

 

.12)1(
3

2 3
Cxx   

17.   














dt

t

t
dt

t

t

tdtdx

txtx

x

dx

1

11
2

1

2

2

3,3

31

2

 

CxxCtt  )31(ln2321ln22 . 

18.   










 














Ct

t

td

t
t

dt

t

dt
dx

t
ee

tx

e

dx tx

x
1ln

1

)1(

1
1

1

ln

1

ln
 

Ce
x




)1(ln . 

Второе решение:   

Ce
e

ed

e

dxe

ee

dxe

e

dx x

x

x

x

x

xx

x

x





























   )1(ln
1

)1(

1)1(1
. 

19.  


1,
1

2
x

xx

dx
.  

Поскольку  
22

2
2

1
1

1

1
1

1


























x

x
d

x
x

dx

xx

dx
, 

то    


















C
x

x

x
d

xx

dx 1
arcsin

1
1

1

1
22

. 

Легко показать, что при  


 C
xxx

dx
x

1
arcsin

1
1

2
. 

20.  









C

x

x

xd

xx

dx

5

2
arctg

5

1

5)2(

)2(

94 22
. 
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21. .)1(
5

2
arctg

10

1

2

5
)1(

)1(

2

1

5)1(2742 222
Сx

x

xd

x

dx

xx

dx




















  

22.   









C

x

x

xd

xx

dx

19

2
arcsin

)2(19

)2(

415
22

. 

23.   









 222

)1(
3

17

)1(

3

1

2
3

143

1

3614 x

xd

xx

dx

xx

dx
 

C
x






3

17

1
arcsin

3

1
. 

24. 















176

)176(

2

5

176

17)62(
2

5

176

25
2

2

22 xx

xxd
dx

xx

x
dx

xx

x
 

C
x

xx
x

xd








 

22

3
arctg

22

17
)176ln(

2

5

8)3(

)3(
17 2

2
. 

25.  














14

)14(

2

3

14

76)42(
2

3

14

73
2

2

22
xx

xxd
dx

xx

x
dx

xx

x
 

C
x

x
xx

x

xd










 

32

32
ln

32

13
14ln

2

3

3)2(

)2(
13

2

2
. 

26.   








dx

xx

x
dx

xx

x

1182

32)84(
4

1

1182

3
22

 

 








2

3
)2(

)2(

2

1
)1182()1182(

4

1

2

22

1
2

x

xd
xxdxx  

Cxxxx 
2

3
)2(2ln

2

1
1182

2

1 22
. 

27. 



 xx

xvdvxdx

dxduxu
xdxx 2cos

2

1

2cos
2

1
,2sin

,
2sin  

  Cxxxxdx 2sin
4

1
2cos

2

1
2cos

2

1
. 

28.  








 dx

x

x
xx

xvdxdv
x

dx
duxu

xdx
2

2

1
arcsin

,
1

,arcsin
arcsin  
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Cxxxxdxxx  
 222

1
2

1arcsin)1()1(
2

1
arcsin . 

29. 



 





dxexe

evdvdxe

dxduxu
dxxe

xx
xx

x 33
33

3

3

1

3

1

3

1
,

,
 

Cexe
xx


 33

9

1

3

1
. 

30.  









 dx
x

x
xx

xvxdxdv

x

dx
duxu

xdxx
2

2
2

2

2

12

1
arctg

2

1

2

1
,

1
,arctg

arctg  

Cxxx
x

dx
x

x
xx 




  arctg

2

1

2

1
arctg

21

11

2

1
arctg

2

1
2

2

2
2

. 

31. 





xvdvxdx

dxxduxxu
xdxxx

2sin
2

1
,2cos

)32(,53
2cos)53(

2

2
 





  xvxdxdv

dxduxu
xdxxxxx

2cos
2

1
,2sin

2,32
2sin)32(

2

1
2sin)53(

2

1 2






   xdxxxxxx 2cos2cos)32(

2

1

2

1
2sin)53(

2

1 2
 

Cx
x

xxx 




 





  2cos

4

3

2
2sin

4

9

2

3

2

1 2
. 

32.  





 xdxxxx
x

vdxxdv

dx
x

xduxu

xdxx ln
2

1
ln

4

1

4
,

1
ln2,ln

ln
334

4
3

2

23
 






 





  dxxxxxx
x

vdvdxx

x

dx
duxu

3424

4
3 4

1
ln

4

1

2

1
ln

4

1

4
,

,ln

 

Cxxxxx 
4424

32

1
ln

8

1
ln

4

1
. 
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33. 




  )(lncos

,

)sin(ln),cos(ln
)cos(ln xx

xvdxdv

x

dx
xduxu

dxxI  





  )(lnsin)(lncos

,

)cos(ln),sin(ln
)(lnsin xxxx

xvdxdv
x

dx
xduxu

dxx  

 dxx)(lncos . 

Cxx
x

I  ))sin(ln)(cos(ln
2

. 

34. 



  b

bxe

bx
b

vbxdxdv

dxaedueu
bxdxeI

ax
axax

ax sin

sin
1

,cos

,
cos  





  b

bxe

bx
b

vdxbxdv

dxaedueu
bxdxe

b

a
ax

axax
ax sin

cos
1

,sin

,
sin  






   bxdxe

b

a
bxe

bb

a axax
coscos

1
. 

bxe
b

a

b

bxe

b

a
I

ax
ax

cos
sin

1
22

2















 . 

Ce
ba

bxabxb
bxdxeI

axax





  22

cossin
cos .  

35. 










 

tvdtdv
t

dt
dutu

dt
tdtdx

tx
dx

x

x

,
1

,arctg
arctg2

2

arctg 2
2

 











  Cttt

t

tdt
tt )1(lnarctg2

1
arctg2

2

2

.)1(lnarctg2 Cxxx   ▲ 

 

Дополнительные задачи 

 

Найти неопределенные интегралы: 

1. dx
x

xx



4

3 2
12

.  Ответ: .
3

4

17

24

5

4 4 312 54 Cxxxxx   
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2. 


dx
x

x
2

2

1
.  Ответ: .arctg Cxx   

3. 
 x

dx

52
.  Ответ: .52

5

2
Cx   

4. 
 22)1( x

xdx
. Ответ: .

)1(2

1
2

C
x




  

5.   xx ee

dx
.  Ответ: .arctg Ce

x
  

6.  dx
x

x
3

cos

sin
.  Ответ: .

cos

2
C

x
  

7.  )ln(lnln xxx

dx
.  Ответ: .)ln(lnln Cx   

8. 



dx

x

x
2

1

53
.  Ответ: .arcsin513

2
Cxx   

9. dxxx  5 .  Ответ: .
3

)5(10

5

)5(2 2

3

2

5

C
xx







 

10. 
 x

dx

12
.  Ответ: .)21ln(412 Cxx   

11. 
 232 2 xx

dx
.  Ответ: .

7

34
arctg

7

2
C

x



 

12. 
 2321 xx

dx
.  Ответ: .

33

13
ln

4

1
C

x

x





  

13. 
 2223 xx

dx
.  Ответ: .

5

34
arcsin

2

1
C

x



 

14. 




1

)1(
2

xx

dxx
.  Ответ: .

3

12
arctg

3

1
)1(ln

2

1 2
C

x
xx 


  

15. 


2
5 xx

xdx
. Ответ: .

21

12
arcsin

2

1
5

2
C

x
xx 


  

16.   xdxxx ln)32(
2

.  Ответ: .3
29

ln3
3

23
2

3

Cx
xx

xxx
x









  

17. 
x

dxx
2

cos
.  Ответ: .coslntg Cxxx   

18. dx
x

x


arcsin
  Ответ: .12arcsin2 Cxxx   

19.  dx
x

xx
3

sin

cos
.  Ответ: .ctg

sin
5,0

2
Cx

x

x
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20.   dxxxx 3sin)12(
2

. Ответ: .3sin
9

22
3cos

27

11189
2

Cx
x

x
xx







 

21. dxx
2

arcsin .  Ответ: .2arcsin12arcsin
22

Cxxxxx    

 
 

Занятие 4 
 

Интегрирование рациональных функций 
 

Пример 1. Представить неправильную рациональную дробь в виде суммы 

многочлена и правильной рациональной дроби: 

1) 
1

1
)(

2

3






xx

x
xf ; 2) 

73

8532
)(

2

23






xx

xxx
xf . 

 ∆  1) Разделим уголком числитель на знаменатель: 

1

11
2

23

3










x

xx

xxx

x
 

1

1
2

2




xx

xx
 

2 . 

Следовательно, 
1

2
1

1

1
22

3








xx
x

xx

x
. 

 2) Числитель неправильной рациональной дроби преобразуем так, чтобы в 

нем выделить слагаемое, кратное знаменателю и включающее старшую степень 

многочлена x : 












73

853)7373(2

73

8532
)(

2

22

2

23

xx

xxxxxx

xx

xxx
xf  












73

819)7373(3
2

73

8193
2

2

2

2

2

xx

xxxx
x

xx

xx
x  

73

2910
32

2





xx

x
x .  ▲ 

Пример 2. С помощью элементарных преобразований разложить рацио-

нальную дробь  
222

)1(

1

xx
 на простейшие. 

 ∆  












2222222

22

222
)1(

1

)1(

1

)1(

)1(

)1(

1

xxxxx

xx

xx
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22222222

22

)1(

1

1

11

)1(

1

)1(

1















xxxxxx

xx
.  ▲ 

 Пример 3. Найти 
1

3
x

dx
. 

∆  Поскольку )1()1(1
23

 xxxx , то   

11)1()1(

1

1

1
223












 xx

CBx

x

A

xxxx
. 

Для нахождения значений CBA и,  используем метод неопределенных  

коэффициентов: 

1)()(,1)1)(()1(
22

 CAxACBxBAxCBxxxA . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях многочленов, по-

лучаем систему уравнений   

.1

,0

,0

0

1

2







CA

CBA

BA

x

x

x

 

Отсюда  
3

2
,

3

1
,

3

1
 CBA . Таким образом, при 1x  

  














dx

xx

x
xdx

xx

x

x

dx

x

dx

1

12

6

1
1ln

3

1

1

2

3

1

13

1

1 223
 

 









 






 

 C
x

xxx

x

xd

3

12
arctg

3

1
)1(ln

6

1
1ln

3

1

4

3

2

1

2

1

2

1 2

2
.  ▲ 

 Пример 4. Найти dx
xxx

xxx






)1)(3(

152
22

23

. 

 ∆ Разложение подынтегральной функции на простейшие дроби имеет вид 

13)1)(3(

152
2222

23















xx

NMx

x

BAx

xxx

xxx
. 

 Значения MBA ,,  и N  найдем методом неопределенных коэффициентов  

)3()()1)((152
2223
 xNMxxxBAxxxx . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях получим систему 

.13

,53

,1

,2

0

1

2

3









NB

MBA

NBA

MA

x

x

x

x
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Решением этой системы являются числа 0,2,1,0  NMBA .  

 Таким образом, 



















 dx

xx

x

x

dx

xx

dxx

x

dx
dx

xxx

xxx

1

12

31

2

3)1()3(

152
222222

23

 

.
3

12
arctg

3

2
)1(ln

3
arctg

3

1

4

3

2

1

2

1
2

2
C

x
xx

x

x

xd











 






 

    ▲ 

Пример 5. Найти dx
xxx

xxx






2

233
23

24

. 

 ∆ Разделив числитель на знаменатель, выделим целую часть неправиль-

ной рациональной дроби: 

1

2

2

233
23

234

24








x

xxx

xxx

xxx
 

xxx

xxx

2

23
23

23




  

.2 x  

Следовательно,   







dx

xxx

x
dxxdx

xxx

xxx

)1)(2(

)2(
)1(

2

233
23

24

. 

Разлагаем оставшуюся правильную дробь на простейшие: 

12)1)(2(

2











x

D

x

B

x

A

xxx

x
. 

Значения DBA и,  можно найти методом неопределенных коэффициен-

тов. Но так как все корни знаменателя вещественные и простые, более удобным 

является метод частных значений: 2)2()1()1)(2(  xxDxxBxxxA . 

Подставляя поочередно в правую и левую часть значения  ,2,0 21  xx  

13 x   (корни знаменателя), получим 
3

1
,

3

2
,1  DBA . Таким образом,  

     










13

1

23

2
)1(

2

233
23

24

x

dx

x

dx

x

dx
dxxdx

xxx

xxx
 

Cxxxx
x

 1ln
3

1
2ln

3

2
ln

2

2

. ▲ 

 Пример 6. Найти dx
xxx

x






)23(

3
48

4

. 

∆  Полагая tx 
4

, находим 
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)2)(1(

)3(

4

1

)23(

)3(

)23(

3
484

43

48

4

ttt

tdt
dx

xxx

xx
dx

xxx

x
. 

Разложение функции на простые дроби имеет вид  

21)2)(1(

3











t

D

t

B

t

A

ttt

t
, 

откуда )1()2()2)(1(3  tDttBtttAt . Полагая последовательно 

2,1,0 t , находим 
2

5
,4,

2

3
 CBA . 

Таким образом, 







4

48

4

ln
8

3
2ln

8

5
1lnln

8

3

)23(

3
xCtttdx

xxx

x
 

.)2(ln
8

5
)1(ln

44
Cxx    ▲ 

Пример 7. Найти 
 )1)(1(

2
xxxx

dx
. 

 ∆ Имеем  
11)1)(1(

1
22









 xx

DCx

x

B

x

A

xxxx
, 

1))(()1()1)(1(
222

 xxDCxxxBxxxxA . 

Здесь удобно первые два коэффициента BA и  получить методом част-

ных значений, а DC и  – методом неопределенных коэффициентов. Подставив 

поочередно 1и0  xx , получим 1,1  BA . Приравняв коэффициенты 

при 
23

и xx , получим систему 
,02

,0
2

3





CDBA

CBA

x

x
 из которой находим 

1,0  DС . 

Таким образом,  

   








1lnln
11)1)(1(

22
xx

xx

dx

x

dx

x

dx

xxxx

dx
 

 









 






 

 C
x

xx

x

xd

3

12
arctg

3

2
1lnln

4

3

2

1

2

1

2
.  ▲ 

 Пример 8. Найти dx
xxx

xx






)522)(6(

14187
2

2

. 

 ∆ Разложение подынтегральной функции на простейшие дроби имеет вид 

5226)522)(6(

14187
22

2













xx

NMx

x

A

xxx

xx
, 
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откуда )6)(()522(14187
22

 xNMxxxАxx . 

 Положив 6x , получаем 2A . 

 Приравнивая коэффициенты при 
2

x  и  
0

x , имеем 

.4,61014

,3,47
0

2





NNx

MMx
 

Таким образом,  













 dx

xx

x
x
dx

dx
xxx

xx

522

43
6

2
)522)(6(

14187
22

2

 














 





  222

2

2

3

2

14

11

522

)522(

4

3
6ln2

x

dx

xx

xxd
x  

.
3

12
arctg

6

11
)522(ln

4

3
6ln2

2
C

x
xxx 


  ▲ 

 Пример 9. Найти 


22
)32( xx

dx
. 

 ∆  Имеем 2222222
)2(

1
)2)1((

)1(

)32(
I

t

dt
tx

x

xd

xx

dx











  . 

 Для вычисления 2I  воспользуемся рекуррентным соотношением  

121222
)1(2

32

))(1(2









 kkk I

ka

k

atka

t
I . 

Так как C
a

t

aat

dt
I 


  arctg

1
221 , то 





 

24

1

24

1
222

t

dt

t

t
I

.
2

1
arctg

24

1

32

1

4

1

2
arctg

24

1

24

1
22

C
x

xx

x
C

t

t

t











  ▲ 

Замечание. 


22
)2(t

dt
 можно вычислить с помощью подстановки 2tg2t . 

 Пример 10. Найти .
)1(
100

2


x

dxx
 

∆  












 dt

t

tt
dt

t

t

dtdx

tx

x

dxx
100

2

100

2

100

2
12)1(1

)1(
 

  


C
ttt

dttdttdtt
999897

1009998

99

1

98

2

97

1
2    

.
)1(99

1

)1(98

2

)1(97

1
999897

C
xxx










  ▲ 
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Дополнительные задачи 
 

Найти неопределенные интегралы: 

1. .
13

x

xdx
 

 Ответ:  .
3

12
arctg

3

1
)1(ln

6
1

1ln
3
1 2 C

x
xxx 


  

2. 



.

65

1
23

dx
xxx

x
 

 Ответ:  .3ln
3

4
2ln

2

3
ln

6

1
Cxxx   

3. .
43

52
23

dx
xx

x





 

 Ответ:  .
1

2
ln

9

7

)2(3

1
C

x

x

x








 

4. .
4

82295
3

23

dx
xx

xxx





 

 Ответ:  .)2()2(ln5 342 Cxxxx   

5. .
)1(

13
22

24

dx
xx

xx





 

Ответ:  .
)1(2

1
ln

2
C

x
x 


  

6. .
)22)(2(

643
22

23

dx
xxx

xxx





 

Ответ:  .)1(arctg)22)2((ln 22 Cxxxx   

7. Используя рекуррентное соотношение, найти .
)2( 32

x

dx
 

Ответ: C
x

x

x

x

x













 2
arctg

24

1

)2(48
3

)2(8 222
. 

 

Занятие 5 
 

Интегрирование тригонометрических  

и иррациональных выражений 
 

Пример 1. Найти .
5cossin2  xx

dx
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∆  Применим универсальную подстановку :
2

tg t
x
  

















2

2

2

2

1

1
cos,

1

2
sin

1

2
,arctg2

5cossin2

t

t
x

t

t
x

t

dt
dxtx

xx
dx

 

 

 



























3
2

3
23

1

446
2

)1(5
1

1

1

2
2

2
22

2

2

2

2
tt

dt

tt

dt

t
t

t

t

t

dt
 

 




















 






 

  C
t

t

td

3
5

3
1

arctg
5

3
3
1

3
5

3
1

3
1

3
1

22
.

5

1
2

tg3
arctg

5

1
C

x




  ▲ 

Пример 2.  Найти .
5cos3sin4  xx

dx
 

 ∆    





















)1(5
1

1
3

1

2
4

2
2

tg
5cos3sin4 2

2

2

2
t

t

t

t

t

dt
t

x
xx

dx
 

  








  .
2

2
tg

1
2

1
)2()2(

44

2

2
C

x
C

t
tdt

tt

dt
  ▲ 

 Пример 3. Найти .
coscos

sin
3

3

dx
xx

x



 

∆  При вычислении интегралов  xdxx nm cossin , если m   нечетное по-

ложительное число, то применяется подстановка ,cos tx   если же n   нечетное 

положительное число, то применяется подстановка .sin tx   







txxdxxxdx
xx

x
cossincos)cos1(

coscos

sin 3

4
2

3

3

 

.coscos
5
3

cos

3
5
3

3)1(
3 2

3
3
5

3
1

3
2

3
4

3
4

2 Cxx
x

Cttdttdttdttt 


   ▲ 

 Пример 4. Найти .cossin 54 xdxx  

 ∆     xdxxxxdxxx sin)sinsin2(sincos)sin1(sin 864224
 

.sin
9
1

sin
7
2

sin
5
1 975 Cxxx    ▲ 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 23 

 Пример 5. Найти .cossin 24 xdxx  

∆  Применив формулы понижения степени, получим 

  dxxxxxdxx 2224 )cos(sinsincossin  

    xdxxxdxxdxx 2cos2sin2sin
8
1

2sin)2cos1(
8
1 222

 

.2sin
48
1

4sin
64
1

16
1

2sin2sin
16
1

)4cos1(
16
1 32 Cxxxxxddxx   ▲ 

Пример 6. Найти .
cossin

3
xx

dx
 

∆  Функция 
xx

xxR
cossin

1
)cos,(sin

3
  является четной по совокупно-

сти аргументов xsin  и xcos . Поэтому для ее интегрирования целесообразно 

применить подстановку .tg xt   















2

2
2

2
43

1
sin,

1

arctg,tg

sin

tg

cossin
t

t
x

t

dt
dx

txxt

x

xdx

xx

dx
 

 

   






  .

tg2

1
tgln

2

1
ln

1

)1(

)1(
22

3

3

2

24

22

C
x

xC
t

tdtt
t
dt

dt
t

t
dt

tt

tt
 ▲ 

Пример 7. Найти  .tg7 xdx  

 ∆   










2

7

2

7

1
1

arctg,tg

tg
t

dtt

t

dt
dx

txtx

xdx  

 
















   dt

t

t
tttdt

t

ttttttt
2

35

2

33557

11
 

 

.coslntg
2
1

tg
4
1

tg
6
1

1ln
2
1

2
1

4
1

6
1 2462246 CxxxxCtttt   ▲ 

 Пример 8. Найти  .ctg6 xdx  

 ∆   










1

1

arcctg,ctg

ctg
2

6

2

6

t

dtt

t

dt
dx

txtx

xdx  

  














 dt

t
ttdt

t

ttttt

1

1
1

1

11
2

24

2

22446

 

.ctgctg
3
1

ctg
5
1

arcctg
3
1

5
1 3535 CxxxxCtttt    ▲ 
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 Пример 9. Найти  .6cos2cos xdxx  

 ∆     dxxxxdxx )8cos4(cos
2

1
6cos2cos .8sin

16

1
4sin

8

1
Cxx   ▲ 

 Пример 10. Найти  
.

sin1 x

dx
 

 ∆ Этот интеграл можно вычислить с помощью универсальной подстанов-

ки ,
2

tg t
x
  но проще произвести следующие преобразования: 

  




 









 







 









 









 





.
24

tg

24
cos

24

2
cos1

2

sin1 2
C

x

x

x
d

x

xd

x

dx
   ▲ 

Пример 11. Найти  .
sincos

1
24

dx
xx

 

∆   



x

dx
dx

x

x
dx

xx

xx

xx

dx
24

2

24

222

24
cos

2
cos

sin

sincos

)cos(sin

sincos
  

   .ctgtg2tg
3

1
ctgtg2tgtg

sin

32

2
CxxxCxxxxd

x

dx
 ▲ 

Пример 12. Найти .
3

 xx

dx
 

 ∆  Наименьшее общее кратное чисел (2, 3) равно 6, поэтому делаем под-

становку .6,
56
dttdxtx   

   












dt

t

t
dt

t

t

tt

dtt

xx

dx

1

1)1(
6

1
66

33

23

5

3
 









  Cttttdt

t
tt 1ln6632

1

1
16

232
 

.1ln6632 663 Cxxxx    ▲ 

Пример 13. Найти .
6 74 5

3

dx
xx

xx





 

∆ Наименьшее общее кратное чисел (2, 3, 4, 6) равно 12, поэтому делаем 

подстановку .
12

tx   

  


















dt

t

tt
dt

tt

ttt

dttdx

tx
dx

xx

xx

1
12

)(
12

12

3

1415

4611

11

12

6 74 5

3
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 dt

t
ttdt

t

tt
)

1

2
2(12

1

2)1()1(
12

2
3

 

.1ln2424641ln242464 12126423
CxxxxCtttt   ▲ 

 Пример 14. Найти .
11

1

x

dx

x

x







  

 ∆  





























1
2

1

2
1,

)1(

4

1

1
,

1

1

11

1
2

2

222

2

2

t

dtt

t
x

t

tdt
dx

t

t
x

x

x
t

x

dx

x

x
 

.
1

1
arctg2

1

1
2arctg22

1

11
2

2

2

C
x

x

x

x
Cttdt

t

t















   ▲ 

Пример 15. Найти 



.

2

52
2

2

dx
xx

xx
 

∆  Интеграл 


dx
cbxax

xPn

2

)(
 можно найти по формуле 







 .)(
)(

2

2
12

cbxax

dx
cbxaxxQdx

cbxax

xP
n

n  








.

2
2)(

2

52
2

2

2

2

xx

dx
xxBAxdx

xx

xx
 

Для определения постоянных BA,  и   дифференцируем обе части  

равенства, затем умножаем его на :2
2

xx   

;
22

1
)(2

2

52
22

2

2

2

xxxx

x
BAxxxA

xx

xx














 

).()3(2)1)(()2(52
222

BxABAxxBAxxxAxx   

 Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях, получим 

.3,2,1  BA  








 xxx

xx

dx
xxx

xx

xx
2)2(

2
32)2(

2

52 2

2

2

2

2

 

.21ln32)2(
1)1(

)1(
3

22

2
Cxxxxxx

x

xd





    ▲ 
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Пример 16. Найти .
1)1(

2
 xx

dx
 

∆ Интегралы вида 
 cbxaxx

dx
k 2

)(
 можно найти подстановкой .

1

t
x   

,
21212111

1
1

1)1(
2

2

2

2  



















 t

dt

tt

dtt

t

t

t

t

dt

dt
t

dx

t
x

xx

dx

 

так как .0
1

1





x
t  

  




Cttdt
t

dt 2

1

2

1

)21()21()21(
2

1

21
 

.
1

1

1

2
1 C

x

x
C

x








   ▲ 

Пример 17. Найти 


.
246

2

2

dx
xx

x
 

∆ Интегралы вида dxcbxaxxR ),(
2

   можно находить с помощью 

тригонометрических подстановок:    

   








dx
x

x
dx

x

x
dx

xx

x
2

2

2

2

2

2

)1(42

1

)1(28246
 










2

2
2

23
2

1

4

)1(
1cos1sin

)0(,sin2,cos21

xx
x

ddxx

 








 

2
cos22cos22

sin2

)sin2()1cos2(

2

1 2
2

dd
d

 

  Cd )sin42sin3(
2

2

2

2
sin22)2cos1(2

.23)3(
4

2

2

1
arccos

2

23 2
Cxxx

x



  

Для данной подынтегральной функции применима также замена 

.sin21 x   ▲ 

Пример 18. Найти .0,
4

24



 x

xx

dx
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 ∆   









 






 2tg2cos

cos2

2
0

cos

2
,tg2

4
442

2

24 tt

tdt

t

dt
t

dxtx

xx

dx
 




  C
tt

td
t

t
dt

t

t

sin16

1

sin48

1
sin

sin

)sin1(

16

1

sin

cos

2

1
34

2

4

3

4

.
16

4

48

)4( 2

3

32

C
x

x

x

x






   ▲ 

Пример 19. Интеграл dxcbxaxxR ),(
2

   можно свести к интегралу 

от рациональной функции при помощи одной из подстановок Эйлера: 

 1) taxcbxax 
2

, если 0a ; 

 2) ctxcbxax 
2

, если 0c ; 

 3) txcbxax  )(
2

, если ))((
2

 xxacbxax . 

Найти dx
Ax




2

1
. 

∆ Так как )1(0  aa , то можно использовать первую подстановку  

Эйлера, причем более целесообразно в данном случае принять txAx 
2

.  

Тогда  Axxt
t

At
Axdt

t

At
dx

t

At
x 










2
2

2

2

22

,
2

,
2

,
2

. 

 Подставляя эти соотношения в подынтегральное выражение получим 

.lnln
2)(

)(2 2

22

2

2
CAxxCt

t

td
td

tAt

Att

Ax

xd








  

Мы получили табличный интеграл  CAxx
Ax

xd





2

2
ln . 

 Отметим, что нахождение интегралов с помощью подстановок Эйлера 

обычно приводит к громоздким вычислениям. ▲ 

Пример 20. Найти .
1
3 2

3

dx
x

x



 

 ∆   














 

.1
1

2

1

3

1

3

2

3 2

3

dxxxdx
x

x
 Это интеграл от дифференциального 

бинома. Здесь ,
2

1
,

3

1
,

3

2
 Pnm 1

1




n

m
  целое число. 
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 Имеем случай 2. Применим подстановку ,1
23

1

tx   тогда 

.2
3

1 3

2

dttdxx 


 

Следовательно, .12261

2

3

3

1
32

2

1

3

1

3

2

CxCtdttdxxx 




























 



  ▲ 

Пример 21. Найти 



 .)1( 3

5
32

dxxx  

 ∆ Здесь 2
1

,
3

5
,3,2 


 p

n

m
pnm   целое число. 

 Имеем случай 3. Применим подстановку .1
333

txx   Тогда  ,
1

1
3

3




t
x  

.)1(,)1(,
1

1 3

4
323

1
3

3

3
3

dtttdxtx
t

t
x






  

  

















dttt
t

t
tdxxx 3

4
22

3

5

3

3
3

2
33

5
32

)1(
1

)1()1(  

.
)1(2

32

2

21

2

1
3 23

3

2

32

3

3

C
xx

x
C

t

t
Ct

t
dt

t

t














 



  ▲ 

 

Дополнительные задачи 

 

Найти неопределенные интегралы: 

1. .
)sin2cos2(sin  xxx

dx
 

Ответ:  .1
2

tgln3
2

tgln
3

5

2
tgln

3

1
C

xxx
  

2. .
cos

sin
3

5

dx
x

x
  

Ответ:  .cos
7

2
cos

3

4

cos

2 73
Cxx

x
  

3. .3sin
4

xdx  

Ответ:  .12sin
96

1
6sin

12

1

8

3
Cxxx   
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4. 


.
cos16cossin6sin

22
xxxx

dx
 

 Ответ:  .
8tg

2tg
ln

10

1
C

x

x





 

5.  .12sin2cos xdxx  

 Ответ:  .14cos
28

1
10cos

20

1
Cxx   

6. .
cos

6
x

dx
 

Ответ:  .tg
5

1
tg

3

2
tg

53
Cxxx   

7.  .
)( 3

3


 xxx

dxx
 

Ответ:  .
1

ln6
6

6

C
x

x



 

8.  


.
)1(
104 xx

dx
 

Ответ:  .
)1(9

4

)1(2

1
9484

C
xx







  

9.   .
)2(2

2
2

3







x

dx

x

x
 

Ответ:  .
2

2

8

3 3

2

C
x

x











 

10.   


.3,
12)1(

23
x

xxx

dx
 

Ответ: .
2

12
arctg

24

1

)1(4

12
2

2

2

C
xx

x

xx








 

11.  .

)52( 2

3
2


 xx

dx
 

Ответ: .
524

1
2

C
xx

x
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 12. 


dx
x

ax
22

. 

 Ответ: .arccos
22

C
x

a
aax   

13. 


.
1

2

2

xx

dxx
 

 Ответ: .1212ln
8

1
1

4

32 22
Cxxxxx

x



 

14. 


 .)1(8 2

3
23

dxxx  

 Ответ: .
1

2
2

2

C
x

x





 

 

Занятие 6 
 

Контрольная работа. Неопределенный интеграл 
 

Вариант 1 

 

 Найти интегралы: 

1.   dxxx
443

)21( . Ответ:  .)21(
40

1 54
Cx   

2.   .)52(
102

dxxx        

Ответ:  .)32(
88

25
)52(

48

5
)52(

104

1 111213
 xxx  

3.  .
ln

dx
x

x
 Ответ:  .4ln2 Cxxx   

4. .
22

dxex
x




 Ответ:  .
2

1

2

2
2

Cxx
e

x






 



 

5. .
1

82
2




dx

xx

x
 Ответ:  .

5

12
arcsin712

2
C

x
xx 


  

6. .
)3)(2)(1(

4
dx

xxx

x
 


 Ответ: .3ln

2

1
2ln21ln

2

3
Cxxx   

7. 



.

)1)(2(

32
2

2

dx
xxx

xx
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Ответ: .
3

12
arctg

3

1
2ln3)1(ln

2

1 2
C

x
xxx 


  

8. .cossin 35
dxxx   

Ответ:  .)cos5cos1620(cos
80

3 423

4

Cxxx   

9. .
cossin2


 xx

dx
 Ответ:  .

2
tg52

2
tg52

ln
5

1
C

x

x





 

10. .
1

1




dx

x

x
  

Ответ:  .1ln42
2

1

3

1
2 2

1

2

3

Cxxxx 













  

11. 


 .)21( 2

3
23

dxxx  Ответ:  .
21

1

2

1
2

2

C
x

x





  

 

Вариант 2 

 

Найти интегралы: 

1.   .)31(
454
dxxx  Ответ:  .)31(

75

1 55
Cx                     

2.   .)32(
92
dxxx  

Ответ:  .)32(
80

9
)32(

44

3
)32(

96

1 101112
Cxxx   

3.  .
ln
3

dx
x

x
 Ответ:  .

4

9
ln

2

3 3 23 2
Cxxx   

4.  .2sin
2

xdxx  Ответ:  .2sin
2

2cos
4

12
2

Cx
x

x
x




  

5. .
86

43
2

dx
xx

x





  

Ответ:  .)3(arcsin13863
2

Cxxx   

6. .
)4)(2)(1(

62
2

dx
xxx

xx
 


 

Ответ:  .4ln52ln71ln3 Cxxx   
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7. .
)52(

157
2

dx
xxx

x





 Ответ:  .

2

1
arctg2

52
ln3

2

C
x

x

xx






 

8.  .
sin

cos
5

3

dx
x

x
 Ответ:  .)sin27(sin

28

5 25

4

Cxx   

9. .
sin3cos4


 xx

dx
 Ответ:  .

2
tg2

2
tg21

ln
5

1
C

x

x





 

10. 



.

1 4

dx
xx

x
 Ответ:  .arctg41ln24 44 Cxxx   

11. .)1( 2

1
23

dxxx   Ответ:  .
15

)23()1(
22

3
2

C
xx




 

 
 

Занятие 7 
 

Определенный интеграл 
 

 Пример 1. Показать, что функция Дирихле  









Qx

Qx
xf

,0

,,1
)(   не инте-

грируема на отрезке [0;1]. 

 ∆  Для любого разбиения отрезка [0; 1] на частичных отрезках можно вы-

брать только рациональные значения i . Тогда любая из интегральных сумм 

примет вид .11)(
11

 


n

i
i

n

i
ii xxfS  

 В случае же выбора на частичных отрезках только иррациональных  

значений i  получим  .00)(
11

 


n

i
i

n

i
ii xxfS  

Поэтому не существует предела интегральных сумм, а это значит, что 

функция Дирихле не интегрируема на отрезке ]1;0[ . ▲ 

 Пример 2. Вычислить, исходя из определения, интеграл 
1

0

.xdx  

 ∆  По определению  .lim
1

1

0 0
i

n

i xxdx  


 

 Разобьем отрезок ]1;0[  на n  равных частей точками ).,...,1( ni
n

i
xi   
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Длина каждого частичного отрезка равна .
1

n
xi   В нашем случае ,

1

n
  

причем ,0  при .n  

 В качестве точек i  возьмем правые концы частичных отрезков: 

).,...,2,1(
1

ni
n

xii   

 Составим интегральную сумму:   

.
2

)1(
)...21(

11

1
22






n

i
n

n

nn
n

nnn

i
S  

.
2

1

2

)1(
limlim

2





 n

nn
S

n
n  

 Следовательно, .
2

1
1

0

 xdx  

 Легко показать, что и при другом выборе точек i , например если в каче-

стве i  взять левые концы частичных отрезков, то предел интегральной суммы 

будет тот же.  

 .
2

1

2

)1(
lim)1...21(

1
lim

11
limlim

22

)0(











 n

nn
n

nnn

i
S

nnnn
n  ▲ 

 Пример 3. Используя геометрический смысл интеграла, вычислить 

.16
4

0

2
dxxI    

 ∆  Линия 
2

16 xy   есть верхняя половина окружности .16
22
 yx  

Та часть линии, которая получается при изменении x  от 0 до 4, лежит в первой 

координатной четверти. Таким образом, мы имеем криволинейную трапецию, ко-

торая является четвертью круга. Поэтому  
4

0

22
.416

4

1

4

1
16 RxI  ▲ 

 Пример 4. Установить, какой из двух интегралов 
1

0

2
1

0

, dxxdxx   больше? 

 ∆  Так как 
2xx   при ,10  x  следовательно, .

1

0

2
1

0

  dxxdxx   ▲ 

 Пример 5. Оценить интеграл  
3

0

2
.)52( dxxxI  

 ∆  Функция 52
2

 xxy  на отрезке ]3;0[  принимает наименьшее зна-

чение при ,1x  равное 4, и наибольшее значение при ,3x  равное 8.  
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Поэтому .2412),03(8)03(4  II  ▲ 

Пример 6. Оценить абсолютную величину интеграла .
1

cos
20

10
6

dx
x

x



 

∆  Так как при ,10
1

cos
10

6

6







x

x
x  то .10)1020(10

1

cos 56
20

10
6





 dx

x

x
 ▲ 

 Пример 7. Найти среднее значение функции 1 xy  на отрезке ]2;1[  

и все точки, в которых эта функция достигает своего среднего значения. Дать 

геометрическую интерпретацию. 

 ∆   
 


2

1

2

1
2

3
1)( ABCDKSdxxdxxf  (рис. 1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

         

  

 

 

 Так как 






2

1

,
2

3
)(

12

1
)( dxxff  следовательно,  

.
2

3
,

2

1
,

2

1
,

2

1
1 321  xxxx  

 Площадь криволинейной трапеции равна площади прямоугольника 

.AHNK  ▲ 

 Пример 8. Найти производную от функции 

3

0

.arctg
x

tdt  

∆  Представим заданную функцию в виде сложной функции аргумента :x    


u

tdtuFxtu
0

3
.arctg)(,)(  

 Сложная функция ))(( tuF  является дифференцируемой, причем 

.)())((
3 dx

du
uF

du

d
tuF

dx

d

xu 
  

y 

 1   1 2 

1 B D 

K 

H 

A С 

N 

Рис. 1 
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Здесь  

.3,arctgarctgarctg)(
23

0
333

x
dx

du
xutdt

du

d
uF

du

d

xuxuxu

u




 

Таким образом, .arctg3arctg

3

0

32

 
x

xxtdt
dx

d
 ▲ 

Пример 9. Найти предел .

sin

lim
3

0

0

2

x

dxx
x

x




 

 ∆ Очевидно, все условия, обеспечивающие законность применения пра-

вила Лопиталя выполняются. Поэтому 

 .
3

2

3

sin2
lim

3

'
)(

'
sin

lim

sin

lim
2

0
2

2

0

0
3

0

0

2

2
2























x

xx

x

xdxx

x

dxx

x

x
x

x

x

x

x
  ▲ 

 Пример 10. Вычислить .
cos

4

0
2



x

dx  

∆  Так как на рассматриваемом промежутке одной из первообразных для 

функции 
x

y
2cos

1
  является функция ,tg xy   то  

.10tg
4

tgtg
cos 0

4

4

0
2









 x
x

dx
  ▲ 

Пример 11. Вычислить   
2

0

.51 dxx  

 ∆ Так как  















,
5

1
,15

,
5

1
,51

51

xx

xx

x  то по свойству аддитивности  

интеграла   

      
2

0

5

1

0

2

5

1

5

1

0

5

1

0

2

5

1

55)15()51(51 xdxxdxdxdxxdxxdxx  

.
5

41

2

5

2

5
2

5

1
5

1

2

5

1

2
2

0

5

1
2

0

5

1

  xxxxdx   ▲ 
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 Пример 12. Вычислить 



2

0

3
.sin dxx  

 ∆ .
3

2

3

1
1cos

3

1
cos)(cos)cos1(sin

2

0

3
2

0

23

0

2

0

2  

 


xxxdxxdx  ▲ 

 Пример 13. Вычислить 


1

0

.dxxe
x

 

 ∆ Положим, ., dxedvxu
x

  Тогда dxdu   и .xev   Функции 
xevxu  ,  и их производные являются непрерывными на отрезке ]1;0[ . 

Можно применить формулу интегрирования определенного интеграла по частям: 

 





1

0 0

11
1

00

1
.

2

e

e
eedxexedxxe

xxxx
  ▲ 

 Пример 14. Вычислить  
e

dxx
1

2
.)ln1(  

 ∆  Применим дважды формулу интегрирования по частям: 

 







1

2

1

2
2

)ln1(

,

)ln1(2
,)ln1(

)ln1(
e

e

xx

xvdxdv

dx
x

x
duxu

dxx  





 

22

1

)1ln1()ln1(
,

,ln1
)ln1(2 ee

xvdxdv
x

dx
duxu

dxx
e

 

.122)ln1(2
11

  edxxx
ee

  ▲ 

 Пример 15. Вычислить 


9

0

.
2 x

dx
 

∆ Сделаем замену .
2

tx   При .3,9приа,0,0  txtx  Функ-

ция 
2

tx   непрерывна вместе со своей производной на отрезке [0;3], изменения 

переменной ,t  причем значения 
2tx   при изменении t  от 0 до 3 не выходят за 

пределы отрезка [0;3] изменения переменной .x  Поэтому  

    


















3

0

3

0

3

0

3

0

9

0

2

2
42

2

442

2

2

2

,

2 t

dt
dtdt

t

t

t

tdt

tdtdx

ttxtx

x

dx

.
2

5
ln46)2(ln42

0

3

0

3
 tt  ▲ 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 37 

 Пример 16. Вычислить .
1

2

3

2

1
2




xx

dx
I   

 ∆  Положим .sin tx   Функция tsin  и ее производная tcos  являются 

непрерывными функциями. Новые пределы интегрирования   и   определяем 

из системы 













.
2

3
sin

,
2

1
sin

 

Множеством всех ее решений является множество пар ),;(   где 

k
k





6

)1(  и .,,
3

)1( 


 mkm
m

 

 Возьмем из них, например, пару .
3

;
6






 

 На отрезке 




 

3
;

6
 функция 

tx sin  является монотонной. Следовательно, 
6


  и 

3


  можно взять за 

новые пределы интегрирования. На отрезке 




 

3
;

6
 .coscossin1 2 ttt    

Следовательно, имеем  .
3

32
ln

2
tgln

sincossin

cos
3

6 6

3

6

3 









 



 







t

t

dt

tt

tdt
I  

 Можно взять некоторую другую пару, например .
3

2
;

6

5





 

 На этом от-

резке функция tx sin  является возрастающей, а .coscossin1 2 ttt   

 Следовательно, .
3

32
ln

2
tgln

sin

3

2

6

5
6

5

3

2








 








t

t

dt
I  

 В то же время на отрезке 






 

3

2
;

6
 функция tx sin  не является монотон-

ной. Поэтому 
6


  и 

3

2
  не могут быть новыми пределами интегрирования. ▲ 

 Пример 17.  Функция xxf 21)(   задана на отрезке ]1;0[  и является 

четной. Вычислить 


1

1

.)( dxxf  

 ∆ Для вычисления 


1

1

)( dxxf  нет необходимости находить аналитическое 
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выражение функции на отрезке ]0;1[ . Ввиду четности функции    

  



1

1

1

0

1

0 0

12
.4)(2)21(2)(2)( xxdxxdxxfdxxf   ▲ 

 Пример 18. Вычислить .)1(lncos
2

2

2
dxxxx



  

 ∆ Подынтегральная функция является непрерывной на отрезке ]2;2[ . 

Поэтому она является интегрируемой. Найдем :)( xf   







xx

xxxx
xxxxxf

2

22
2

1

)1)(1(
lncos)1(ln)(cos)(  

).()1ln(cos)1(lncos 212 xfxxxxxx  
 

 Подынтегральная функция является нечетной, поэтому  





2

2

2
.0)1(lncos dxxxx  ▲ 

 Пример 19. Вычислить .2cos1
200

0

dxx


  

 ∆ Поскольку xxx sin2sin22cos1
2

  и функция xxf sin)(   

имеет период ,T  то 

.2400cos2200sin22002cos1
00

200

0




 xxdxdxx   ▲ 

 
 

Дополнительные задачи 
 

 1. Применяя формулу 
6

)12)(1(

1

2 




nnn
k

n

k

,  вычислить по определе-

нию 
1

0

2
dxx .  Ответ: 

3

1
. 

 2. Не вычисляя интегралов, выяснить какой из них больше: 

а)  



2

1
21

1 x

dx
I  или  

2

1

2 x

dx
I ; 

б)  



1

0

2

1 cos dxxeI
x

 или  dxxeI
x





1

0

2

2 cos
2

. 

 Ответ: а) 21 II  ;  б) 21 II  . 
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 3. Оценить интеграл 





2

0 cos3sin46 xx

dx
I . 

 Ответ: 


2
11

2
I . 

 4. Найти производные следующих функций: 

а)  dttx
x

x


/1

2
)(sin)( ;  б)  ).0(,

ln
)(

3

2

  x
t

dt
x

x

x

 

 Ответ: а) 
22

1
sin

1

2

sin
)(

xxx

x
x  ;  б) .

ln
)(

2

x

xx
x


  

 5. Найти среднее значение функции xxf cos)(   на отрезке 




 

2
;0 .  

 Ответ: 


2
. 

6. Используя формулу Ньютона – Лейбница, вычислить интегралы: 

а) dx
x

e x


2

1
3

1
2

; б) dx
xx

x



 


1

2
23

1
; в) 



d
2

0

cos1 . 

Ответ: а) )(
2

1 4 ee  ;  б) 
2

1

3

4
ln2  ;  в) 24 . 

7. Вычислить интегралы с помощью замены переменной: 

а) dx
x

dx




6

1 231
;  б) 

 

1

1 45 x

dxx
;  в) 

 

2

2
22

)4( x

dx
;  г) 


1

2/2
2

2
1

dx
x

x
. 

Ответ: а) 




 

5

2
ln3

3

2
;  б) 

6

1
;  в) )2(

32

1
 ;  г) 

4
1


 . 

8. Вычислить интегралы методом интегрирования по частям: 

а) dxxx
e

ln
1

2

 ;   б) dx
x

x




1

0 1

arcsin
. 

Ответ: а) 
9

12
3
e

;  б) 42  . 

 

Занятие 8 
 

Геометрические и физические приложения определенных 

интегралов 
 

 Пример 1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кривыми 

22
2

 xxy  и .42
2

xxy   
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 ∆  Начертим графики функций и найдем абсциссы их точек пересечения: 

.4222
22

xxxx   Решая это уравнение, получим 01 x  и 32 x  (рис. 2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Искомая площадь равна 

  
3

0

3

0

222
)26())22()42(( dxxxdxxxxxS  

.9
3

2
3

0

332






  xx   ▲ 

 Пример 2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

1
2

 xy  и .1 yx  

 ∆ Решая систему уравнений 









,1

,1
2

yx

xy
 

находим )1;0(1 M  и )2;3(2M . 

 Нижняя граница фигуры на разных частях 

отрезка ]3;1[  задана различными функциями 

(рис. 3). Поэтому 

 


dxxxdxxxS
3

0

0

1

))1(1())1(1(  









 

 0

33

0

2
2

10

1

2

1

2
)1()1()1()1(2 x

x
xdxxdx

 

.
2

9

2
)1(

3

2
)1(

23

2

0

32
2

3

1

0
2

3



















x
x

xx  

 

1 

y 

1 

x 

1 

Рис. 3 

1 

 

 

 

 Рис. 2 
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 Площадь этой фигуры можно найти проще, если принять y  за независи-

мую переменную, а x  за функцию. Тогда 





2

1

2
))1()1(( dyyyS .

2

9

32
2

1

2
32



















yy
y   ▲ 

 Пример 3. Найдите площадь фигуры, ограниченной графиками функций  

,sin xy   

 2,0,cos xxxy  (рис. 4). 

  

 

 

 

 

 

 

 

 
  

∆   

 






4

0

4

5

4

2

0

)cos(sin)sin(coscossin dxxxdxxxdxxxS  

 


 


2

4

5
4

4

5

0

4 )sincos()cos(sin)sin(cos xxxxdxxx  
























2

2

2

2

2

2

2

2
1

2

2

2

2
)cos(sin

4

5

2

xx  

24
2

2

2

2
1 








 .  ▲ 

 Пример 4. Вычислить площадь фигу-

ры, ограниченной эллипсом 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 

(рис. 5). 

 ∆ Запишем параметрическое уравнение 

эллипса:  

 ).20(sin,cos  ttbytax  

 Верхняя половина фигуры является 

криволинейной трапецией. При возрастании 
x  от a  до a  параметр t  убывает от   до 0. Поэтому 

a –a 

–b 

b 

y 

x 

Рис. 5 

 

y 

 O 

Рис. 4 
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a

a

dttabdttatb
tby

tax
ydxS

0 0

)2cos1()sin(sin2
sin

cos
2  

ab
t

tab 




 



0

2

2sin
.  ▲ 

Пример 5. Вычислите площадь фигуры, ограниченной одной аркой цикло-

иды ),sin( ttax    )20()cos1(  ttay  и осью Ox  (рис. 6). 

   

 

 

 

 

 

  

 

 

 

∆ Фигура является криволинейной трапецией. При возрастании x  от 0 до 

a2  параметр t  возрастает от 0 до 2 . Поэтому  

     
  

dtttadttatadttxtyS
2

0

2

0

2

0

22
coscos21)cos1()cos1()()(

.3
2

2cos
cos2

2

3

2

2cos1
cos21

2

0

2
2

0

22
 
 






 





 

 adt
t

tadt
t

ta  ▲ 

 Пример 6. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кардиоидой 

)cos1(2  ar  (рис. 7). 

∆ Фигура является криволинейным секто-

ром, следовательно,  

 
 


2

0

2

0

222
)cos1(4

2

1
)(

2

1
dadrS  





2

0

22
)coscos21(2 da  











 


2

0

2

2

2cos1
cos212 da  





2

0

22
.6

2

3
2 ada  ▲ 

  

x 

y 

Рис. 7 

y 

x О 

Рис. 6 
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Пример 7. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями  

.3,
3

,06
22

xy
x

yyxx   

 ∆  Линия 06
22
 yxx 

222
3)3(  yx  является окружностью (рис. 8). 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

      
  

Площадь этой фигуры удобно вычислять, используя полярные координа-

ты. В полярной системе координат  .06
22
 yxx  

 




sin

cos

ry

rx
 0sincos6cos

2222
 rrr  ;cos6 r  

3

x
y   xy 3;

6



  .

3


  

 Таким образом, 

 
















 






3

6

3

6

2

2

3

2

2sin
9)2cos1(9cos36

2

1 3

6

ddS . ▲ 

 Пример 8. Найти объем тела, ограниченного 

поверхностями ,222 ayx   ,3yz   )0(0  yz  

(рис. 9). 

 ∆ 1-й способ. Рассмотрим сечение этого тела 

плоскостями .constx  В сечениях получаются пря-

моугольные треугольники с площадями  


2222

3
2

1
)()(

2

1
)( xaxaxzxyxS

).(
2

3 22
xa    




a

a

adxxaV .
3

32
)(

2

3 322
 

 2-й способ. Рассекая это же тело плоскостями 

y 

x 

z 

Рис. 9 

x 

y 

 

3 6 О 

Рис. 8 
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const,y  в сечениях получим прямоугольники с площадями: 

.32)()(2)( 22 yyayzyxyS   

3

0

22

3

32
32 adyyayV

a

  . ▲ 

Пример 9. Найти объем тела, полученного вращением области, заклю-

ченной между линиями 
2xy   и xy   вокруг оси абсцисс (рис. 10). 

 ∆ Линии 
2xy   и xy   пересекаются в точках с абсциссами 0 и 1. Объем 

данного тела вращения равен разности объемов двух 

тел, полученных вращением вокруг оси Ox  двух 

криволинейных трапеций, соответствующих функ-

циям xy   и 
2xy  .  

Следовательно,  

 
0

1
51

0
0

1
3

22
1

0

2

53
)(

xx
dxxdxxV  








15

2

53
. ▲ 

 Пример 10. Найти площадь поверхности, полученной вращением вокруг 

оси Ox  фигуры, образованной линиями xy   и xy   (рис. 11). 

 ∆  Площадь  









  dxxdx

x
xdxxxS

1

0

21

0

2
1

0

1 41
2

1
12))((12

).155(
6

1
)41(

6

1

0

12

3

 x  

 Площадь 2S  поверхности, образованной вра-

щением отрезка прямой xy  , равна  

 .222)(12
1

0

2
1

0

2   dxxdxxxS  

 Таким образом, 

 









6

1
2

6

55
21 SSS . ▲ 

 Пример 11. Кривая линия задана уравнением xy sinln . Найти длину 

дуги AB  этой кривой от 
3


x  до .

2


x  

x 

y 

1 O 

Рис. 10 

Рис. 11 

x 

y 
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∆   



 









2

3 3

22

3

2

22

3

2

2
lntg

sinsin

cos
1)sin(ln1

x

x

dx
dx

x

x
dxxL  

3ln
2

1

6
lntg 


 .  ▲ 

 Пример 12. Вычислить длину астроиды )0(3

2

3

2

3

2

 aayx  (рис. 12). 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    

    

 

 

∆  Очевидно, что функции )20(
,sin

,cos

3

3









t

tay

tax
 задают астроиду 

параметрически. Ввиду симметрии,   

 



dttytxL
2

0

22
)()(4

 



dtttatta
2

0

2222
)cossin3()sincos3(4  

 



dttttta
2

0

22222
)cos(sincossin94

.62cos32sin6
2

0 0

2 atatdta 




  ▲ 

Пример 13. Найти длину кардиоиды 

)20()cos1(  ar  (рис. 13). 

y 

a 

x a a 

a 

Рис. 12 

О 

y 

x 

Рис. 13 

О 
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 ∆  Ввиду симметрии,  

 


daadrrL
0

2222

0

22
sin)coscos21(2))(()(2  

 


da
0

2 )cos1(22  
  










0 0 0

22
.8

2
sin8

2
cos4

2
cos42 aadada  ▲ 

 Пример 14. Тело движется прямолинейно со скоростью 
2

12 ttv  (м/с). 

Найти длину пути, пройденного телом от начала движения до его остановки. 

 ∆  Найдем промежуток времени движения тела: ].12;0[,012 2  ttt  

288)46(144
3

6)12()(
0

12
12

0

3
22









 

t
tdttttS  м. ▲ 

 Пример 15. Найти величину давления во-

ды на вертикальную стенку в форме полукруга 

диаметром R2 , который находится на поверхно-

сти воды (рис. 14). 

 ∆ Согласно закону Паскаля, давление Ρ  

жидкости на площадку ,S  погруженную на 

глубину h  равно .SghΡ   

 Дифференциал давления на выделенную 

элементарную площадку выразится так:  .2
22
dxxRgxdΡ    Отсюда 

  dxxRgxΡ
R

0

22
2 .

3

2
)(

3

2
)()( 32

3
2222

0

2

1
22

0

gRxRgxRdxRg
RR

  ▲ 

 Пример 16. Вычислить работу, которую нужно затратить, чтобы растя-

нуть пружину на 10 см, если для удлинения ее на 1 см, необходимо приложить 

силу 100 Н. 

∆ Согласно закону Гука, сила ,F  растягивающая пружину, равна .kxF   

Так как ,01,0100  k  получаем .104k  Следовательно, искомая работа равна 

.Дж50
2

1010)(
0

1,01,0

0

2
44  

x
xdxdxxFA

b

a

   ▲ 

Пример 17. Определить массу шара радиусом R , если плотность в каж-

дой точке его пропорциональна расстоянию точки от центра шара. 

∆ При увеличении радиуса шара x  на величину dx , объем v  этого шара 

увеличивается на величину v , равную разности объемов шаров радиусами x  и 

dxx  : 

).33(
3

4
))((

3

4 32233 dxdxxxdxxxdxv   

Тогда дифференциал объема шара равен  ,4 2 dxxdv   а дифференциал 

массы  dxxkdvkxdM 34  . 

Рис. 14 

x 

dx 

R x 

x 
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Искомую массу M  шара радиусом R  получим, интегрируя dM в преде-

лах от 0x  до Rx  :   .4
44

0

3

0

RkxkdxxkM
R

R

   ▲ 

Пример 18. Вычислите работу, которую необходимо затратить, чтобы 

выкачать жидкость из конического сосуда, обращенного 

вершиной вниз и имеющего радиус основания R  и высо-

ту .H  

∆ Найдем объем элементарного слоя жидкости, 

находящегося на глубине x  (рис. 15): 

.)(;
)(

; 2

2

2

dxxH
H

R
dV

H

xHR
BC

xH

BC

H

R









  

Элементарная работа, совершаемая для поднятия 

этого слоя на высоту ,x  равна  dxxxH
H

Rg
dA 2

2

2

)( 


 . 

 Следовательно,   




 
H

O

dxxHxxH
H

Rg
A )2( 322

2

2

 

124

1

3

2

2

1
22

0

4322

2

2 HRg
xHxxH

H

Rg
H








 


 .  ▲ 

Пример 19. Определить работу ,A  необходимую для запуска тела массой 

m  с поверхности Земли вертикально вверх на высоту .h  

 ∆ Обозначим через F  силу притяжения тела Землей. Согласно закону 

Ньютона ,
2

3

x

mm
GF


  где x расстояние от центра Земли. Полагая 

,3 kmGm   получаем ,,)(
2

RhxR
x

k
xF   где R   радиус Земли. 

 При ,)( ΡmgxFRx   т. е. ,
2

Ρ
R

k
  откуда 

2
ΡRk   и .)(

2

2

x

ΡR
xF   

 Таким образом, .
1

)(
2

2

2

hR

ΡRh
R

hR

x
ΡR

x

dx
ΡRdxxFA

hR

R

hR

R





 


 ▲ 

 

 

Дополнительные задачи 

 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной параболами ,2 2yx   

.31 2yx   

Ответ: 
3

4
. 

Рис. 15 
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2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной лемнискатой Бернулли 

.2cos22  ar  

Ответ: 
2a . 

3. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностью, полученной вра-

щением вокруг оси абсцисс дуги кривой линии  









.21,2

,10,
2

xx

xx
y  

Ответ:  .
15

8
  

4. Найти объем тела, ограниченного параболоидом  
22 92 yxz   и плос-

костью 2z . 

Ответ:  
3

2
. 

5. Вычислить длину полукубической параболы 
32 xy  , заключенной 

между точками )0;0(  и )8;4( . 

Ответ:  )11010(
27

8
 . 

6. Вычислить длину первого витка винтовой линии ,sin,cos taytax   

).20(  thtz  

Ответ:  
222 ha  . 

7. Скорость прямолинейного движения материальной точки 
ttev 01,0 м/с. 

Найти путь, пройденный точкой от начала движения до полной остановки. 

Ответ:  10
4 
м. 

8. Найти силу давления жидкости, заполняющей круговой цилиндр, на 

боковые стенки цилиндра, если радиус основания R , высота .H  

Ответ: .2RHg  

9. Вычислить работу, которую нужно затратить на выкачивание жидкости 

из котла, имеющего форму полушара радиусом R . 

Ответ: 
4

4
R

g
.  

 

Занятия 9–10 
 

Несобственные интегралы. Самостоятельная работа 
 

 Пример 1. Вычислить следующие несобственные интегралы первого рода 

или установить их расходимость, основываясь на определении этих интегралов: 

 а) ;
1

3


x

dx
   б) ;

1

2

0
2



 x

xdx
  в) ;





dxex
    г) 



0

sin xdxx . 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 49 

 ∆  а) 
2

1

2

1

2

1
lim

2

1
limlim

1
212

3

1
3









 







 A

A

A

AA Ax
dxx

x

dx
. 

 б)  









 





0

2

0 0
2

2

2
0

2
)1(lnlim

1

)1(
lim

1

2
lim

1

2 AA

A

A

AA
x

x

xd

x

xdx

x

xdx
 

.)0)1(ln(lim
2




A
A

 

 Интеграл расходится. 

 в)  







0

0

.dxedxedxe
xxx

 

 Для того чтобы 




dxex
 сходился, необходимо и достаточно, чтобы сходи-

лись независимо один от другого оба несобственных интеграла 


0

dxe
x

 и .
0




dxe
x

 

 




0 00

.1)1(limlimlim
A

A

AA

x

A

x

A

x
eedxedxe  

 


 A
A

A

Ax

A

x

A

x
eedxedxe

0 00

.)1(limlimlim  

 Интеграл расходится. 

 г)   


 A A

AA
xxdxdxxxdxx

0 00

)cos(limsinlimsin  

).sincos(limcos)cos(lim
0

0
AAAxdxxx

A

A

A

A
 


 

 Поскольку предел полученного выражения при A  не существует, 

то рассматриваемый несобственный интеграл расходится.  ▲ 

Пример 2. Вычислить следующие несобственные интегралы с помощью 

обобщенных формул Ньютона – Лейбница: 

 а) ;

)3(2
32




x

xdx
 б) ;

52
2



  xx

dx
  в) 



 

2

2
)1( xx

dx
. 

 ∆  а) Функция 
32

)3(
)(




x

x
xf  имеет первообразную на ];2[   и ин-

тегрируема на любом конечном отрезке ].;2[ b  Тогда 

,)()2()()(
2 2

 

 xFFFdxxf   

где )(xF   любая первообразная. 
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;
3

1
)3()3(

2

1

)3(
2

22

3
2

32 







x
xdx

x

xdx
 

.1)10(3

1

22 




x
 

б) .
2222

1

2

1
arctg

2

1

4)1(

)1(

52
22








 













 










x

x

xd

xx

dx
 

 в) .
)1(

2

2


  xx

dx
 

 Разложим дробь 
)1(

1
2 xx 

 на простейшие дроби:  

.
1)1(

1
22 x

D

x

B

x

A

xx 



 .1)1()1( 2  DxxBxAx  

 Отсюда находим 1,1,1  DBA . 

 Таким образом, 






 












 










22

2

2

2
1ln

1
ln

1

111

)1(
x

x
xdx

xxxxx

dx
 

.2ln
2

111
ln

2








 







xx

x
 ▲ 

 Пример 3. Исследуйте на сходимость несобственные интегралы: 

 а) 


1
2

2

;
32

sin
dx

xx

x
 б) .

cos1
2



 xx

dx
 

 ∆  а) Функция 
32

sin
)(

2

2




xx

x
xf  интегрируема на любом конечном про-

межутке ];1[];1[ b . Так как ),2(
1

)(0
2

 S
x

xf   то dx
xx

x



1
2

2

32

sin
  

является сходящимся.  

 б) )(xf  непрерывна и ],;1[
2

1

2

1

1

1

cos

1
2






 





xS

xxxx
  

то 


1
2

cos xx

dx
 является расходящимся.  ▲ 

 Пример 4. Исследовать на сходимость интегралы: 
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 а) 






1
52

3 4

;
23

12
dx

xx

xx
   б) 















2
3 9

2

4

;
23

1
sin)72(

dx
xx

x
x

   в) 






1
3 4

4

.
2

arctg1
dx

x

xx
 

 ∆  а) 











































5

2

1

2

5

3
4

3

1

3

4

52

3 4

2
1

3
3

1
12

23

12

x

x
x

x
xx

xx

xx
 .,

3

1

6

7
x

x

 








1
52

3 4

23

12
dx

xx

xx
  сходится. 

 б) 
3 9

2

4

23

1
sin)72(












xx

x
x

 .,
2

x
x

 















2
3 9

2

4

23

1
sin)72(

dx
xx

x
x

  расходится. 

 в) 
3 4

4

2

arctg1





x

xx
 .,

1

2
2

2

13

3

4

4

1









x

xx

x
 








1
3 4

4

2

arctg1
dx

x

xx
  сходится.  ▲ 

Пример 5. Исследовать сходимость интеграла .
13sin5

1
2






dx

xx

x
 

 ∆  
xxxx

x







22

613sin5
 .,

6
2

x
x

 








1
2

13sin5
dx

xx

x
  сходится абсолютно.  ▲ 

 Пример 6. Доказать, что 




2

cos
dx

x

x
 сходится условно. 

 ∆  .
sin2sin

sin
1

sin
1cos

2

2

2

2

222

dx
x

x
dx

x

x
x

x
xd

x
dx

x

x
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Так как  ,
1sin
22

xx

x
   то 





2

2

sin
dx

x

x
  сходится абсолютно, а значит,






2

cos
dx

x

x
 является сходящимся. 

 Рассмотрим 




2

.
cos

dx
x

x
     .

2

2cos1coscos 2

x

x

x

x

x

x 
  

    






















2 2 2 2
2

)2(
2

2cos

2

1
ln

2

1

2

2cos

22

2cos1
xd

x

x
xdx

x

x

x

dx
dx

x

x
 

.
cos

2

1

2

ln

2









 dt
t

tx
 

 Так как 




dt
t

tcos
 сходится, а ,)(ln   то 





2

cos
dx

x

x
 является рас-

ходящимся. Таким образом, 




2

cos
dx

x

x
 сходится условно. ▲ 

 Пример 7. Найти .
52

..
2



  xx

dx
PV  

 ∆ Ранее было установлено, что .
252

2








 xx

dx
 Следовательно, 

.
25252

..
22 















 xx

dx

xx

dx
PV    ▲ 

 Пример 8. Найти .sh5..
2

xdxxPV 




  

 ∆ Функция xxxf sh5)(
2
  является нечетной и интегрируема на лю-

бом конечном отрезке. Поэтому .0sh5..
2






xdxxPV   ▲ 

 Пример 9. Исходя из определения, вычислить несобственные интегралы 

второго рода или доказать их расходимость: 
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 а) .
cos

 б);
ln

2

01
3 



x

dx

xx

dx
e

 

 ∆  а) Подынтегральная функция 
3 ln

1
)(

xx
xf   неограничена в окрестно-

сти точки 1x . На любом отрезке ];1[ e  она интегрируема. Поэтому 

.
2

3
ln

2

3
lim

ln
lim

ln1 1

3 2

1
0303  













e ee

x
xx

dx

xx

dx
 

 б)  


















 


2

0 0

2
0

2

0
0 42

lntglim
cos

lim
cos

 
x

x

dx

x

dx
 

.
22

lntglim
0






 







 

 Следовательно, данный интеграл расходится. ▲ 

 Пример 10. Вычислить несобственный интеграл 


2

0
24 x

dx
 с помощью 

обобщенной формулы Ньютона – Лейбница. 

 ∆ Функция 
2

arcsin)(
x

xF   является обобщенной первообразной для

24

1
)(

x
xf


  на [0; 2]. Поэтому .

22
arcsin

4

2

0
2 0

2







x

x

dx
 ▲ 

 Пример 11. Исследовать на сходимость несобственные интегралы:  

 а)  






3

1

2

1
3 4

2

3 5

2

1
2

;
16

1
)в;

)2)(5(
)б;

56
dx

x

x

xx

dx

xx

dx
 

г) .
)1(ln

arcsin
1

0
3

3

dx
x

x



 

∆ а) Функция 
56

1
2  xx

 интегрируема на любом отрезке ].2;1(]2;[   

При всех .

)1(

1

3

1

)1)(5(

1

56

1
0]2;1(

2

12











x
xxxx

x  





2

1 2

1

)1(

1

3

1
dx

x

 сходится, так как .1
2

1
S  Тогда в силу теоремы сравнения 

рассматриваемый несобственный интеграл тоже сходится. 

 б) Особая точка .2x  
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3

1

2

1

3

2
3 53 53 5

.
)2)(5()2)(5()2)(5( xx

dx

xx

dx

xx

dx
 

 Для сходимости 


3

1
3 5)2)(5( xx

dx
 необходимо и достаточно, чтобы схо-

дились независимо один от другого оба несобственных интеграла 




2

1
3 5)2)(5( xx

dx
 и .

)2)(5(

3

2
3 5

 xx

dx
 

 Рассмотрим 


2

1
3 5)2)(5( xx

dx
.  

Функция  
3

533 5

)2(

1

4

1

)2)(5(

1
)(








xxx
xf  для ].2;1(x  Так 

как dx

x





2

1 3

53

)2(

1

4

1
 расходится ,1

3

5





 S  то и 



3

1
3 5)2)(5( xx

dx
 тоже рас-

ходится. 

 в) 
3

133 2

2

3 4

2

)2(

1

24

1

16

1

xxx

x

x

x












 .2,

)2(

1

32

5

3

13




 x

x

 

 На основании предельного признака сравнения 



2

1
4

2

16

1

x

x
 сходится. 

 г)  
)1(ln

arcsin
3

3

x

x


 .0,

1

6

7

2

3

3

1

 x

xx

x
 

 На основании предельного признака сходимости dx
x

x




1

0
3

3

)1(ln

arcsin
  

расходится. ▲ 

 Пример 12. Найти ...
4

2




x

dx
PV  

 ∆  Особая точка .0x  




























 




 
4

2

lnlnlimlim..
0

2

4

0

4

2

xx
x
dx

x
dx

x
dx

PV  

.2ln)ln4ln2ln(lnlim
0




 ▲ 

Пример 13. Исследовать на сходимость ).0(,
1

arctg

1







ndx
x

xx
n

m
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 ∆ Функция 
1

arctg
)(




n

m

x

xx
xf  интегрируема на любом отрезке ];1[ b . 

 При 
1

arctg
)(




n

m

x

xx
xfx  ~ 

mnx 


 1

2
. 




dx
x

xx
n

m

1

arctg
 является сходящимся при 1mn . ▲ 

 Пример 14. Исследовать на сходимость 





0
qp xx

dx
I . 

 ∆ Этот интеграл может быть несобственным интегралом смешанного ти-

па (от неограниченной функции и по бесконечному промежутку). Представим 

исследуемый интеграл I  в виде 

21

0

II
xx

dx

xx

dx
I

a
qp

a

qp






 



. 

 Если Sqp  , то 1
I  является сходящимся при 1S , а 2

I  является схо-

дящимся при 1S , т. е. I  расходится. 

 Пусть qp   (для определенности qp  ). 

 Тогда 
qp

xx
xf




1
)( ~ 0,

1
x

x
p

;  
qp

xx
xf




1
)( ~ q

x
q

,
1

. 

 1
I  является сходящимся при 1p , 2

I  является сходящимся при 1q . В 

итоге получаем, что интеграл I  является сходящимся, если одновременно 

  1,min qp  и   1,max qp , и расходится в остальных случаях. ▲ 

Пример 15. Доказать, что интегралы Френеля xdx )(sin
0

2




 и  

xdx )(cos
0

2




 являются сходящимися.  

∆ dt
t

t

dt
t

dx

tx

xdxI 








00

2 sin

2

1

2

1)(sin . 

21

2

2

00

sinsinsin
IIdt

t

t
dt

t

t
dt

t

t
 








. 

Интеграл dt
t

t
I 




2

0

1
sin

 является сходящимся, так как 0
sin

lim
0


 t

t

t
.  
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2

2/3

2

2

3

2

2
cos

2

1cos

cos,sin
2

1
,

1sin
dt

t

t

t

t

tvdvdtt

dttduu
tdt

t

t
I  

= 






2

2/3
.

cos

2

1
dt

t

t
 






2
2

3

cos
dt

t

t
 сходится абсолютно, так как ,

1cos

2

3

2

3

tt

t
  а 





2
2

3

cos

t

t
 сходится. 

Аналогично доказывается сходимость xdx )(cos
0

2




.  

Интегралы Френеля показывают, что несобственный интеграл первого 

рода может сходится и в том случае, когда подынтегральная функция не стре-

мится к нулю при x . ▲ 

 

Дополнительные задачи 

 

1. Вычислить следующие несобственные интегралы первого рода или 

установить их расходимость, основываясь на определении этих интегралов: 

а) 


2
32

;
)5(x

dxx
 б) 



e xx

dx
;

ln
 в) ;

0

2




 dxxe x
 г) 



0

cos dxxx . 

 Ответ:  а) 
3

1
;  б) расходится;  в) 

2

1
;  г) расходится. 

2. Исследовать на сходимость несобственные интегралы: 

а) 


0
3

;
)4)(3)(2)(1( xxxx

dx
 б) 







1
5 6

7 2

;
3

32
dx

x

x
   в)  dxx )(cos 2

. 

Ответ:  а) сходится;  б) расходится;  в) сходится. 

3. Вычислить следующие несобственные интегралы второго рода или 

установить их расходимость, основываясь на определении этих интегралов: 

а) 


2

1
2

;
34 xx

dx
 б) 



2

0
2

;
34xx

dx
 в) ;

ln

2

1


e

xx

dx
 г) 





2

0
32

1
cos

x

dx

x
. 

Ответ:  а) 
2


;  б) расходится;  в) 22 ;  г) расходится. 

4. Исследовать на сходимость несобственные интегралы: 

а) 


1

0
3

;
1 x

dxex

 б)  

1

0

;
sin xx

dx
    в) 



1

tg

5

1

)1(ln
dx

e

x
x

. 
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Ответ:  а) сходится;  б) расходится;  в) сходится. 

5. Найти главные значения несобственных интегралов: 

а) 


 


;

1

1
2

dx
x

x
 б) 

2

2

1 ln xx

dx
. 

Ответ:  а)  ;  б) 0 .   

6. Найти при каких значениях p    dx
x

x
p



0

arctg
  является сходящимся. 

 Ответ:  21  p . 

 

Самостоятельная работа  
 

Вариант 1 
 

 1. Вычислить 


4

0

.
121 x

dx
 

 Ответ:  .2ln2  

 2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 6xy  и 

.07  yx  

 Ответ: 6ln6
2

35
 . 

Найти объем тела, ограниченного поверхностями ,1
4

2
2

2
 z

y
x

.2,0  zz  

 Ответ: 
3

28
.  

 4. Пластина, имеющая форму равнобедренного треугольника с основани-

ем a  и высотой b , вертикально погружена в жидкость плотностью .  Вершина 

треугольника находится на поверхности жидкости, основание  параллельно 

этой поверхности. Найти силу давления жидкости на пластину. 

 Ответ:  .
3

1 2
gab  

 5. Найти работу, затрачиваемую на выкачивание жидкости из корыта, 

имеющего форму полуцилиндра, длина которого ,a  радиус .r  Плотность жид-

кости равна .  

 Ответ:  .
2

gar  

 6. Исследуйте сходимость интеграла 






0
5 3

4 3

.
43

21
dx

x

x
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 Ответ:  расходится. 

 7. Исследовать сходимость интеграла .
sin

2
1

0
3 4

2

dx
x

xx



 

 Ответ:  сходится. 

 

Вариант 2 

 1. Вычислить .1
9

1

3 dxxx   

 Ответ:  .
7

468
  

 2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 1xy  и 

.743  yx  

 Ответ: 
3

4
ln

24

7
 . 

3. Вычислить объем шарового слоя, вырезанного из шара 16222  zyx  

плоскостями 2x  и .3x  

 Ответ:  .
3

29
  

 4. Пластинка в форме прямоугольника с катетами a  и b  опущена верти-

кально в жидкость плотностью   так, что катет a  находится на поверхности 

жидкости. Найти силу давления жидкости на пластину. 

 Ответ:  .
6

2gab
 

 5. Вычислить работу, которую надо затратить при постройке пирамиды с 

квадратным основанием, если высота пирамиды H , сторона основания ,a  

плотность материала  . 

 Ответ:  .
12

1 2Hga  

 6. Исследовать сходимость интеграла 






0
5 9

3 2

.
43

51
dx

x

x
 

 Ответ:  сходится. 

 7. Исследовать сходимость интеграла .
)1ln(1

0
3 75

5 3

dx
xx

x





 

 Ответ:  расходится. 
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Занятие 11 
 

Основные понятия функции нескольких переменных. 

Частные производные, дифференциал 

 

 Пример 1. Найти и изобразить область определения функции: 

 а) );2(ln yxz      б) ;sin xyz      в) ;11 22  yxz  

г) ;
1

arccos
yx

z


     д) ).1(arccosarcsin
2

y
y

x
z   

 ∆  а) Область определения функции описывается неравенством xy 2   

(рис. 16). 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

б) Областью определения  функции является множество точек, координа-

ты которых удовлетворяют неравенству .0sin x  Это неравенство эквивалент-

но совокупности неравенств  ,2,1,0,22  kkxk  (рис. 17). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                    

 

  

 

y 

x 

 

2 

1 О 

Рис. 16 

y 

  О 

Рис. 17 
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 в) 








1

,1

y

x
  (рис. 18). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

       

 

  

 

г) 







1

,1

xy

xy
 







xy

xy

1

,1
 (рис. 19). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 19 

y 

–1 

1 

–1 

O 1 x 

y 

x 

1 

–1 O 1 

–1 

Рис. 18 
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 д) 








.

,20
22

yxy

y
  

 Это криволинейный треугольник, ограниченный параболами ,2yx   
2yx   и прямой ,2y  исключая вершину )0;0(O  (рис. 20). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                

           ▲ 

 

 Пример 2. Найти линии уровня функции:  

 а) ;22 yxz      б) ;22 yxz      в) );(ln 2 yxz      г) ;xyz    

д) .)( 2yxz   

 Ответ:  а) концентрические окружности ;0,22  ccyx   б) семейство 

равносторонних гипербол ;0,22  ccyx  при 0c  – пара прямых ;xy    

в) параболы ;0,2  cxcy   г) семейство равносторонних гипербол 

;0,  ccxy  при 0c  – оси координат;  д) параллельные прямые 

.0,  cxcy  

 Пример 3. Найти поверхности уровня следующих функций: 

 а) ;zyxu     б) .
222

zyxu   

 Ответ: а) плоскости ,czyx   параллельные плоскости 

;0 zyx   б) однополостные гиперболоиды  ;0,222  cczyx  двупо-

лостные гиперболоиды  при 0c , конус при .0c  

 Пример 4. Показать, что следующие пределы а) 
22

0
0

2
lim

yx

xy

y
x 



 и 

б) 
24

2

0
0

lim
yx

yx

y
x 



 не существуют. 

 ∆  а) Исследуем предел этой функции по различным направлениям в точ-

ке (0; 0): 

x – 4 

y 

2 

4 О 

Рис. 20   
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.
1

22
lim

2
lim

2222

2

0
22

0 k

k

xkx

kx

yx

xy

x
kxy

x 





 



 

 Полученное значение зависит от k . Следовательно, указанный предел не 

существует. 

 б) Поступим аналогичным способом: 

.0limlim
224

3

0
24

2

0





 

 xkx

kx

yx

yx

x
kxy

x
 

 В то же время  .
2

1
limlim

44

4

0
24

2

0
2





 



 xx

x

yx

yx

x

xy

x
 

 Таким образом, для рассмотренной функции существует один и тот же 

предел по любому направлению, а предел по указанной параболе хотя и суще-

ствует, но отличен от общего значения пределов по направлениям. Тем самым 

мы показали, что предел в точке (0; 0) не существует. ▲ 

 Пример 5. Вычислить следующие пределы:    

а) ;
sinsin

lim
yx

yx

y
x 






   б) ;lim
44

22

yx

yx

y
x 






   в) .
1

1lim

2

yx

x

ay
x x











   

 ∆  а) .1
2

coslim

2
2

2
cos

2
sin2

lim
sinsin

lim 


























yx

yx

yxyx

yx

yx

y
x

y
x

y
x

 

 б) Пусть ,0,0  yx  тогда 

.
11

0
224

2

4

2

44

2

44

2

44

22

yxy

y

x

x

yx

y

yx

x

yx

yx











  

 Поскольку ,0
11

lim
22












 yx

y
x

 то и .0lim
44

22







 yx

yx

y
x

 

 в) Имеем .
1

1lim
1

1lim

lim
2

e
xx

yx

x
x

ay
x

yx

x

ay
x

ay
x






 





 














 ▲ 

 Пример 6. Исследовать функцию 
x

yyxy
z

2)(ln 
  на непрерывность. 

 ∆ Область определения частного двух функций есть пересечение обла-

стей определения делимого и делителя, из которого удалены точки, в которых 

делитель обращается в нуль. В данном случае область определения описывает-

ся системой неравенств:  








0

,0

x

yxy
  








.0

,0

y

x
  ▲ 
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 Пример 7. Исследовать функцию 
33 yx

yx
z




  на непрерывность. Найти 

предел функции в точках разрыва. 

 ∆ Поскольку числитель и знаменатель – непрерывные функции, то функ-

ция имеет разрыв лишь в точках, где знаменатель  
33 yx    обращается в нуль, 

т. е. на прямой .xy   

 Пусть ,0,0,0 0000  yxyx   тогда 

 .
1

))((
limlim

2

000

2

0

2233

0

0

0

0 yyxxyxyxyx

yx

yx

yx

yy
xx

yy
xx 

















 

 Значит, точки прямой )0(,  xxy  – точки устранимого разрыва 

функции .z  Из соотношения 













2

000

2

0

33

1
limlim

0

0

0

0 yyxxyx

yx

yy
xx

yy
xx

 следует, 

что точка О (0; 0) – точка бесконечного разрыва.  ▲ 

 Пример 8. Пользуясь определением частных производных, найти 
x

z




 и  

y

z




, если .2xyz   

 ∆  













 x

xyyxx

x

yxzyxxz

x

z
xx

22

00

)(
lim

);();(
lim  

;
)(

lim 2
2

0
y

x

xxxy

x








 















 y

xyyyx

y

yxzyyxz

y

z
yy

22

00

)(
lim

);();(
lim  

.2
)2(

lim
422

0
xy

y

yyyyyx

y








 ▲ 

 Пример 9. Найти частные производные следующих функций:   

а) ;3 3232 yxyxz      б) ;
1

arctg
2x

y
z


     в) ;z

y
y

x

eeu


  

г) ;)2(tg y

x

eyxz      д) 

z

x

y
u 








 . 

 ∆  а) ;93,62 2223 yxy
y

z
xyx

x

z










 

б) ,
12

2
2)1)(1(

)1(
1

1
224

22

22

2 yxx

xy
xxy

x

yx

z
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;
12

1

1

1

)1(
1

1
224

2

2

22

2 yxx

x

x

x

yy

z
















 

 в) ;,
1

,
1

22 z

y
e

z

u

z
e

y

x
e

y

u

y
e

x

u z

y

z

y
y

x

y

x



















 

 

 г) ,
1

)2tg(
)2(cos

1
2 y

eyxe
yxx

z y

x

y

x








 

  ;2tg2
)2(cos

1
22 
















y

x
eyxe

yxy
z y

x

y

x

 

 д) .ln,
1

,

1

2

1





























































x

y

x

y

z

u

xx

y
z

y

u

x

y

x

y
z

x

u
zzz

   ▲ 

 Пример 10. Найти полные дифференциалы следующих функций: 

 а) ).sin(cosб);tgln yxyez
x

y
z

x
  

 ∆  а) Найдем частные производные:  

 ,
2

sin

2

cos

1

tg

1

2
2

2

x

y
x

y

x

y

x

y

x

yx

z














.

2
sin

21

cos

1

tg

1

2

x

y
x

x

x

y

x

yy

z





 

Следовательно,  .
2

sin

2


















 dx

x

y
dy

x

y
x

dy
y

z
dx

x

z
dz  

б) ),cossin(,sin)sin(cos yxye
y

z
yeyxye

x

z xxx 








 

.)sincos(sin)sincos( dxyxyydyyyxedz x    ▲ 

 

Дополнительные задачи 

 

1. Определить область определения функций: 

а) .)sin(б); 22 yxzyxyxz   

Ответ: а) замкнутый угол, ограниченный лучами 0,  xxy  и 

;0,  xxy   б) семейство концентрических колец )12(2 22  kyxk  

...).,2,1,0( k  

 2. Найти множество значений функции .3222 22  yxyxyxz  

 Ответ:  ).;4[   

 3. Вычислить пределы: 
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 а) 
y

xy

ay
x

sin
lim

0



; б) 
)( 22

)(lim
yx

eyx

y
x






 ; в) 
22

1

22

0
0

)(coslim
yx

yx

y
x







 . 

 Ответ: а) a ;  б) 0 ;  в) е . 

 4. Доказать, что 
22

22

0
lim

yxyx

yxyx

x 




 не существует. 

 5. Доказать, что функция  













0,1

,0,
2

)(cos)(cos

xy

xy
xy

yxyx

   является 

непрерывной в точке )0;0(O . 

 6. Найти точки разрыва функции 
yx

z
sinsin

1


 . 

 Ответ:  .,,, zmkmykx   

 7. Найти частные производные следующих функций: 

а) ;
y

x
xyz   б) );(sin yxxz   в) ;z

y

xu   г) .arctg
x

y
u   

Ответ: а) ,
1

y
y

x

z





 ;

2y

x
x

y

z





   

б) )(cos)(sin yxxyx
x

z





, );(cos yxx

y

z





   

в) z
z

yu

z

u

z

xu

y

u

xz

yu

x

u
ln,

ln
,

2















; 

г) 
2222

,
yx

x

y

z

yx

y

x

z














. 

8. Найти дифференциалы функций: 

а) ;tgln
x

y
z   б) 

2
arctg

z

xy
z   в точке )1;2;3(M .   

Ответ: а) 







 dx

x

y
dy

x

y
x

2
sin

2
;   б) 

37

1232 dzdydx 
.   

  

Занятие 12 
 

Применение дифференциала. Производная сложной функции.  

Производная по направлению 
 

 Пример 1. Предполагая, что x  и y  малы по абсолютной величине, вывести 
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формулу .1)1()1( nymxyx nm   

 ∆ Рассмотрим функцию .)1()1( nm yxz   При 000  yx  имеем 

.10 z  Находим полный дифференциал функции 
nm yxz )1()1(   в любой 

точке: 

 .)1()1()1()1(
11

yxynxyxmdz
mnnm



 

 Так как ,,,1 000 yyyyxxxxz   окончательно получаем 

.1)1()1(

0

00 nymxdzzyx

y

x
nm 



  ▲ 

 Пример 2. Заменив приращение функции дифференциалом, приближен-

но вычислить .97,102,1 33    

∆ При 0,0 00  yx  имеем .30 z  Находим полный дифференциал функции:  














dxxyxdy
y

z
dx

x

z
dz 22

1
33 )1(3))2()1((

2

1
 

.)2(3))2()1((
2

1 22

1
33 dyyyx 



 

 В нашем случае .03,0,02,0,3,0,0 000  dyydxxzyx  

 Таким образом, .95,206,001,032
2

97,102,1 0

33 


 y
x

z  ▲ 

 Пример 3. Закрытый ящик, имеющий наружные размеры 10x см,  

8y см, z 6 см, сделан из фанеры толщиной 0,2 см. Определить приближен-

но объем затраченного на ящик материала. 

 ∆ Найдем объем ящика .xyzV   Объем, затраченного на ящик материала, 

приближенно равен .dV  

.xydzxzdyyzdxdz
z

V
dy

y

V
dx

x

V
dV 














  

 Так как ,4,0 dzdydx  окончательно получим 

 .754,08104,06104,068 dV  

 Таким образом, внутренний объем ящика меньше внешнего объема на 

75 см
3
, т. е. объем затраченного на ящик материала приближенно равен 75 см

3
. ▲ 

 Пример 4. Найти ,
dt

dz
 если ,

y

x
z   где .ln, tyex t   

 ∆  .
ln

)1ln(1

lnln

111
222 tt

tte

tt

e
e

tty

x
e

ydt

dy

y

z

dt

dx

x

z

dt

dz
tt

tt 










  ▲ 

 Пример 5. Найти ,
dt

du
 если ,xyzu   где .tg,ln,12 tztytx   
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 ∆  















t
xy

t
xztyz

dt

dz

z

u

dt

dy

y

u

dt

dx

x

u

dt

du
2cos

11
2  

.
cos

ln)1(tg)1(
tgln2

2

22

t

tt

t

tt
ttt





  ▲ 

 Пример 6. Найти 
x

z




 и 

dx

dz
, если .,arctg 2xy

x

y
z   

 ∆  ;

1

1
222

2

2 yx

y

x

y

x

yx

z



















 

















x

x

x

yyx

y

dx

dy

y

z

x

z

dx

dz 2

1

1

2

222
 

.
1

12
242

2

42

2

xxx

x

xx

x








  ▲ 

 Пример 7. Найти 
x

z




 и 

y

z




, если vuz ln2 , где yxv

y

x
u 23,  . 

 ∆  
























y
yx

y

x

v

u

y
vu

x

v

v

z

x

u

u

z

x

z 1
)23(ln23

1
ln2

2

 

;
)23(

3)23(ln2

)23(

3
2

2

22

2

yxy

x

y

yxx

yxy

x










  


































)2(ln2

2

2 v

u

y

x
vu

y

v

v

z

y

u

u

z

y

z
 

.
)23(

2)23(ln2
)2(

)23(
)23(ln2

2

2

3

2

2

2

2 yxy

x

y

yxx

yxy

x

y

x
yx

y

x
















   ▲ 

Пример 8. Найти 


u
 и 



u
, если ),(ln 22 yxu   где .,




 yx  

 ∆  










































2

2
22

2

2222

2122

yx

y

yx

xy

y

ux

x

uu
 

;
2221

2

242

4

2

2
22 



















  






















































2

2
22

2

22222

222

yx

y

yx

xy

y

ux

x

uu
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.
)1(

)1(2
2

4

4

2

2
22

2

2















  ▲ 

 Пример 9. Показать, что функция )( 22 yxyz   удовлетворяет урав-

нению .
11

2y

z

y

z

yx

z

x










  

 ∆  Пусть tyx  22
 является промежуточным аргументом. Тогда 

).2)(()(,2)( ytyt
y

z
xty

x

z










 

 Подставляя частные производные в левую часть уравнения будем иметь 










 )(

1
)(2))(2)((

1
2)(

111 2
t

y
tytyt

y
xty

xy

z

yx

z

x
 

.
)(

)(2
22

y

z

y

ty
ty 


  ▲ 

 Пример 10. Найти производную функции yzxu 2  в точке )1;3;2(0 M  

по направлению .1234 kjil   

 ∆ Находим частные производные функции u  в точке 0M : 

.12;4;122
000000

22 














MMMMMM

yx
z

u
zx

y

u
xyz

x

u
 

Определим направляющие косинусы вектора  :e  

.
13

12
cos;

13

3
cos;

13

4

1234

4
cos

222



  

.
13

9
15

13

12
)12(

13

3
4

13

4
12

0












Ml

u
 ▲ 

Пример 11. Найти производную функции )(ln xzyzxyu   в точке 

)1;1;0(
0

M  по направлению окружности 














.1

,sin

,cos

z

ty

tx

 

∆  Запишем векторное уравнение окружности  .sincos)( kjtittr   

Найдем вектор  , касательный к ней в любой точке М. 

.0cossin kjtit
dt

rd
  

Точке )1;1;0(0M  соответствует значение параметра .
2


t  Тогда 
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.
2

cos
2

sin
0

iji
M







  Отсюда следует, что направляющие косинусы ка-

сательной к окружности в точке 0M    равны .0cos,0cos,1cos   

Найдем значения частных производных в точке 0M : 

,2
00











MM xzyzxy

zy

x

u
    ,1

00











MM xzyzxy

zx

y

u
  

,1
00











MM xzyzxy

xy

z

u
    .20101)1(2

0






Me

u
 ▲ 

 Пример 12. Определить угол между градиентами функции 
222 zyxu   в точках )0;0;(aA  и ).0(),0;;0( abbB  

 ∆ Имеем: 

);0;0;2(
)(

;
)(

;
)(

)(grad a
z

Au

y

Au

x

Au
Au 




















  

).0;2;0(
)(

;
)(

;
)(

)(grad b
z

Bu

y

Bu

x

Bu
Bu 




















  

 Так как скалярное произведение этих ненулевых векторов равно нулю, 

получаем, что 0cos   т. е.  .
2


  ▲ 

 Пример 13. Найти в точке )1;2(0M  наибольшую скорость роста функции 

.2 32 yyxz   

 ∆ Поскольку функция дифференцируема в точке 0M , то наибольшая ско-

рость ее роста в этой точке равна модулю ее градиента в этой точке. Находим 

градиент данной функции в произвольной точке: ).6;2(grad 22 yxxyz   

Выпишем значение градиента в заданной точке )1;2(0M :  

).2;4()1;2(grad z  

 Находим искомую скорость:  .52)2(4)1;2(grad 22 z  ▲ 

 

Дополнительные задачи 

 

 1. Заменяя приращение функции дифференциалом, приближенно вычис-

лить 
33 )97,0()02,1(  . 

 Ответ: 97,0 . 

 2. Заменяя приращение функции дифференциалом, приближенно вычислить, 

на сколько изменится диагональ прямоугольника со сторонами м6  и м8 , если его 

первая сторона увеличится на мм2 , а вторая сторона уменьшится на мм5 . 
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 Ответ: уменьшится на мм3 . 

 3. Найти 
dt

dz
, если 

y

x
z  , где tyex t ln,  . 

 Ответ: 
tt

tte

dt

dz
t

2ln

)1ln( 
 . 

 4. Найти 
dt

dz
, если 

22 yxz  , где tytx cos,sin  . 

 Ответ: t
dt

dz
2cos2 . 

 5. Найти 
dx

dz
 и  

dy

dz
, если 

22 vuvuz  , где yxvyxu 2,2  . 

 Ответ: )12(4;8 22 yx
dy

dz
xy

dx

dz
 . 

 6. Найти полный дифференциал функции 
22 yxz  , где ,cosvux   

vuy sin . 

 Ответ: )2sin2(cos2 vdvuvduudz  . 

 7. Показать, что функция )( 22 yxz   удовлетворяет уравнению 

0
dy

dz
x

dx

dz
y . 

 8. Найти производную функции zxyzxyu   в точке )3;1;2(M  в 

направлении к точке )15;5;5(N . 

 Ответ: 
13

68
. 

 9. Найти производную от функции 
232 2 yxz   в точке )1;1(P  в 

направлении градиента. 

 Ответ: 132 . 

 

Занятие 13 
 

Касательная плоскость и нормаль. 

Производные и дифференциалы высших порядков 
 

 Пример 1. Найти уравнение касательной плоскости и нормали к поверх-

ности 
2

22 yx
z


  в точке ).4;1;3(0M  

 ∆ Поверхность S  запишем в виде .0
2

);;(
22




 z
yx

zyxF  Построим 
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плоскость, проходящую через точку )4;1;3(0M  и имеющую нормальный  

вектор )4;1;3(grad F :  

.31)4;1;3(grad
00000

kjikjyixk
z

F
j

y

F
i

x

F
F

MMMMM















  

Запишем уравнение касательной плоскости: 
.043,0)4()1()3(3  zyxzyx  

 Запишем уравнение нормали:  .
1

4

1

1

3

3











 zyx
  ▲ 

 Пример 2. Найти уравнение касательной плоскости и нормали к поверх-

ности 0)(ln  zexy
 в точке ).0;4;0(0M  

 ∆  Найдем нормальный вектор плоскости в точке )0;4;0(0M : 















 k

z

F
j

y

F
i

x

F
F

MMM
000

)0;4;0(grad  

.04
111

000

kjik
ze

jxe
ze

iye
ze MMM

xy

xy

xy

xy

xy














 


  

 Уравнение касательной плоскости: .04,0)0(1)4(0)0(4  zxzyx  

 Уравнение нормали:  

.
10

4

4

zyx



   ▲ 

 Пример 3. Найти точку на поверхности  ,
42

22 yx
z   нормаль к которой 

параллельна прямой 
1

1

11

2 





 zyx
, и записать уравнение касательной 

плоскости к поверхности в этой точке. 

 ∆ Направляющий вектор нормали к поверхности в произвольной точке 

);;( zyx  имеет вид  .1;
2

;1;
42

;
42

'' 2222


























































y
x

yxyx

yx

 

 По условию  нормаль в искомой точке параллельна заданной прямой. За-

писывая критерий коллинеарности двух векторов, получаем соотношения: 

.
1

1

1

2/

1







yx
 Из этих соотношений находим координаты точки 0M , в кото-

рой нормаль параллельна заданной прямой:  .
2

3

42
,2,1

22


yx

zyx  

 Запишем уравнение касательной плоскости: 

,0
2

3
)2()1( 





  zyx   или  .03222  zyx   ▲ 
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Пример 4. Найти частные производные второго порядка функции .
2yxz   

 ∆  Сначала находим частные производные первого порядка: 

.2ln;
22 12 yxx

y

z
xy

x

z yy









 
 

 Вычисляя частные производные от частных производных первого порядка, 

получаем частные производные второго порядка данной функции: 

;)1(
222

2

2 2




 y
xyy

x

z
 

);ln1(22ln2 21121
2 222

xyyxyxxyyx
yx

z yyy




 
 

);ln1(2
1

2ln2 211
2 2222

xyyx
x

yxxxy
xy

z yyyy




 
 

).ln21(ln2ln22ln2ln 2

2

2 222

xyxxxxyxyxx
y

z yyy





   ▲ 

Замечание. Так как 
yx

z



2

 и 
xy

z



2

 являются непрерывными функциями, то 

они равны.   

 Пример 5. Показать, что функция 
x

y
z arctg  удовлетворяет уравнению 

Лапласа .0
2

2

2

2











y

z

x

z
 

∆  ;

1

1
222

2

2 yx

y

x

y

x

yx

z





















     ;

)(

2
2222

2

yx

yx

x

z







 

;
1

1

1
22

2

2 yx

x

x

x

yy

z










 ;

)(

2
2)(

222

222

2

2

yx

xy
yyxx

y

z






 
 0

2

2

2

2











y

z

x

z
. ▲ 

 Пример 6. Показать, что функция  )()( txtxu   удовлетво-

ряет уравнению .
2

2
2

2

2

x

u

t

u









 

 ∆  Введем обозначения: .,  txtx  

 Тогда  ;11 


































x

u

x

u

x

u
    ;

2

2

2

2

2

2















x

u
 

;)( 


































t

u

t

u

t

u
  .

2

2

2
2

2

2

2

2
















t

u
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 Следовательно, .
2

2
2

2

2

xt 







 ▲ 

 Пример 7. Найти ,
82

10

yx

u




  если  .

xy
eu   

 ∆  Указанная частная производная не зависит от порядка дифференциро-

вания. Очевидно, .
8

8

8
xy

ex
y

u





 Вычисляя теперь по формуле Лейбница вторую 

производную по x  от 
8

8

y

u




, получаем 



























22 )()()(2)(

888

82

10

8

8

2

2

x

xy
x

xy
x

xy

x
exexex

yx

u

yx
 

.1656
2876 xyxyxy
eyxyexex   ▲ 

 Пример 8. Найти дифференциал второго порядка функции .cos
2

xez
yx



 

 ∆  Воспользуемся формулой  .2 222 dyzdxdyzdxzzd yyxyxx
  

 Находим частные производные:  

;cos;2;sin
222

2

2

xe
x

z
ye

y

z
xe

x

z yxyxyx














 
 

).21(2;2
2

2

22 22

ye
y

z
ye

yx

z yxyx









 
 

 В результате получаем 

.)12(24)cos(
2222

222

dyyedxdyyedxxezd
yxyxyx




 ▲ 

 Пример 9. Найти zd 3
 функции yxz 3  в точке )1;1(0M . 

∆ Найдем zd 3
 с помощью оператора: 

.33 3

3

3
2

2

3
2

2

3
3

3

33

3 dy
y

z
dxdy

yx

z
dydx

yx

z
dx

x

z
zdy

y
dx

x
zd





































  

 Найдем частные производные третьего порядка в точке 0
M : 

 ;6;0;3;6;;3
3

3

2

2
2

2

2

2
32 y

x

z

y

z
x

yx

z
xy

x

z
x

y

z
yx

x

z






























 

.6;6;0;0;6
00

2

3

3

3

3

3

2

3

2

3


























MM yx

z

x

z

y

z

yx

z
x

yx

z
 

В результате получаем   .186 233

0

dydxdxzd
M

   ▲ 
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Пример 10. Найти второй дифференциал сложной функции ,uez
u
  

22
yxu   в точке )0;0(0M . 

 ∆ Первый дифференциал этой функции можно найти используя инвари-

антность формы записи дифференциала. Имеем ,)1()( dueueddz
uu
  

где  .22)(
22

ydyxdxyxddu   

Дальнейшее дифференцирование дает 

 )22()1()1()1(
222

ydyxdxdedueudeduedzd
uuuu

 


22222

)224()22)(1()22( dxexedydxeydyxdxe
uuuu

,)224(8
22

dyeyedydxxye
uuu
  где .

22
yxu   

 В точке )0;0(0M    .44
222

0

dydxzd
M

  ▲ 

 

Дополнительные задачи 
 

 1. Найти уравнение касательной плоскости и нормали к поверхности в за-

данной точке: 

 а) );1;1;1(,2)( 0
2

Myxyxz         б) ).2;2;1(,12 0
32

Mzxy   

 Ответ: а) ;1
2

1
1,02 




 z

y
xzyx  б) ,93  zyx   21 yx   

3

2


z
. 

 2. Показать, что эллипсоид 5)2(4
222
 zyx  и гиперболоид 

3222  zyx   в точке )2;1;0(0M  касаются друг друга, т. е. обе поверхности 

проходят через эту точку и имеют в ней общую касательную плоскость. 

 3. Для указанных функций найти частные производные второго порядка: 

 а) 
xy

yx
z

22 
 ; б) )(sin 2 byaxz  . 

 Ответ: а) ;
2

,,
2

322

22

3
y

x
z

yx

yx
z

x

y
z yyxyxx 

  б) ),(2cos2
2

byaxazxx   

)(2cos2),(2cos2
2

byaxbzbyaxabz yyxy  . 

 4. Вычислить частные производные второго порядка функции ),;( yxfz    

в указанных точках: 

 а)  );0;1(, 0М
yx

x
z


  б) ).1;0(),(ln 0

2
Мyxz   

 Ответ: а) ;2)(,1)(,0)( 000  МzМzМz yyxyxx   
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 б) .1)(,0)(,2)( 000  МzМzМz yyxyxx  

 5. Найти 
2

2

x

u




 для сложной функции )(

222
zyxfu  . 

 Ответ: ).(4)(2
2222222

2

2

zyxfxzyxf
x

u





 

 6. Найти 
yx

z



2

, если );( vufz  , где .,
22

xyvyxu   

 Ответ: ).;();()(2);(4);( 22
2

vufxyvufyxvufxyvuvf
yx

z
uvuvuu





 

 7. Найти 
zyx

u




3

 для функции .
xyz

eu   

 Ответ: )31( 222
3

zyxxyze
zyx

u xyz 



. 

 8. Найти z3  в точке )1;0(0М для функции .
2

yx
ez   

 Ответ: dydxМz 
2

0
3

6)( . 

 9. Доказать, что функция )()( yxyyxxu   удовлетворяет 

уравнению 02
2

22

2

2
















y

u

yx

u

x

u
. 

 

Занятие 14 
 

Дифференцирование неявных функций. Формула Тейлора 
 

 Пример 1. Найти производные )(xf   и )(xf   неявной функции ),(xfy   

заданной уравнением 03
22

 yxyx  и удовлетворяющей условию .1)1( f  

 ∆ Функция 3),(
22
 yxyxyxF  дифференцируема в любой окрест-

ности точки (1; 1). Производная yxFy 2  непрерывна в точке (1; 1). Нако-

нец, ,03)1;1(,0)1;1(  yFF  т. е. выполнены все условия существования 

неявной функции в некоторой окрестности точки (1; 1). Уравнение 

03
22

 yxyx  определяет единственную дифференцируемую неявную 

функцию ),(xfy   причем .1)1( f  Так как );( yxF  дважды дифференциру-

ема, то и )(xfy   также дважды дифференцируема. 

Пользуясь формулой ,
y

x

F

F

dx

dy




  получаем  ),2(,

2

2
yx

yx

yx

dx

dy
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).2(,
)2(

18

)2(

)21)(2()2)(2(
222

2

yx
yxyx

yyxyyx

dx

yd








  

Подставляя в эти равенства ,1,0  yx  получаем .2)1(,1)1(  yy  ▲ 

 Пример 2. Найти yyy  ,, при ,1,0  yx  если .012
22

 yxyxyx  

 ∆  Трижды продифференцируем неравенство :0);( yxF  

,0142  yyyyxyx   ,04422
2

 yyyyyxy  

04123  yyyyyyxy  и подставляя в результаты значения 

1,0  yx , получаем систему уравнений: 

,032

,032

,03







y

y

y

 

из которой находим .
3

2
,

3

2
,0  yyy  ▲ 

Пример 3. Доказать, что уравнение 016
23

 yxyzz  определяет в 

некоторой окрестности точки )2;4;1(  единственную неявную функцию вида 

).;( yxfz   Найти ее частные производные ).4;1(),4;1(,,
2

2

2

2

x

z

x

z

x

z

x

z
















 

 ∆ Функция 16);;(
23
 yxyzzzyxF  дифференцируема в любой 

окрестности точки )2;4;1(0M . Производная xyzFz 
2

3  непрерывна в точке 

0
M . Наконец, .08)2;4;1(,0)2;4;1( 

z
FF  Поэтому в некоторой окрестно-

сти точки 0
M  уравнение 016

23
 yxyzz  определяет единственную диф-

ференцируемую неявную функцию ),;( yxfz   причем .2)4;1( f  

Для нахождения 
x

z




 воспользуемся формулой  .

3
2

xyz

yz

F

F

x

z

z

x











 

Дифференцируя это равенство по x , получим 










22

2

2

2

)3(

)6()3(

xyz

yzzyzxyzzy

x

z
 

.
)3(

2

)3(

3
6)3(

3
32

3

22

2

2

2

2

xyz

zxy

xyz

y
xyz

yz
zyzxyz

xyz

y
y






















  

Если в полученных равенствах положить ,2,4,1  zyx  то получим 

.5,0)4;1(,1)4;1( 
xxx zz  

 Рассмотрим другой способ решения задачи. Предполагая, что функция 
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);( yxfz   подставлена в уравнение 016
23

 yxyzz , продифференциру-

ем дважды полученное тождество по x : 

.0236

,03

22

2





xxxxxx

xx

zxyzyzzzz

zxyyzzz
 

 Решая эту систему, находим: 

.
)3(

2
;

3
32

3

2
xyz

zxy
z

xyz

yz
z xxx





    ▲ 

 Пример 4. Найти ,dz  если .01ln 
y

z

z

x
 

 ∆  Воспользуемся формулой  .dy
y

z
dx

x

z
dz









  

 Найдем частные производные неявно заданной функции:  

;
1

1

2

zx

z

yz

y

z

x
z

F

F

x

z

z

x















  .

)(1

1
2

2

zxy

z

yz

y

z

x

y

F

F

y

z

z

y















 

 Отсюда ).(,
)(

2

zxdy
zxy

z
dz

zx

z
dz 





  

 Рассмотрим другой способ решения задачи. Считая, что ),( yxzz  , в ре-

зультате дифференцирования получаем 

.0,0
2

22






dyzyzdzxydzyzdx

y

zdyydz

z

y

z

xdzzdx
 

 Отсюда .
)(

2

dy
zxy

z
dz

zx

z
dz





  ▲ 

 Пример 5. Функцию 42632);(
22

 yxyxyxyxf  разложить 

по формуле Тейлора в окрестности точки (–2; 1). 

 ∆ Данная функция имеет непрерывные частные производные любого по-

рядка. Поскольку все частные производные порядка выше второго равны нулю, 

то остаточный член nR   при 2n  обращается в нуль и формула Тейлора при-

нимает следующий вид: 










 )1(

)1;2(
)2(
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)1;2();( y

y

f
x
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f
fyxf  

.)1(
)1;2(
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2)2(
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f
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x
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 Находим значение функции и ее частные производные в точке )1;2(0 М : 
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;0622;1)1;2(
00







MM
yx

x

f
f  

;2;0262
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MMM x

f
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MM y

f

yx
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 Получаем  .)1(3)1)(2(2)2(1);(
22

 yyxxyxf  ▲ 

 Пример 6. Разложить функцию 
y

x

eyxf );(  по формуле Тейлора в 

окрестности точки )1;0(0М  до членов второго порядка включительно. Записать 

остаточный член формулы Тейлора в форме Пеано. 

 ∆ Найдем значение функции и ее частные производные до второго поряд-

ка включительно в точке )1;0(0М : 

;1
1

;1)(
00
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MM y
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f
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y
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1
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 Подставляя эти значения в формулу Тейлора, получаем 

.)1(
2

1
1 2

2
Ryxxxe

y

x

  

 В форме Пеано:  ).)1((
22

2  yxoR    ▲ 

 Пример 7. Пусть z  – та неявная функция от x  и ,y  определяемая урав-

нением ,02
3

 yxzz  которая при 1x  и 1y  принимает значение 1z . 

Разложить эту функцию в окрестности точки )1;1(0М  по формуле Тейлора до 

членов второго порядка включительно. 

 ∆ Находим частные производные функции в точке )1;1(0М : 

;2
23

2
;23;1;2

00

2

2
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;16
)23(

)26(2)23(2
;1

23

1

0000

22

2

2

2
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MMMM xz

zzzxzz

x

z

xzy

z xx

;10)26()23(;66)23(
0000

22
2

22

2

2









 

MMMM
xy zzxz

xy

z
zzxz

y

z  

Подставляя эти значения в формулу Тейлора, получаем 

...)1(3)1)(1(10)1(8)1()1(21);(
22
 yyxxyxyxf  . ▲ 

 

Дополнительные задачи 

 

 1. Найти производные )0(f   и )0(f   неявной функции ),(xfy   заданной 

уравнением 012
22

 yxyxyx  и удовлетворяющей условию .1)0( f  

 Ответ:  .
3

2
)0(,0)0(  ff  

 2. Найти первую и вторую производные неявной функции вида 

),(xfy   заданной уравнением 
x

y
yx arctgln

22
 . 

 Ответ: 
3

22

)(

)(2
,

yx

yx
y

yx

yx
y









 . 

 3. Найти частные производные первого и второго порядков неявной 

функции вида );( yxfz   заданной уравнением 
z

ezyx  . 

 Ответ: 
3

)1(
,

1

1









z

z

yyxyxxzyx
e

e
zzz

e
zz . 

 4. Для функции );( yxzz   найти частные производные первого и второ-

го порядков, если .3
33

axyzz   

 Ответ:  ;
)(

2
;;

32

3

2

2

22
xyz

zxy

x

z

xyz

xz

y

z

xyz

yz

x

z





















 

.
)(

2
;

)(

)2(
32

3

2

2

32

22242

xyz

zyx

y

z

xyz

yxxyzzz

yx

z
















 

 5. Функцию 5362);(
22

 yxyxyxyxf  разложить по формуле 

Тейлора в окрестности точки )2;1( A . 

 Ответ:  .)2()2)(1()1(25);(
22

 yyxxyxf  

 6. Разложить функцию )1(ln yxz   с центром разложения в точке 

)0;0(
0

М  до членов третьего порядка. 
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 Ответ: ).)((0)(
3

1
)(

2

1
)1(ln 2

3
2232

yxyxyxyxyx   

7. Разложить по формуле Тейлора в окрестности точки (1; 1) до членов 

второго порядка включительно неявную функцию ),;( yxz  определяемую 

уравнением ,043
3

 xyzz если .1)1;1( z  

 Ответ:  ...)1(
8

1
)1(

9

2
)1(

2

1
)1(

3

2
1

22
 yxyxz  . 

  

Занятия 15–16 
 

Локальный экстремум функции нескольких переменных. 

Условный экстремум 
 

 Пример 1. Исследовать по определению на экстремум функции: 

а) )2;4(,)2()4( 0

86
 Myxz ;   

б) )5;3(,)5()3( 0

64
 Myxz . 

∆ а) Пусть .,2,4 ZzYyXx   Имеем ),0;0(, 0

86
MYXz   

0)0;0( Z . Находим 
86

)0;0();( YXZYXZZ  . Далее при 

0,00  ZYX , а при 0,00  ZYX . Следовательно, функция 
86

)2()4(  yxz  в точке )2;4(
0
M  не имеет экстремума. 

б) Пусть .,5,3 ZzYyXx   Имеем )0;0(, 0
64

MYXz  . 

Находим 
64

)0;0();( YXZYXZZ  . Так как 0Z , то точка 

)5;3(0 M  является точкой локального минимума. ▲ 

Пример 2. Найти точки локального экстремума функции  

.42
32

yxyxz   

∆  Вычисляем частные производные функции и приравниваем их нулю: 



















.0122

,022

2
yx

y

z

yx
x

z

 

 Решая эту систему уравнений, получаем две точки возможного экстрему-

ма )0;0(1M  и .
6

1
;

6

1
2 





M  

 Далее находим производные второго порядка:  
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.24;2;2
2

22

2

2

y
y

z

yx

z

x

z















 

 В точке 1M  ,0,2,2 221211  aaa   04
2

122211  aaaD  и  

экстремума нет. 

 В точке 2M   ,4,2,2 221211  aaa   04)2(42
2

D  и так 

как ,0211 a  то в точке 2M функция имеет локальный минимум. ▲ 

 Пример 3. Найти точки локального экстремума функции  

.3
432

yxyxz   

 ∆  Вычисляем частные производные функции и приравниваем их нулю: 



















.043

,063

32

2

yx
y

z

xyx
x

z

 

Решая эту систему, находим две точки возможного экстремума )0;0(
1

M  и 

 .3;62M  Вычисляем частные производные второго порядка данной функции: 

.12,6,66
2

2

22

2

2

y
y

z
x

yx

z
yx

x

z















 

 В точке 1M   .0,0,0 221211  aaa  Точка )0;0(1M  требует дополни-

тельного исследования. Находим  .0)0;0( z   

Далее при 0,0  yx  имеем ,0);( yxz  а при 00  yx );( yxz

.0
4
 y  Следовательно, в любой окрестности точки )0;0(1M  функция 

);( yxz  принимает значения как больше ),0;0(z  так и меньше ).0;0(z  Следо-

вательно, в точке )0;0(1M  функция ),( yxz  не имеет локального экстремума. 

 В точке 2M   108,36,18 221211  aaa  и, значит, .0648 D  Так 

как 011 a , то в точке 2M   функция имеет локальный максимум.  ▲ 

 Пример 4. Исследовать на экстремум функцию .1
22

yxz   

 ∆ Вычисляем частные производные функции и приравниваем их нулю:  





























.0

,0

22

22

yx

y

y

z

yx

x

x

z

 

 На всей плоскости, за исключением точки ),0;0(O  частные производные 

непрерывны и отличны от нуля. 
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.lim
)0;0()0;(

lim
00 x

x

x

zxz

x

z
xxO 














 

Этот предел не существует. Аналогично не существует .
Oy

z




 

 Точка )0;0(O  является критической, а значит, подозрительной на экстре-

мум. Значение .0)0;0();(;1)0;0(
22
 yxzyxzz  Точка )0;0(O  

является точкой максимума .1max z  ▲ 

 Пример 5. Исследовать на локальный экстремум функцию 

.642
222

zyxzyxu   

∆ Из системы  





























062

,042

,022

z
z

u

y
y

u

x
x

u

  определяем единственную стационар-

ную точку )3;2;1( M .  Находим вторые частные производные: 

,2,2
2

2

2

2











y

u

x

u .0,2
222

2

2





















zy

u

zx

u

yx

u

z

u
 

 Таким образом, .08

200

020

002

,04
20

02
,02 321   

 Второй дифференциал ,
2
ud  согласно критерию Сильвестра, представляет 

собой положительно определенную квадратичную форму. Следовательно, в 

точке (–1; –2; 3) функция имеет минимум ).14( min u  

 Эту задачу можно решить методом выделения полных квадратов: 

 .14)3()2()1(642
222222
 zyxzyxzyxu  

 Точка )3;2;1( M  является точкой минимума ).14( min u  ▲ 

 Пример 6. Исследовать на экстремум функцию .22
22

xzxyzyxu   

 ∆ Находим стационарные точки функций: 
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x
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u

xy
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u
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Решив эту систему, находим единственную стационарную точку 

)7;1;2(0M . Эта точка является точкой возможного экстремума. Проверим вы-

полнение достаточных условий экстремума. Находим частные производные 

второго порядка в точке )7;1;2(0M : 

.0,1,1,0,2,4
000000

222

2

2

2

2

2































MMMMMM zy

u

zx

u

yx

u

z

u

y

u

x

u
 

Второй дифференциал функции  dzdxdydxdydxud
M

2224
222

0

 . 

Нетрудно видеть, что эта квадратичная форма – знакопеременная.  

 

Действительно, если положить 0,0  dxdzdy , то получим 

04
22

0

 dxud
M

, а если положить 0,0  dxdy  и dxdz 3 , то получим 

02
22

0

 dxzd
M

.  

Следовательно, в точке 0M  функция );;( zyxu  не имеет локального  

экстремума. ▲ 

Пример 7. Найти точки локального экстремума функции  

.22
232

zyyxzxyxu   

 ∆  Вычисляем частные производные функции и приравниваем их нулю: 
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yx
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u
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Решая эту систему, находим две точки возможного экстремума: 






 

3

1
;

3

2
;

3

1
1M  и .

4

1
;

2

1
;

4

1
2 





 M  

 Далее воспользуемся достаточными условиями экстремума. Для этого 

вычислим частные производные второго порядка данной функции: 

,4
2

2






x

u
  .2,0,6,2,1

2

22

2

222


























z

u

zy

u
y
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u
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u

yx
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Матрица квадратичной формы 
1

2

M

ud  имеет вид  .

202

041

214





















A  
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Выделяя главные миноры матрицы А, получаем:  

.014

202

041

214

,015
41

14
,04 321 







  

 Согласно критерию Сильвестра, 
1

2

M

ud  является положительно опреде-

ленной квадратичной формой от переменных .,, dzdydx  Следовательно, в точ-

ке 1
M  функция имеет локальный минимум. 

 Исследуем точку 2
M . Матрица квадратичной формы 

2

2

M

ud  имеет вид 

.

202

031

214





















A  

 Отсюда получаем: .014,013,04 321   

 Следовательно, 
2

2

M

ud  не является знакоопределенной квадратичной 

формой от .,, dzdydx  Покажем, что эта квадратичная форма знакопеременная: 

.23424
2222

2

dzdydxdzdxdydxud
M

  

 Если положить ,0,0  dzdydx  то получим  ,04
22

2

 dxud
M

 а ес-

ли положить 0,0  dydzdx , то получим  .03
22

2

 dyud
M

 

 Следовательно, в точке 2M  функция не имеет локального экстремума. ▲ 

 Пример 8. Найти экстремум функции 
22

yxyxz   при условии 

.12  yx  

 ∆ Из уравнения связи 12  yx  выразим x  через y  и подставим в вы-

ражение для данной функции: 

 
22222

2441)21()21(,21 yyyyyyyyyzyx  

.133
2

 yy  

 Функция 133
2

 yyz  достигает локального минимума в точке 

.0,
2

1

2
 x

a

b
y   Тогда условный минимум равен 
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.
4

1

4

4

4

6

4

3
1

2

3

4

1
3min z  

 Таким образом, в точке 






2

1
;0M  функция 

22
yxyxz   имеет услов-

ный минимум, равный .
4

1
 ▲ 

 Пример 9. На сфере 1
222
 zyx  найти точки 3M  и 4M , сумма квад-

ратов расстояний от которых до заданных точек )17;4;6(1 M  и 

)15;4;2(2 M  была соответственно наименьшей и наибольшей. 

 ∆ По условию задачи требуется найти точки, для которых функция 
222222

)15()4()2()17()4()6(  zyxzyxu  при ограниче-

нии 1
222
 zyx  имеет экстремум. 

 1. Составляем функцию Лагранжа:  


22222

)4()2()17()4()6();;;( yxzyxzyxL  

).1()15(
2222
 zyxz  

2. Находим стационарные точки функции Лагранжа, т. е. решаем систему 

уравнений: 

2

8
02164


 xxxLx ; 

0024  yyyLy ; 

2

32
02644


 zzzLz ; 

178201
222

 zyxL . 

Имеем две стационарные точки 









17

4
;0;

17

1
3M  и .

17

4
;0;

17

1
4 








M  

 Из геометрического смысла задачи следует, что она имеет хотя бы одно 

решение. Следовательно, эти точки будут искомыми. Очевидно, что 
2

42

2

41

2

32

2

31 MMMMMMMM  . 

 Таким образом, наименьшее значение функции u  достигается в точке 











17

4
;0;

17

1
3M , а наибольшее – в точке .

17

4
;0;

17

1
4 








M  ▲ 

 Пример 10. Найти условный экстремум функции yxz 2  при 

.5
22
 yx  

 ∆ Составим функцию Лагранжа )5(2);;(
22
 yxyxyxF  и 
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рассмотрим систему уравнений  





























.05

,022

,021

22
yx

F

y
y

F

x
x

F

 

 Она имеет два решения:  




 

2

1
;2;1  и .

2

1
;2;1 




   

 Следовательно, функция yxz 2  имеет две критические точки )2;1(
1

P  

при 
2

1
1   и  )2;1(2 P  при 

2

1
1  . 

 Найдем знак Fd 2
 в каждой точке при соответствующем ей значении :  

.2
2

2

22
2

2

2
2

dy
y

F

yx

F
dx

x

F
Fd














  

 Так как  ,2,0,2
2

22

2

2
















y

F

yx

F

x

F
  то  ).(2

222
dydxFd    

При ,0
2

1
,2,1

2

111  Fdyx  следовательно, в точке Р1  

функция z  имеет максимум  .5max z  

 При ,0
2

1
,2,1

2

111  Fdyx  следовательно, в точке 2P  

функция z  имеет минимум .5min z  ▲ 

 Пример 11. Найти экстремальные значения функции 
2222

tzyxu   

при наличии связи .01 tzyx  

∆  Составим функцию Лагранжа: ).1(
2222

 tzyxtzyxF  












































01

,02

,02

,02

,02

tzyx
F

t
t

F

z
z

F

y
y

F

x
x

F

  
































012

,
2

,
2

,
2

,
2

t

z

y

x

  .
4

1
,

2

1
 tzyx  

  Функция 
2222

tzyxu   имеет единственную критическую точку 
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4

1
;

4

1
;

4

1
;

4

1
1P  при .

2

1
  

 Поскольку второй дифференциал функции Лагранжа, равный 

),(2
22222

dtdzdydxFd   всегда положительно определен, то функция 

2222
tzyxu   при наличии связи 01 tzyx  имеет в точке 






 

4

1
;

4

1
;

4

1
;

4

1
P  условный минимум. Подставляя координаты точки  Р в 

функцию u , мы получим .
4

1
min u  ▲ 

 Пример 12. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 

,1612
22

yxyxz   если .25
22
 yx  

 ∆ Функция z  непрерывна в замкнутой ограниченной области. Поэтому, 

согласно теореме Вейерштрасса, она в этой области достигает наибольшее и 

наименьшее значения.  

 Найдем критические точки функции z , принадлежащие области 

.25
22
 yx   Поскольку система уравнений  









0162

,0122

yz

xz

y

x
  в указанной 

области не имеет решений, то своего наибольшего и наименьшего значений 

функция z  достигает на окружности .025
22

 yx  

 Составляя функцию Лагранжа 0)25(1612
2222

 yxyxyxF  

и решая систему  

,

,025

02162

,02122

22















 yxF

yyF

xxF

y

x

 

находим две точки возможного условного экстремума )4;3(1 M  и  )4;3(2 M .  

Вычисляя значения функции z  в этих точках ,125)(,75)( 21  MzMz  

заключаем, что .75,125 наимнаиб  zz  ▲ 

 Пример 13. При каких значениях радиуса основания R  и высоты H  ци-

линдрическая банка, объем которой равен 54 , имеет наименьшую поверх-

ность? 

 ∆ Требуется исследовать на экстремум функцию RHRS  22
2

 при 

наличии связи .542  HR  

 Составим функцию Лагранжа )54(22
22

 HRRHRF  и рас-

смотрим систему уравнений   
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.054

,02

,0224

2

2

HR
F

RR
H

F

RHHR
R

F

 

 Так как ,0R  система имеет единственное решение 6,3  HR  при 

.
3

2
  

 Из геометрического смысла задачи следует, что она имеет хотя бы одно 

решение. Поэтому решение 6,3  HR  является искомым. ▲ 

 Пример 14. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 

xyyxxz 242
223
  в замкнутой области, ограниченной линиями  

2
xy   и 

.4y  

 ∆ Найдем критические точки функции z , лежащие внутри заданной  

области: 










.022

,0286
2

xyz

yxxz

y

x  

 Решая эту систему, найдем две критические точки )0;0(O  и )1;1( M , 

из которых ни одна не лежит внутри заданной области (рис. 21). Найдем )(Az  

и :)(Bz  

.3216161616)(,3216161616)(  BzAz  

 Найдем критические точки, принадлежащие параболе АОВ. Имеем: 

0;84);2;2(,4)(, 1

3

1

24

1

2
 zxxzxxxxzxy  при ;0x  

.0)0;0()0(1  zz  

 На промежутке АВ имеем  

).2;2(,16842)(,4 23

2
 xxxxxzy  

Найдем критические точки, принадлежащие 

этому участку: .886)( 2

2
 xxxz  Внутри данно-

го отрезка имеется одна критическая точка 

4,
3

2
 yx  (точка С): 

.
27

22
164;

3

2

3

2
2












 zz   

Таким образом, наибольшее значение функ-

ции z  равно 32 и достигается оно в точках 

)4;2(A  и )4;2(B , а наименьшее значение равно 

нулю в точке )0;0(O . ▲ 

Рис. 21 

4 В С 

y 

A 

О
0 

2 x 
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Дополнительные задачи 
 

1. Исследовать по определению на экстремум функцию  
572

)1(cos)44(3  yxxz  в точке )0;2(0M . 

 Ответ: точка )0;2(0M  является точкой локального максимума, 

3)0;2(max  zz . 

 2. Исследовать на локальный экстремум функцию yxxyxz 12153
23

 . 

 Ответ: 28)1;2(,28)1;2( maxmin  zzzz . 

 3. С помощью критерия Сильвестра исследовать на экстремум функцию 
222

2468 zyxzyxu  . 

 Ответ: 22)1;2;3(max  zz . 

 4. Для функции 
432

3 yxyxz   проверить выполнение достаточных 

условий локального экстремума в стационарных точках )3;6(1M  и )0;0(2M . 

 Ответ: в точке )3;6(1M  функция );( yxz  имеет локальный максимум, в 

точке )0;0(2M  функция );( yxz  не имеет локального экстремума. 

 5. Методом исключения части переменных найти экстремум функции 

2
zyxu   при условиях связи 









.1

,1

xzy

xz
 

 Ответ: 0)0;1;1(min  uu . 

 6. Найти условный экстремум функции yxz 346   при 1
22
 yx . 

 Ответ: .11
5

3
;

5

4
;1

5

3
;

5

4
maxmin 





 





 zzzz  

 7. Найти условный экстремум функции zyxu 22   при 

9
222
 zyx .  

 Ответ:     .92;2;1;92;2;1
maxmin

 uuuu  

 8. При каких размерах открытая цилиндрическая ванна с полукруглым 

поперечным сечением, поверхность которой равна 
2

м3  имеет наибольшую 

вместимость. 

 Ответ: м2,м1,м
3

 lRV . 

 9. На заданной плоскости 023  yx . Найти точку, сумма квадратов 

расстояний которой до точек )5;2;0(A  и  )1;2;7(В  наименьшая. 

 Ответ: )3;3;2(М . 

 10. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 

23
33

 xyyxz  в треугольнике с вершинами )0;0(A , )0;3(В , )3;0(С . 

 Ответ: 1)1;1(;29)0;3()3;0( minmax  zzzzz . 
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Занятие 17 
 

Контрольная работа. Функции  

нескольких переменных 
 

Вариант 1 

 

 1. Вычислить  .
11

lim
3

0
0 xy

xy

y
x 



 

 Ответ:  3 . 

2. Вычислить  ,
y

f
y

x

f
x









  если .

22
yx

x
f


  

Ответ: 0 . 

3. Найти дифференциал функции ),;;( zyxf  если .)(
z

xyf   

 Ответ:  ).)(ln()(
1

dzxyxydyxzdxyzyx
z




 

 4. Найти производную функции f  в точке 0
M  по направлению вектора 

MM
0 , если ).1;5(),2;1(,105 0

52
 MMyyxxf  

 Ответ: 18 . 

 5. Найти второй дифференциал функции 
2

);(
x

e
y

x
yxf   в точке (0; 1). 

 Ответ:  .2dxdy  

 6. Для функции ),;( yxu  заданной неявно уравнением 

 xuuyx 822
222

   08 u ,  найти 
yx

u



2

 в  точке )1;0;2(M . 

 Ответ: 0 . 

 7. Разложить в ряд Тейлора в окрестности точки )1;2(M  функцию 

.42632);(
22

 yxyxyxyxf  

 Ответ:  .)1(3)1)(2(2)2(1
22

 yyxx  

 8. Исследовать на экстремум функцию .312);(
22

yxyxyxyxu   

 Ответ:  .39)2;7(min  uu  

 9. Методом Лагранжа определить локальный экстремум функции 
22

yxyxz   при условии 12  yx . 

 Ответ: 
4

1
min z . 
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Вариант 2 

 

 1. Вычислить .
39

lim
2

2

0
0 




 yx

yx

y
x

 

 Ответ: 6 .  

 2. Вычислить ,
y

f
y

x

f
x









 если ).(ln

22
yxyxf   

 Ответ: 2 . 

 3. Найти дифференциал функции ),;;( zyxf  если .z

y

xf   

 Ответ:  .
ln

ln
1











z

xdzy
xdy

x

ydx
x

z
z

y

 

 4. Найти единичный вектор ,
0

e  по направлению которого 
0

e

f




  в точке M

достигает наибольшего значения, если ).2;1(,
22

 Myxyxf  

Ответ:  .
41

54 ji 
 

 5. Найти второй дифференциал функции 
y

x

eyxf

2

);(   в точке (1; 1). 

 Ответ:  ).386(
22

dydxdydxe   

6. Для функции ),;( yxz  заданной неявно уравнением 
222

32 zyx  

,09  zxy  найти 
yx
z



2

 в  точке ).1;2;1( M  

 Ответ:  .
5

1
  

 7. Разложить в ряд Тейлора в окрестности точки )2;1( M  функцию 

.362);(
22

yxyxyxyxf   

 Ответ:  .)2()2)(1()1(2
22

 yyxx  

 8. Исследовать на экстремум функцию .23);(
22

yxyxyxyxu   

 Ответ:  .4)0;1(
max

 uu  

 9. Методом Лагранжа определить локальный экстремум функции 
22

yxyxz   при условии 12  yx . 

 Ответ:  
4

5
min

z . 
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Занятие 18 
 

Основные понятия теории дифференциальных уравнений.  

Уравнения с разделяющимися переменными 

 

Пример 1. Показать, что данная функция является решением (интегра-

лом) заданного дифференциального уравнения: 

а) ;0,cos4sin3  yyxxy  б) ;,1
x

x

xey
dx

dy
xdx

x

e
xy 








   

в) ;1)(),arctg(
2


dx

dy
yxyxy  г) .0

,cos

,sin
2

2










ya

xb
y

tby

tax
 

∆  а) Последовательно находим: 

,sin4cos3 xxy   

.cos4sin3 xxy   

Подставляя в заданное уравнение y  и ,y  получим 

.0cos4sin3cos4sin3  xxxx  
Таким образом, эта функция обращает заданное уравнение в тождество, т. е. 

является его решением.  

б) Вычислим производную данной функции: 

  .11 dx
x

e
e

x

e
xdx

x

e

dx

dy x
x

xx

 

Имеем  .11
x

xx
x

xedx
x

e
xdx

x

e
exy

dx

dy
x 

















   

Данная функция обращает исходное уравнение в тождество и, следова-

тельно, является решением этого уравнения. 

в) Применяя к данному соотношению правило дифференцирования неяв-

ной функции, имеем  .
)(1

1

2
yx

dx

dy

dx

dy




  Отсюда .

)(

1
2

yxdx

dy


  

Подставляя найденное значение 
dx

dy
 в данное дифференциальное уравне-

ние, получим тождество  .1
)(

1
)(

2

2





yx
yx  

г) Предполагаемое решение задано параметрическими уравнениями. По 

правилу дифференцирования функции, заданной параметрически, получим 
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x 

y 

Рис. 22 

.tg t
a

b

x

y
y

t

t

x





  Подставляя в исходное уравнение ,,, xyyx   получим  

.0
cos

sin
tg

2

2


tba

tab
t

a

b
 ▲ 

Пример 2. Составить дифференциальные уравнения семейства кривых: 

а) ;0
22

 cxyx  

б) .cossin xcxy   

∆  а) Рассматривая в данном соотношении y  как неявную функцию от x  

и дифференцируя по x , имеем .022  c
dx

dy
yx  Отсюда .22

dx

dy
yxc    

Подставляя в исходное соотношение вместо c  последнее выражение, по-

лучим  .02
22
 yx

dx

dy
xy  

б) Дифференцируя данное равенство по ,x  имеем .sincos xcx
dx

dy
  

Умножим обе части исходного уравнения на ,sin x  а последнего – на xcos  и, 

сложив почленно, получим .01sincos  xyx
dx

dy
 ▲ 

Пример 3. С помощью изоклин построить приближенно интегральные 

кривые уравнения .2y
dx

dy
x   

∆ Очевидно, ось абсцисс является инте-

гральной кривой данного уравнения. Интеграль-

ные кривые расположены симметрично относи-

тельно оси абсцисс и относительно оси ординат 

(при замене x  на  – x  или y  на  – y   уравнение 

не изменяется).  Поэтому исследуем поведение 

интегральных кривых только в I четверти.  

Семейство изоклин определяется уравне-

нием .
2

,
2

x
k

y
x

y
k   Для любого 0k  каса-

тельные к интегральным кривым данного уравне-

ния, проведенные в точках прямой ,
2

x
k

y   обра-

зуют с осью абсцисс угол, равный .arctgk  Нарисовав несколько изоклин и поле 

направлений, строим приближенно интегральные кривые уравнения (рис. 22). 
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Пример 4. Решить уравнение .0
2

 dyxydx  

∆ Очевидно, что функции 0x  и 0y  являются решениями уравнения. 

Остальные решения найдем, разделив переменные в уравнении и проинтегри-

ровав его ),0(,ln
1

ln,
2

 cc
x

y
x

dx

y

dy
  .

1

xcey


  

Решение 0y  можно получить из последнего соотношения при 0c . 

Таким образом, 0y  является частным решением. 

Решение 0x  не может быть получено из общего решения. Это особое 

решение. 

Ответ:  .0),(,
1




xRccey x  ▲ 

Пример 5. Решить уравнение .2
2

xyxy
dx

dy
  

∆  Перепишем уравнение в виде ).2(  yxy
dx

dy
 

Функции 0y   и 2y  являются решениями уравнения. Остальные 

решения найдем, разделив переменные и проинтегрировав его: 

   















,0

2

11

2

1
,0

)2(
,0

)2(
xdxdy

yy
xdx

yy

dy
xdx

yy

dy
 

,0,
2

,ln2lnln 111

2
2




 cec
y

y
cxyy

x
 

)(,
2

2

Rcce
y

y x



  или  .

1

2
2

2

x
ce

ce
y

x



  

Решение 0y  может быть получено из общего решения при 0c .  

Решение  2y  не входит в формулу общего решения ни при каком конечном 

значении константы c . 

Ответ:  2,

1

2
2

2





 y

ce

ce
y

x

x

. ▲ 

Пример 6. Решить уравнение 
x

y
k

dx

dy
  и построить интегральные кривые 

этого уравнения. 

∆ Правая часть заданного уравнения определена во всей плоскости xOy , за 

исключением точек прямой .0x  Очевидно, функция 0y  при 0x  и при 

0x  является решением данного уравнения. Остальные решения определим из 

соотношения   .
x
dx

k
y

dy
 Отсюда .0,,lnlnln 111  cxcycxky

k
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Присоединяя к этим функциям решение 0y , все решения можно запи-

сать формулой ., Rcxcy
k

  Интегральные кривые в зависимости от пара-

метра k  изображены на рис. 23. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                        

 

 

 

 

 

 

 
 

▲ 

 

Пример 7. Решить задачу Коши .0)0(,12  yxy
dx

dy
 

∆  Данное уравнение приводится к уравнению с разделяющимися пере-

менными, если положить .12 zxy   

Имеем  ,2,2,2  zz
dx

dz

dx

dz

dx

dy
 так как .0)0( y  

Разделив переменные, интегрируем уравнение: 

Rccezcezcxzdx
z

dz xx





,2,2,ln2ln,

2
  

или .12
x

cexy


   

Подставив в последнее соотношение ,0,0  yx  получим .1c  

Ответ:  .12 xexy   ▲ 

 

y 

x O 

𝑘 > 1 

y 

x O 

𝑘 < 0 

Рис. 23 

y y y 

O O O x x х 

𝑘 = 0 0 < 𝑘 < 1 𝑘 = 1 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



96 

 

Дополнительные задачи 

 

1. Показать, что для данных дифференциальных уравнений указанные со-

отношения являются интегралами: 

а) ;,2)2(
222

cyxyxyxyyx   

б) .,1)1(
y

cexyyyx   

2. Составить дифференциальное уравнение семейства окружностей с об-

щим центром )1;0(A . 

Ответ:  .0)1(  x
dx

dy
y  

3. Составить дифференциальное уравнение семейства парабол, которые 

проходят через начало координат и для которых ось абсцисс является осью 

симметрии. 

Ответ:  .02  y
dx

dy
x  

4. Решить задачу Коши: 10)1(,0)1()4(  ydyxdxy . 

Ответ:  73  xy . 

5. Решить уравнение:  .0cos  dyxdxxy  

Ответ:  0,
sin2

 xСey
x

. 

6. Решить уравнение:  .0)1(
22

 dyedxye
xx

 

Ответ:  Cey
x

 )1(
22

. 

7. Решить уравнение:  
324

12






yx

yx
y . 

Ответ:  12,212ln  xyCyxyx . 

8. Решить уравнение:  )5(sin
2

 yxy . 

Ответ:  Z


 kkyxCxyx ,
2

5,)5(tg . 

9. Решить уравнение  .0)1()(  dyyxxydxxxy  

Ответ:  .1ln21ln cyyxx   

10. Решить задачу Коши  .1)0(,)1(  yeyye
xx

 

Ответ:  ).1(2 2

2

x
y

eee   

11. Решить уравнение  .0)564()132(  dyyxdxyx  

Ответ:  .732ln32 cyxyx   
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Занятия 19–20 
 

Дифференциальные уравнения первого порядка 

 

Пример 1. Решить уравнение .
2

22

xy

yx

dx

dy 
  

∆  Правая часть уравнения – однородная функция нулевой степени, по-

этому данное уравнение однородное. 

Положим .uxy   Тогда 
dx

du
xu

dx

dy
  и после подстановки данное урав-

нение преобразуется в уравнение с разделяющимися переменными: 

u

u

dx

du
xu

2

1
2


   или  .

2

1
2

dx
u

u
xdu


  

Функции 1u  являются решениями. Пусть 1u . Разделим пере-

менные .
1

2
2 x

dx

u

udu



 Интегрируя, найдем cxu lnln1ln

2
  или  

,)1(
2

cux  .Rc  Так как ,
x

y
u   окончательно получаем  .

22
cxxy      

Решения ,1u  т. е. xy   являются частными решениями. ▲ 

Пример 2. Решить уравнение .

22

x

yxy

dx

dy 
  

∆ Это однородное уравнение.  Положим .uxy   Тогда 
dx

du
xu

dx

du
    и 

после подстановки получим .0,1sign
2

 xux
dx

du
x  

Очевидно, функции 1u   или  xy    являются решениями получен-

ного уравнения. Другие решения найдем, разделяя переменные. Имеем 

,
sign

1
2

dx
x

x

u

du



 .lnsignarcsin cxxu   Заменяя u  на 

x

y
, получим

.,,lnsignarcsin xyxycxx
x

y
  ▲ 

Пример 3. Решить уравнение .0)12()12(  dyxydxyx  

Из всех решений выделите то, которое удовлетворяет условию .1)1( y  

∆  Данное уравнение приводится к однородному. Произведем замену пе-

ременных .,  sytx  Получим 

.0)122()122(  dstsdtst  

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



98 

 

Из системы уравнений  








012

,012
 находим 

3

1
,

3

1
 ,  полу-

чим однородное уравнение .0)2()2(  dstsdtst  

В последнем уравнении положим .uts   

Имеем ,0))(2()2(  dutduudttutdtutt  

,0)2()22(
222

 dututdtuttuutt ,)12()222(
2

tdtudtuu   

или  ,
1

12

2

1
2 t

dt
du

uu

u





   ,lnln)1(ln

22
ctuu    ,1

2

2

2

ct
t

s

t

s











.
22

ctsts   

Возвращаясь к переменным x   и y , получим 

.,
3

1

3

1

3

1

3

1
1

22
22

cyxxyyxcxxyy 




 





 




 





   

Это общий интеграл уравнения. Положив ,1,1  yx  находим .1
1
c  

Ответ:  .1
22

 yxxyyx   ▲ 

Пример 4. Решить уравнение  .cos
sinx

exy
dx

dy 
  

∆  Это линейное уравнение. Найдем его общее решение методом вариа-

ции произвольной постоянной (методом Лагранжа). 

1) Решим соответствующее линейное однородное уравнение 

.0cos  xy
dx

dy
 

Функция 0y  является решением этого уравнения. Другие его решения 

найдем, разделяя переменные: 

.0,,lnsinln,cos
sin




cceycxyx
y

dy x
 

Решение 0y  можно получить из последней формулы при ,0c  по-

этому все решения однородного уравнения выражаются формулой 

.,
sin

Rсecy
x




 

2) Решение исходного уравнения ищем в виде  .)(
sinx

excy


  Подставив 

это выражение в заданное уравнение, получим 

,cos)()(cos
)( sinsinsinsin xxxx

exexcxcexe
dx

xdc 
  

.)(,1
)(

cxxc
dx

xdc
  

Ответ:  .)(
sinx

ecxy


  ▲ 
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Пример 5. Проинтегрировать уравнение 
3

23

x
y

x
y   методом Бернул-

ли, решить задачу Коши при начальном условии .1)1( y  

∆ Это линейное уравнение. Сделав подстановку Бернулли uvy , полу-

чим  ,
23
3

x
uv

x
vuvu   .

23
3

x
v

x
vuvu 





   

Находим частное решение уравнения  ,
3

:0
3

dx
xv

dv
v

x
v 

.ln3ln cxv   В качестве частного решения можно взять .
1

3
x

v   Тогда 

для отыскания u  получим уравнение  .
21
33

xx
u   Отсюда находим .2 cxu   

Общее решение исходного уравнения .
1

)2(
3

x
cxy   Из него выделяем 

частное решение, удовлетворяющее условию ,1)2(1:1)1(  cy  откуда 

.1c  Подставляя 1c  в общее решение, получаем частное решение 

.
12
32

xx
y   ▲ 

Пример 6. Найти общее решение уравнения .0)2(2
2

 dyxyydx  

∆  Это уравнение приводится к линейному с неизвестной функцией :)(yx  

).0(,
2

1
 y

y
x

ydy
dx

 

Решим его методом подстановки Бернулли ))()()(( yvyuyx  : 

.
2

1
,

2

1 y
v

y
vuvu

y
uv

y
vuvu 








  

Находим частное решение уравнения .0
1

 v
ydy

dv
 Разделив переменные, 

получим  ., yv
y

dy

v

dv
  

Для отыскания u  получим уравнение .
2

y
y

dy

du
  Отсюда находим 

.
2

1
cyu   

Следовательно, общее решение исходного уравнения  .
2

2
y

cyx   ▲ 
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Пример 7. Решить уравнение Бернулли 
23

22 yxxyy  , приведя его к 

линейному уравнению. 

∆ Разделим обе части уравнения на :
2

y   .22
312

xxyyy 


 Положим 

,
1

zy 


 тогда .
2

zyy 


 Умножив обе части уравнения на (–1) и выполнив 

указанную подстановку, получим линейное уравнение  .22
3

xxzz   

Решим это уравнение методом интегрирующего множителя (методом  

Эйлера). Находим интегрирующий множитель   
22)(

)(
x

eeex
xdxdxxp




. 

Домножив обе части уравнения на )(x , получим  
22

3
2)(

xx
exze 


. 

Тогда   cxedxexze
xxx

  )1()2(
23

222

.  Отсюда находим

2

2

)1(
2

x

x

e

cxe
z


 .    

Следовательно, общее решение исходного уравнения 

cxe

e
y

x

x





)1(
2

2

2

. ▲ 

Пример 8. Решить уравнение .0)36()32(
222

 dyyxyxdxyxy  

∆  Для того чтобы уравнение 0);();(  dyyxNdxyxM  было уравне-

нием в полных дифференциалах, необходимо и достаточно, чтобы   

.
);();(

x

yxN

y

yxM









 

В данном случае ,32);(
2

yxyyxM  ;36);(
22

yxyxyxN    

.62,62 yx
x

N
yx

y

M










 

Таким образом, ,
x

N

y

M









 т. е. левая часть данного уравнения действи-

тельно является полным дифференциалом некоторой функции ).;( yxu  

Для искомой функции );( yxu  имеем 

.36,32
222

yxyx
y

u
yxy

x

u










 

Из первого уравнения получаем 

  ).(3)32();(
222

yxyyxdxyxyyxu  

Дифференцируем последнее равенство по :y  

,366
222

yxyx
dy

d
xyx 


   т. е.  .3

2
y

dy

d
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Отсюда .)( 1

3
cyy   Поэтому .3);( 1

322
cyxyyxyxu    

Решение уравнения запишется в виде  .3
322

cyxyyx   ▲ 

Пример 9. Найти общий интеграл дифференциального уравнения  

.0)cos()sin(  dyyxxedxyye
yx

 

∆ Так как ,cos1,cos1 y
x
N

y
y
M









 т. е. ,
x
N

y
M








 то данное 

уравнение является уравнением в полных дифференциалах. 

Общий интеграл уравнения в полных дифференциалах можно найти по 

одной из формул:  

  
x

x

y

y

cdyyxNdxyxM

0 0

,);();( 0        
x

x

y

y

cdyyxNdxyxM

0 0

.);();( 0  

Подставив во вторую формулу для простоты ,000  yx  получим 

  
x y

yx
cdyyxxedxe

0 0

,)cos(  

,)sin(1
0

cyxxyee
y

yyyx





 

,1sin1 cyxxyee
yx

        .sin 1cyxxyee
yx

  ▲ 

Пример 10. Решить уравнение .02)(
2

 xydydxyx  

∆  Если левая часть уравнения dyyxNdxyxM );();(   не является 

полным дифференциалом и выполнены все условия теоремы Коши, то суще-

ствует такая функция ),;( yx  называемая интегральным множителем, что 

.)( duNdyMdx   

Интегрирующий множитель легко находится в двух случаях: 

1) ),(
1

xF
x
N

y
M

N
















  тогда  );(x  

2) ),(
1

1
yF

x
N

y
M

M
















  тогда  ).(y  

В нашем случае ,422 yyy
x
N

y
M
















 

).(
2

2

41
xF

xxy

y

x
N

y
M

N



















 

Следовательно, ).(x  

Так как ))(2()))(((
2

xyx
x

yxx
y










  или  
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,)(2)(22)( yxxy
dx
dM

yx    то  dx
x

dM 2



  и  .

1
2

x
  

Умножая уравнение на ,
1
2

x
  получим 0

2
2

2




dy
x

y
dx

x

yx
 – уравне-

ние в полных дифференциалах. 

Общий интеграл уравнения найдем по формуле 

  
x

x

y

y

yxcdyyxNdxyxM

0 0

),0,1(,);();( 000  

  
x y

cy
x

xcdy
x

y
dx

x
1 0

2
.

1
ln,

21
 ▲ 

 

Дополнительные задачи 

 

1. Решить задачу Коши  .1)1(,0)(  ydyxxyydx  

Ответ: .2ln2
x

y
y   

2. Решить уравнение  0)2()2(  dxyxdyyx . 

Ответ: )()(
23

yxCxy  . 

3. Решить уравнение  02)4(
22

 dxydyxxy . 

Ответ:  02
2

 Cxxyy . 

4. Решить уравнение  0)(
22

 dxydyyxx . 

Указание. Используйте замену 
y

yx
yz

)(
)(  . 

Ответ:  
22

2 CCxy  . 

5. Решить уравнение  01ln 






 
x

y
yyx . 

Ответ:  x

C

xey  . 

6. Решить уравнение  .0)12()(  dyxydxyx  

Ответ:  .
2

2
2

cyxyy
x

  

7. Решить уравнение  
12

32






yx

yx
y . 

Ответ:  Cxyxy 
22

)1()1)(1(4)1( . 
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8. Решить уравнение  0)1()3(  dyyxdxyx . 

Ответ:  Cyyxx 
22

)2()2)(1(2)1( . 

9. Решить задачу Коши  .5)(,
cos

1
tg  y

x
xyy  

Ответ:  .sincos5 xxy   

10. Решить уравнение  
x

eyy  . 

Ответ:  )( Cxey
x

 . 

11. Решить уравнение  xxyyx 
3

2 . 

Ответ:  
23

Cxxxy  . 

12. Решить задачу Коши  1)0(,2 


yeyy
x

. 

Ответ:  
xx

eey
2

3

2

3

1



. 

13. Решить задачу Коши  2)0(,sincossincos  yxxxxyxy . 

Ответ:  
x

xxy
cos

2
tg2  . 

14. Решить уравнение  .0)32(
3

 dyxydxy  

Ответ:  .
12

y
cyx   

15. Решить уравнение  
23

yxxyy  . 

Ответ:  0,1)2(
22

2




yxCey

x

. 

16. Решить уравнение  xyyy 
2

2 . 

Ответ:  1
2




xCey
x

. 

17. Решить уравнение  xyyyx ln
2

 . 

Ответ:  0,1)1ln(  yxCxy . 

18. Решить уравнение  .1
322
 xyyyx  

Ответ:   .
2

3
3

3
x

c

x
y      

19. Решить задачу Коши  .2)1(,
33

2







 y
x

y

x

y
y  

Ответ:  .
1

3
x

x
y




  

20. Решить уравнение  0)12()22(  dyxydxyx . 

Ответ:  Cyyxxyx 
22

2 . 
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21. Решить задачу Коши  0)3(,0)2( 


ydyxeydxe
yy

. 

Ответ:  3
2




yxe
y

. 

22. Решить уравнение  0)(  yeyyex
xx

. 

Ответ:  Cyyex
x


22

2 . 

23. Решить уравнение  .01)2( 







 dye

y

x
dxex

y

x

y

x

 

Ответ:  .
2

cyex
y

x

  

24. Решить уравнение  .
22

yx

ydxxdy
ydyxdx




  

Ответ:  .arctg2
22

c
y

x
yx   

25. Решить уравнение ,0)1(  xdydxxyy  если известно, что оно 

имеет интегрирующий множитель )(x  или ).(y  

Ответ:  .
2

2

c
x

y

x
  

 

Занятия  21–22 
 

Уравнения, допускающие понижение порядка.  

Задачи, приводящие к дифференциальным уравнениям.  

Самостоятельная работа 
 

Пример 1. Доказать существование и единственность решения задачи 

Коши .2)0(,1)0(,3
2

2



 yyx

y

y
yy  

∆ Правая часть уравнения – функция x
y

y
yyyxF 3),,(

2
2




 , которая не-

прерывна и имеет непрерывные частные производные  
y

y
F

y

y
yF

yy





 

2
,2

2

2

  

в окрестности точки (0; 1; 2). Поэтому, в силу теоремы существования и един-

ственности, искомое решение существует и единственно. ▲ 

Пример 2. Показать, что функция ),(xyy   неявно заданная уравнением 

,
2

yyx   является решением уравнения  .03
2
 yyy  

∆  Находим .,, yyy   Имеем:  

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



105 

 

1
dx

dy
y : ,

12
1



ydy

dx
 так как 1

dx

dy
: ;
dy

dx
 

;
)12(

2

12

1
)(

3














ydx

dy

ydy

d
y

dx

d
y  

.
)12(

12

)12(

2
)(

53 













ydx

dy

ydy
d

y
dx
d

y  

Подставив yyy  ,,  в левую часть уравнения ,03
2
 yyy  получим 

.0
)12(

4
3

)12(

12

12

1
53








 yyy
 ▲ 

Пример 3. Найти общее решение уравнения 
x

xey


  и выделить реше-

ние, удовлетворяющее начальным условиям:  0,4  yy  при  .0x  

∆ Найдем общее решение последовательным интегрированием данного 

уравнения: 

,
,

,
1cexedxexe

evdvdxe

dxduux
dxxey

xxxx

xx

x













  

.2 211 cxcexexcdxedxxey
xxxx

  


 

Воспользуемся начальными условиями  .2,1
,42

,01
21

2

1









cc

c

c
 

Следовательно, частное решение имеет вид  .2)2( 


xexy
x

 ▲ 

Пример 4. Решить уравнение  .0)3(  yyx  

∆  Полагая ,zy   получим уравнение первого порядка .0)3(  z
dx

dz
x  

Разделяя переменные и интегрируя, найдем ;
3


x

dx

z

dz
 

.3ln;)3(,)3(;0,ln3lnln 1cxcycx
dx

du
cxzccxz 

Функция )(0 cyz   является решением.  

Поэтому .,,3ln 11 Rcccxcy   ▲  

Пример 5. Найдите общее решение уравнения  .02  yxy  

∆ Полагая ,zy   получим .;2;2
2

1

x
eczxdx

z

dz
xz

dx

dz 
  Реше-

ние 0z  не потеряно. Следовательно, .21

2

cdxecy
x

 


 ▲ 

Пример 6. Решить задачу Коши 1,
2

1
,ln1 






 



 yy

x

y

x

y
y  при  .1x  
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∆ Полагая ,zy   получим .ln1 






 
x

z

x

z

dx

dz
 Это однородное уравнение. 

Проинтегрируем его с помощью подстановки .uxz   Имеем   

.;;lnlnln;
ln

);ln1(
cxcx

xezeucxu
x

dx

uu

du
uuux

dx

du
  

Полагая ,1x  находим .0c  Согласно произведенной замене 

.
2

1
, 1

2
cxyx

dx

dy
  Полагая ,0x  находим .01 c  Окончательно .

2

1 2
xy   ▲ 

Пример 7. Решить уравнение .)1()(2
2

yyy   

∆  Положим ).(ypy   Тогда .
dy

dp
py   Уравнение примет вид  

.0)1(2 









dy

dp
ypp  

Функция )(0 cyp   является решением.  

Пусть ,0p  тогда 
12 


y

dy

p

dp
  или  ,ln1lnln

2

1
1cyp    откуда 

.)1(
22

1  ycp  Но .
dx

dy
p    Следовательно,  

22

1 )1(  yc
dx

dy
  или  

,
)1(

222

1

 


cdx
yc

dy
  откуда  ).1)((

1
22

1




ycx
c

 

Функция cy   является особым решением. ▲ 

Пример 8. Найти решение задачи Коши   

,2)0(,1)0(,
2

42




 yy
y

yy
y   

предварительно убедившись, что искомое решение существует и единственно. 

∆ Функция 
y

yy
zyxF

2
);;(

42 
  непрерывна и имеет ограниченные 

частные производные 
y

yy
F

y

yy
F

yy

)2(
,

2

3

2

42 



   в окрестности точки 

(0;1;2). Поэтому, в силу теоремы существования и единственности, искомое 

решение существует и единственно. Положим ,py   где  )(ypp   – новая 

неизвестная функция. 

Тогда .
dy

dp
py   Относительно )(ypp   мы получим уравнение 

.
2

42

y

pp

dy

dp
p
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y 

 

A 

O x 

Рис. 24 

Для искомого решения .0p  Разделяя переменные, получим 

y

dy

pp

pd





)1(

)(
22

2

  или  ,
)(

1

)1(
2

2

2

2

y

dy

p

pd

p

pd





 

откуда 

).0(
1

),0(ln
1

ln 112

2

2

2







cyc
p

p
cyc

p

p
 

Используя начальные условия, находим .
4

5
1 c  

Имеем  .

1
4

5

1
,

4

5
1,

4

51 22

2

2






y

pyppy
p

p
 

Согласно произведенной замене, получаем 

.1
4

5

15

8
,1

4

5
,

1
4

5

1
2

2

3

cxydxdyy

y
dx

dy






 



  

Учитывая начальные условия, найдем  .
15

1
2 c   

Поэтому  .
5

4
)115(

15

1 3

2

 xy  ▲ 

Пример 9. Найти кривую, проходящую через точку (1; 1), у которой от-

резок, отсекаемый на оси ординат, равен абсциссе 

точки касания. 

∆ В точке );( yxM  проведем касательную к 

искомой кривой (рис. 24): 

).( xXyyY   

Полагая ,0X  находим ординату точки А:  

.xyyY   Получаем дифференциальное уравне-

ние  ,xxyy   или .1
1

 y
x

y  Это линейное 

уравнение. 

Сделав подстановку Бернулли ,uvy   ,vuvuy   получим  

.1
1






  v

x
vuvu  

Находим частное решение уравнения .,lnln,,0
1

xvxv
x

dx

v

dv
v

xdx

du
  

Далее ищем общее решение уравнения  .1x
dx

du
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Имеем  .lnlnln, 1
1 x

c
xcu

x

dx
du   

Искомое общее решение принимает вид .ln
x

c
xy   

Используя начальное условие, получим .,ln1 ecc   

Уравнение кривой будет  ).ln1()ln(lnln xxxex
x

e
xy   ▲ 

Пример 10. Согласно закону Ньютона, скорость охлаждения тела про-

порциональна разности температур тела и окружающей среды. Температура 

вынутого из печи хлеба снижается от 100  до С60  за 20 мин. Температура 

воздуха С25 . Через какой промежуток времени (от начала охлаждения) тем-

пература хлеба понизится до С30 ? 

∆ Дифференциальное уравнение охлаждения хлеба будет ),( tTk
d
dT




 

где Т – температура хлеба; t  – температура окружающего воздуха;  k  – коэф-

фициент пропорциональности; 
d

dT
 – скорость охлаждения хлеба. 

Пусть   – искомое время охлаждения. Тогда, разделяя переменные, полу-

чим  


kd
tT

dT
. 

Для условий задачи .
25




kd
T

dT
 Интегрируя, получаем 

.25,ln)25(ln,
25

)25(







 k
ceTckTdk

T

Td
 

Произвольную постоянную с определяем из начального условия: при 

0   100 CT . Отсюда 7525100 c . Подставив в полученное уравнение 

60T  и 20 , получаем .
15

7

75

35 20

1

20

1














k
e  

Уравнение охлаждения хлеба примет вид  .25
15

7
75

20










T  

Отсюда ,
15

7
755

20








   или  71

15ln7ln

15ln20





  мин. ▲ 

Пример 11. Найти форму зеркала, собирающего все параллельные лучи в 

одну точку. 

∆ Очевидно, что зеркало должно иметь форму поверхности вращения, 

ось которого параллельна направлению падающих лучей. Примем эту ось за  
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ось Ох и найдем уравнение кривой, вращением которой образуется искомая 

поверхность (рис. 25). 

Пусть kM  – падающий луч, МО – отраженный луч. В точке М проведем 

касательную 
1

TT  к искомой кривой. Так как ,1 MTOTMOMKT   то тре-

угольник МТО является  равнобедренным. Сле-

довательно, ,OTOM   но ,
22

yxOM   а 

OT  найдем из уравнения касательной: 

),( xXyyY   полагая ,0Y  имеем 

.
y

y
xX


   

Таким образом получаем дифференци-

альное уравнение ,
22

y

y
xyx


  или  

.0)(
22

 ydxdyyxx  Это однородное уравнение. Здесь более целесооб-

разно считать х функцией, а у – аргументом. Применим подстановку .t
y

x
  То-

гда получим ,0)()(
222

 ydttdyydytyyyt  или .01
2

 ydtdyt  

Разделяем переменные и интегрируем:  

).0(ln)1(lnln,
1

1
2

2



 yctty

t

dt

y

dy
 

Возвращаясь к переменным х и у, имеем  
c

y
yxx

2
22
   или  

.
2

2
2






 

c
xcy  

Искомая кривая является параболой, а зеркало 

имеет форму параболоида вращения   

.
2

2
22






 

c
xczy  ▲ 

Пример 12. Среднее геометрическое координат 

точки касания кривой равно отношению отрезка, от-

секаемого касательной на оси ординат, к удвоенной 

ординате точки касания. Найти уравнение кривой, 

если она проходит через точку (1; 1). 

∆ В точке );( yxM  проведем касательную к искомой кривой (рис. 26): 

).( xXyyY   

Полагая ,0X  находим ординату точки А:  .xyyY   

Получаем дифференциальное уравнение 

y T1 

M 

k 

T 

x O 

Рис. 25 

 

y 

A 

x O 

Рис. 26 Би
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,
2y

xyy
xy


   или  .2

1 2

3

2

1

yxy
x

y


   

Это уравнение Бернулли. 

Сделав подстановку ,, vuvuyuvy   получим 

.2
1

,2
1 2

3

2

3

2

1

2

3

2

3

2

1

vuxv
x

vuvuvuxuv
x

vuvu







   

Находим частное решение уравнения .,0
1

xvv
x

v   

Находим общее решение уравнения ,2 2

3

2

3

2

1

xuxxu


  

.
)(

1
,

2

1
2

2

3

cx
udxudu






 

Искомое общее решение принимает вид  .
)(

2
cx

x
uvy


  

Используя начальное условие ,1)1( y  получаем две интегральные кривые:   

1xy   и  .0)2(
2
 xyx  ▲ 

 

Дополнительные задачи 

 

1. Решить уравнение  .ln xxy   

Ответ:  .
2288

13
ln

24 32

2

1

4
4

CxC
x

Cxx
x

y   

2. Решить уравнение  xxy sin
2
 . 

Ответ:  32
2

1

5

cos
60

CxCxCx
x

y  . 

3. Решить задачу Коши  1)1(,3)1(,
ln

2
 yy

x

x
y . 

Ответ:  xxxy lnln
2

1
12

2
 . 

4. Решить уравнение  .1
23

 yxyx  

Ответ:  .
1

ln 21 C
x

xCy   

5. Решить уравнение  xyy /
IV  . 

Ответ:  43

2

2

4

1 CxCxCxCy  . 

6. Решить задачу Коши  .0)1(,1)1(,0)1(,1
2

 yyyxyyx  
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Ответ:  
4

3

3212

24


xxx

y . 

7. Решить уравнение  .
cos

1
tg

x
xyy   

Ответ:  .cossin 321 CxCxCxy   

8. Решить задачу Коши  .0)0(,1)0(,
1

3
 yy

y
y  

Ответ:  .1
2
 yx  

9. Решить уравнение  
2

yyy  . 

Ответ:  
xC

eCy 1

2 . 

10. Решить задачу Коши  1)0(,0)0(,
2

 yyey
y

. 

Ответ:  1


xe
y

. 

11. Записать уравнение линии, проходящей через точку )0;1(A , если из-

вестно, что отрезок, отсекаемый касательной в любой точке этой линии на оси 

Оy, равен расстоянию от точки касания до начала координат. 

Ответ:  ).1(
2

1 2
xy   

12. Составить уравнение кривой, проходящей через точку )5;1(A , если 

угловой коэффициент касательной в любой ее точке M  в три раза больше уг-

лового коэффициента прямой, соединяющей точку M с началом координат. 

Ответ:  
3

5xy  . 

 

Самостоятельная работа 

Вариант 1 

 

Решить уравнения: 

1. .
ln

2

y

e
y

x

      Ответ:  .
2

1
)1(ln

2
ceyy

x
  

2. .
)(

2
x

yxy
y


     Ответ:  .

ln cx

x
y


  

3. .
2

1
)1(,

1 2

e
yey

x
y

x



  Ответ:  .

2

2

x

e
y

x

  

4. .0)cos1()sin(
2

 dyyxdxyx  Ответ:  .sin33
3

cyxyx   
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5. .
11
3

x
y

x
y       Ответ:  .

1
ln 21 c

x
xcy   

 

Вариант 2 
 

Решить уравнения: 

1. .)1(
xx

eyye      Ответ:  .)1(ln2
2


x

ecy  

2. .
2

22

xy

xy
y


      Ответ:  .ln4

22
cxxy   

3. .0)0(,3
3

22
 yexyxy

x
  Ответ:  .

3

1 3
3 x
exy   

4. .0)cos()sin(  dyyyedxxye
xx

 Ответ:  .0sin2
22

 yeyx
x

 

5. .
1

xy
x

y       Ответ:  .
23 2

2

1

3

c
x

c
x

y   

 

 

Занятия 23–24 
 

Линейные уравнения высших порядков 
 

Пример 1. Найти определитель Вронского систем функций: 

а) );;(;,,
2

Jexxee
xxx

 б) );;(;sin,cos,3
22

Jxx  

в) ).;(;,
2

 Jxxx  

Исследовать данные функции на линейную зависимость. 

∆  а) Находим 




xxx

xxx

xxx

exxexe

exxexe

exxee

xW

)24()2(

)2()1()(
2

2

2

 

.2

2420

210

1

2421

211

1
3

2

3

2

2

2

3 xxx
e

x

x

xx

e

xxx

xxx

xx

e 







  

Поскольку ,0)( xW  данные функции линейно независимы на .J  

б) .0

2cos22cos20

2sin2sin0

sincos3

)(

22







xx

xx

xx

xW  
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Вывод о линейной зависимости данных функций по их определителю 

Вронского сделать нельзя. Но так как  0sincos3
2

3

2

21  xx   при 

,1,
3

1
321   данные функции являются линейно зависимыми на  J. 

в) Для функции xxxf )(  при ,22)(0 xxxfx    при   

,22)(0 xxxfx    при  .20
0

lim)0(0
0

0








x
x

x
x

xx
fx  

Таким образом, .,2)( Jxxxx   

Находим .0
22

)(

2





xx

xxx
xW  

Вывод о линейной зависимости данных функций по их определителю 

Вронского сделать нельзя. Данные функции линейно независимы на J, так как 

тождество  )(02

2

1 Jxxxx   выполняется только при .021   

Действительно, при  1x  получаем ;021   при 1x  имеем 

.021   Эта система имеет решение .021   ▲ 

Пример 2. Показать, что функции 
2

1 xy   и 
5

2 xy   образуют фундамен-

тальную систему решений некоторого линейного однородного уравнения вто-

рого порядка, и найти решение задачи Коши для этого уравнения с начальными 

условиями .2)1(,1)1(  yy  

∆ Находим определитель Вронского  .3
52

);(
6

4

52

21 x
xx

xx
yyW   

Следовательно, функции 
2

1 xy   и 
5

2 xy   образуют фундаментальную 

систему решений некоторого однородного линейного уравнения второго по-

рядка, коэффициенты которого являются непрерывными функциями при .0x   

Общее решение этого уравнения имеет вид  ,
5

2

2

1 xcxcy   где  1c  и 2c  – 

произвольные постоянные. 

Для решения поставленной задачи Коши необходимо определить значе-

ния постоянных 1
c  и 2

c  так, чтобы выполнялись заданные начальные условия.  

Имеем  








,252

,1

21

21

сс

сс
  откуда .

3

4
,

3

7
21  cс  

Поэтому решение данной задачи Коши имеет вид .
3

4

3

7 52
xxy   ▲ 

Пример 3. Показать, что функции 
x

eyxyy  321 ,,1  образуют фун-

даментальную систему решений некоторого линейного однородного уравнения 
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третьего порядка. Составить это уравнение.  

∆ Найдем :);;( 321 yyyW  

.0
10

11

00

10

1

);;( 321 Rxee

e

e

ex

yyyW
xx

x

x

x

  

Следовательно, данные функции образуют фундаментальную систему 

решений некоторого линейного однородного уравнения третьего порядка с ко-

эффициентами, непрерывными на ).;(   

Это уравнение имеет вид  .0);;;( 321 yyyyW  

).(
1

1

10

10

11

00

00

10

1

);;;( 321 yye
y

y
e

y

y

y

e

ey

ey

ey

exy

yyyyW
xxx

x

x

x

x




















  

Искомое уравнение имеет вид  ,0)(  yye
x

  или  .0 yy  ▲ 

Пример 4. Найти общие решения уравнений: 

а) ;065  yyy   б) ;06  yy  

в) ;044  yyy   г) .072  yyy  

∆ а) Корни характеристического уравнения 065
2

  – числа 

.3,2 21   Фундаментальную систему решений образуют функции 

.,
32 xx

ee


 

Общее решение имеет вид  .
3

2

2

1

xx
ececy


  

б) Корни характеристического уравнения 06
2

  – числа 01   и 

.6
2
  Фундаментальную систему решений образуют функции 1 и .

6x
e  Общее 

решение имеет вид .
6

21

x
eccy   

в) Корни характеристического уравнения 044
2

  – числа 

.2
21

  Фундаментальную систему решений образуют функции 
x

e
2

 и 

.
2x

xe


 Общее решение имеет вид .
2

2

2

1

xx
xececy


  

г) Корни характеристического уравнения 072
2

  – числа 

.61
1

i  Фундаментальную систему решений образуют функции 

xe
x

6cos


 и .6cos xe x
 Общее решение имеет вид 

).6sin6cos( 21 xcxcey
x




 ▲ 
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Пример 5. Найти общие решения уравнений: 

а) ;06116
)4(

 yyyy   б) ;08  yy  

в) ;033
)4()5(

 yyyy   г) ;02
)4(

 yyy  

д) .04444
)4()5(

 yyyyyy  

∆ а) Находим корни характеристического уравнения .06116
234

  

Имеем 

 )6655()6116(
22323

 

.0)3)(2)(1())1(6)1(5)1((
2

  

Откуда .3,2,1,0 4321    Фундаментальную систему ре-

шений образуют функции  .,,,1
32 xxx

eee   

Общее решение имеет вид .
3

4

2

321

xxx
ecececcy   

б) Находим корни характеристического уравнения .08
3

  Имеем 

.0)42)(2(
2

  Откуда .31,2 3,21 i  Фундаментальную си-

стему решений образуют функции  .3sin,3cos,
2

xexee
xxx

 Общее решение 

имеет вид ).3sin3cos( 32

2

1 xcxceecy
xx




 

в) Находим корни характеристического уравнения .033
2345
  

Имеем .0)1(
32
  Откуда .1,0 5,4,32,1   Фундаментальную систему 

решений образуют функции .,,,,1
2 xxx
exexex  Общее решение имеет вид 

).(
2

54321 xcxccexccy
x

  

г) Находим корни характеристического уравнения .012
24

  Имеем 

.0)1(
22
  Откуда ., 4,32,1 ii   Фундаментальную систему решений 

образуют функции .sin,cos,sin,cos xxxxxx  Общее решение имеет вид 

.sin)(cos)( 4321 xxccxxccy   

д) Находим корни характеристического уравнения 

.04444
2345

   

Имеем ,0)2)(1(,0)1(4)1(4)1(
2224
  откуда 

.2,2,1 5,43,21 ii   Фундаментальную систему решений образуют 

функции  .2sin,2cos,2sin,2cos, xxxxxxe
x

 Общее решение имеет вид 

.2sin)(2cos)( 54321 xxccxxccecy
x

  ▲ 

Пример 6. Применяя метод вариации произвольных постоянных, решить 
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уравнение .
1


x

x

e

e
yy  

∆ Решим соответствующее однородное уравнение .0 yy  Находим 

корни характеристического уравнения .01
2

  Откуда .1,1 21   Фун-

даментальную систему решений образуют функции 
x

ey 1  и .2

x
ey


  Общее 

решение однородного уравнения имеет вид .21

xx
ececy


   

Общее решение исходного неоднородного уравнения ищем в виде 

.)()( 21

xx
excexcy


  

Составим систему  


















.
1

)()(

,0)()(

2

21

x

x
xx

xx

e

e
excexc

excexc

 

Решая ее, находим:  .
12

1
)(,

1

1

2

1
)(

2

21






x

x

x
e

e
xc

e
xc  

Интегрируя, имеем:    





 te
ee

dxe

e

dx
xс

x

xx

x

x
)1(2

1

12

1
)(1  

;)1ln(
2

1

21

11

2

1

)1(2

1
1  











 ce

x
dt

tttt

dt x
 

  






 .)1ln(

2

1

2

1

1

11

2

1

12

1
)( 2

2

2 ceede
e

e
dx

e

e
xс

xxx

x

x

x

x

 

Общее решение имеет вид  

.)))1ln(1())1ln(((
2

1
21

xxxxxx
ececeeeexy


  ▲ 

Пример 7. Указать вид частных решений для данных неоднородных уравне-

ний: 

а) ;4
22 x

exyy      б) ;2sin44
2x

exyyy   

в) ;sin22 xeyyy
x

    г) ;)1(65
22 xx

xeexyyy   

д) ;cos106
3

xxxeyyy
x




  е) .2sin34
22

xeeyy
xx

  

∆ а) Находим корни характеристического уравнения .04
2

  Откуда 

.2,2 21   Частное решение имеет вид .)(*
2

32

2

1

x
eAxAxAxy   

б) Находим корни характеристического уравнения .044
2

   

Откуда .221   Частное решение имеет вид  

.2cos2sin*
22

321

x
exAxAxAy   

в) Находим корни характеристического уравнения .022
2

  Откуда 
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.1
2,1

i  Частное решение имеет вид ).cossin(* 21 xAxAey
x

  

г) Находим корни характеристического уравнения .0652   Откуда 

.3,2 21   Частное решение имеет вид 

.)()(*
2

5432
2

1
xx

eAxAxeAxAxAy   

д) Находим корни характеристического уравнения .0106
23

  

Откуда .3,0
3,21

i  Частное решение имеет вид 

).()sin)(cos)((* 654321
3

AxAxxAxAxAxAxey
x




 

е) Находим корни характеристического уравнения .04
3

  Откуда 

.2,2,0 321   Частное решение имеет вид  

).2cos2sin(* 54
22

21 xAxAexeAxAy
xx

  ▲ 

Пример 8. Найти общее решение уравнения .523
2

 xxyy  

∆ Так как характеристическое уравнение 0
23
  имеет корни 

,1,0 32,1   то общим решением соответствующего однородного уравнения 

0 yy  является функция .321o.o
x

ecxccY   Частное решение уравнения 

определяется формулой   .)(*
2

3
3

2
4

132
2

1
2

xAxAxAAxAxAxy   

Находим: 

;234* 3
2

2
3

1 xAxAxAy   

;2612* 32
2

1 AxAxAy   

.624* 21 AxAy   

Подставив эти выражения в исходное уравнение, получим 

5232612624
2

32
2

121  xxAxAxAAxA   или 

,0)625()2246()123( 2312
2

1  AAxAAxA  откуда   















.0625

,02246

,0123

23

12

1

AA

AA

A

 

Решая систему, находим: .
2

9
,

3

2
,

4

1
321  AAA  

Общее решение имеет вид  .
2

9

3

2

4

1 234
321o.н xxxecxccY

x
   ▲ 

Пример 9. Решить уравнение .3cos37102 xyyy   

∆ Находим корни характеристического уравнения ,0102
2

  откуда 

.312,1 i  Общим решением соответствующего однородного уравнения явля-
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ется функция  ).3sin3cos( 21o.o xcxceY
x

  Частное решение уравнения опре-

деляется формулой .3sin3cos* 21 xAxAy   Подставляя функцию *y  и ее 

производные ,3cos33sin3* 21 xAxAy   xAxAy 3sin93cos9* 21   

в данное неоднородное уравнение, получим равенство  

,3cos373sin)6(3cos)6( 2121 xxAAxAA    

откуда 








.06

,376

21

21

AA

AA
 

Решая систему, находим: .6,1 21  AA   

Следовательно,  .3sin63cos)3sin3cos( 21o.н xxxcxceY
x

  ▲ 

Пример 10. Решить уравнение .2
xx

exeyy


  

∆ Характеристическое уравнение 01
2

  имеет корни ,i  поэтому 

общее решение однородного уравнения  .sincos 21o.o xcxcY   Пользуясь прин-

ципом суперпозиции (наложения), частное решение исходного уравнения сле-

дует искать в виде  .)(*** 32121

xx
eAeAxAyyy


  

Итак,   

,)(2*

,)(*

,)(*

1

0

1

3211

3211

321

xxx

xxx

xx

eAeAxAeAy

eAeAxAeAy

eAeAxAy













  

.22)22(2** 3211

xxxxx
exeeAeAAxeAyy


  

Отсюда  .1,
2

1
,

2

1
,

,22

022

,12

321

3

21

1

















AAA

A

AA

A

 

Следовательно, общее решение исходного уравнения  

.)1(
2

1
sincos 21o.н

xx
eexxcxcY


  ▲ 

Пример 11. Решить уравнение .44
2x

xeyyy   

∆ Характеристическое уравнение 044
2

  имеет корни ,221   

поэтому общее решение однородного уравнения .
2

2

2

1o.o

xx
xececY   Так как чис-

ло 2 является двукратным корнем характеристического уравнения, частное реше-

ние неоднородного уравнения следует искать в виде  

.)()(*
22

2

3

121

2 xx
exAxAeAxAxy   

Находим:  

,)2)23(2(*
2

2

2

21

3

1

x
exAxAAxAy   
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.)2)86()412(4(*
2

221

2

21

3

1

x
eAxAAxAAxAy   

Таким образом, 

,)2)86()412(4(*

,)2)23(2(*

,)(*

1

4

4

2

221

2

21

3

1

2

2

2

21

3

1

22

2

3

1

x

x

x

eAxAAxAAxAy

exAxAAxAy

exAxAy







  

.26*4*4*
22

2

2

1

xxx
xeeAxeAyyy    

Отсюда  .0,
6

1
21  AA  

Следовательно, общее решение исходного уравнения 

.
6

)(
2

3

21

2

o.н

xx
e

x
xcceY   ▲ 

Пример 12. Решить задачу Коши .1)0(,
8

1
)0(,12

22
 yyxeyy

x
 

∆ Характеристическое уравнение 02
2

  имеет корни ,2,0 21 

поэтому общее решение однородного уравнения:  .
2

21o.o

x
eccY   

Пользуясь принципом суперпозиции, частное решение исходного уравне-

ния следует искать в виде  .*** 4

2

3

3

2

2

121 xAxAxAxeAyyy
x

  

Подставляя функцию 
*y  и ее производные   

,2322* 43

2

2

2

1

2

1 AxAxAxeAeAy
xx

  

3

2

2

2

1

2

1 2646* AxAxeAeAy
xx

  

в данное неоднородное уравнение, получим равенство 


43

2

2

2

1

2

132

2

1

2

1
246442646 AxAxAxeAeAAxAxeAeA xxxx

 

,122  xe x
  откуда   





















.122

,046

,16

,12

43

32

2

1

AA

AA

A

A

 

Решая систему, находим: .
4

1
,

4

1
,

6

1
,

2

1
4321  AAAA  

Следовательно, .
4

1

4

1

6

1

2

1 2322

21o.н xxxxeeccY
xx

  

Для того чтобы решить задачу Коши, находим  

.
4

1

2

1

2

1

2

1
2

2222

2o.н  xxxeeecY
xxx

 

Используя начальные условия, получаем систему для определения 1c  и 2c : 
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,1
4

1

2

1
2

,
8

1

2

21

c

cc

  откуда находим .
8

1
,0 21  cc  

Таким образом, частное решение, удовлетворяющее данным начальным 

условиям, имеет вид  .
4

1

4

1

6

1

2

1

8

1 2322
xxxxeey

xx
    ▲ 

 

 

Дополнительные задачи 
 

1. Решить уравнения: 

а) ;0 yyy      б) ;01892  yyyy      

в) ;0910
)4(

 yyy  г) 034  yyy ;  

д) 05  yy ; е) 096  yyy ; 

ж) 044  yyy ; з) 022  yyy ; 

и) 0136  yyy ; к) 
IV 16 0y y ; 

л) 
IV 4 0y y . 

Ответ:  а) ;
2

3
sin

2

3
cos 21

2








 xССey

x

  

б) ;3sin3cos 32

2

1 xСxСeСy
x

  

в) xСxСxСxСy 3sin3cossincos 4321  ;  

г) 
xx

eCeCy
3

21  ;   

д) ;
5

21

x
eCCy    

е) 
xx

xeCeCy
3

2

3

1


 ;   

ж) 2
2

2
1

xx

xeCeCy  ;   

з) )sincos( 21 xCxCey
x

 ; 

и) )2sin2cos( 21

3
xCxCey

x
 ; 

к) xCxCeCeCy
xx

2sin2cos 43

2

2

2

1 


; 

л)  )sincos( 21 xCxCey
x

)sincos( 43 xCxCe
x




. 

2. Решить уравнения методом Лагранжа (вариации произвольных посто-

янных):  

а) 
x

yy
2cos

1
4  ;      б) 

xx
eeyy cos

2
 ;  
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в) xeyyy
x
ln44

2
 ; г) 

1
2

2



x

e
yyy

x

. 

Ответ: а) xcxxcxy 2sin
2

1
2cos2cosln

4

1
11 




 





  ;  

б) );cos(21

xx
eeccy    в) )3ln2(

4
)(

2
2

21

2



xe

x
xCCey

xx
; 

г) 




  )1(ln

2

1
arctg)(

2

21 xxxexCCey
xx

. 

 

3.  Указать вид частного решения уравнения: 

а) 234  xyy ;  б) 
x

exyyy
3

)12(372  ; 

в) xxxyy 7sin3449
3

 ;  г) xeyyy
x
cos ; 

д) xxyy cos ;     е) xxxxxyyy cos)4(sin)12(2
2
 ; 

ж) .2sin
2

xxeyy
x

  

Ответ:  а) )(
2

ч BAxxy  ;  б) 
x

eBAxxy
3

ч )(  ;   

в) )7sin7cos(
23

ч xNxMxDCxBxAxy  ; 

г) )sincos(ч xBxAey
x

 ;  д) );sin)(cos)((ч xDCxxBAxxy   

е) ;sin)(cos)(
22

ч xFExDxxCBxAxy   

ж) ).()sincos(
2

ч FDxCxxxBxAey
x

       

4. Решить уравнения: 

а) 14333  xyyyy ; 

б) 
x

eyyyy


 633 ; 

в) xyyy 2sin75136  ; 

г) 
xx

eeyyy
2

65


 ;    

д) ;183
3

xeyy
x
    

е) ;13  xyy       

ж) .cos
2
xyy   

Ответ:  а) 532

3

1 


xeCeCeCy
xxx

;   

б) ;)(
32

321

xx
exxCxCCey
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в) xxxCxCey
x

2sin32cos4)2sin2cos( 21
3




;  

г) ;
2

1 23
2

2
1

xxxx
xeeeCeCy


  

д) ;23
3

1 3
21

23 xx
eccxxxey     

е) ;
2

1
321

23
xccecxxy

x
  

ж) .2cos
10

1

2

1
21

xx
ececxy


  

 

Занятия 25–26 
 

Системы дифференциальных уравнений 
 

Пример 1. Решить систему уравнений 













.

,sin

cos t
xe

dt

dy

tx
dt

dx

 

∆ Первое уравнение решается независимо от второго. Разделяя в нем пере-

менные и интегрируя, получим  ).(,cosln,sin 1

cos

1 Rcecxtcxtdt
x

dx t



 

Подставляем найденное значение )(tx  во второе уравнение .1cdt

dy
   

Отсюда .21 ctcy   ▲ 

Пример 2. Решить систему уравнений 0

,

,














t

t

x

dt

dy

t

y

dt

dx

. 

∆  Сложив почленно данные уравнения, получим ),(
1

)( yx
t

yx
dt

d
   

откуда  .1

t

c
yx   

Вычитая почленно исходные уравнения, имеем ),(
1

)( yx
t

yx
dt

d
    

откуда  .2 tcyx   

Из системы уравнений 












tcyx

t

c
yx

2

1 ,
  находим ,

2

1
2

1








 tc

t

c
x   

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



123 
 

 

.
2

1
2

1








 tc

t

c
y  ▲ 

Пример 3. Решить систему уравнений 













.

,

2

2

xy
t

y

dt

dy

yx
dt

dx

 

∆ Умножив обе части первого уравнения на y , а второго – на x  и сложив 

почленно полученные уравнения, имеем   
t

xy

dt

dy
x

dt
dx

y    или  .)( dt
t

xy
xyd   

Отсюда .1tcxy   

Заменяя в первом уравнении данной системы xy  на tc1 , получим  

.1txc
dt

dx
  

Интегрируя это уравнение, находим .2
2

2

1
tc

ecx   Если ,02 c  то

2

2

1

2

11
tc

et
c

c

x

tc
y  . 

Если ,02 c  т. е. ,0x  то ;cty   если ,0y  то .cx   ▲ 

Пример 4. Найти общее решение системы 













2
33

,042

xzy
dx
dz

zy
dx

dy

  и част-

ное ее решение, удовлетворяющее начальным условиям  

.
4
3

1)0(,7)0(  zy  

∆  Дифференцируем по x  первое уравнение:  .042  zyy  Под-

ставляем в это уравнение  ,33
2

zyxz   а затем  ).2(
4

1
yyz   В резуль-

тате получаем одно дифференциальное уравнение второго порядка с одной не-

известной функцией :y   .122
2

xyyy   

Составим и решим характеристическое уравнение ,02
2

  

2,1 21  . 

.2;2;; ч.н21ч.н32

2

1ч.н

2

21o.o AYAxAYAxAxAYececY
xx

 


 

Находим неизвестные коэффициенты :,, 321 AAA  

.9,6,6,1222222 321

2

32

2

1211  AAAxAxAxAAxAA  
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Следовательно,  

,966
22

21o.н 


xxececY
xx

  .33
4

1

4

2 22

21o.н 





xecec
yy

Z
xx

 

Подставив в полученные соотношения ,
4

3
1,7,0  zyx  получим 












.
4

3
13

4

1

,79

21

21

cc

cc

    Откуда  1,1 21  cc .   

Частное решение имеет вид  
















.33
4

1

,966

22

22

xeez

xxeey

xx

xx

     ▲ 

Пример 5. Решить систему уравнений 













.43

,2

zy
dx

dz

zy
dx

dy

  Найти ее частное 

решение, удовлетворяющее начальным условиям:  2,1  zy  при .0x  

∆  Частные решения этой системы ищем в виде .,
xx

ezey


  

Составляем характеристическое уравнение  ,0
43

21





 

.023
2

   Оно имеет корни  .2,1 21    

При 11   система уравнений для нахождения   и   имеет вид  









.033

,022
 

Она эквивалентна уравнению ,0  одно из решений которого:  

.1,1   Поэтому характеристическому числу 1  соответствует част-

ное решение ., 11

xx
ezey    

Аналогично находим частное решение, соответствующее характеристи-

ческому числу :22    








.023

,023
 

Одно из решений этой системы: .3,2   

Таким образом, .3,2
2

2

2

2

xx
ezey   

Общим решением системы уравнений будет  










.3

,2

2

21

2

21

xx

xx

ececz

ececy
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Найдем частное решение, удовлетворяющее указанным начальным услови-

ям. Полагая в общем решении ,2,1,0  zyx  имеем  








,32

,21

21

21

cc

cc
 

откуда .1,1 21  cc  

Поэтому частным решением будет 










.3

,2

2

2

xx

xx

eez

eey
 ▲ 

Пример 6. Решить систему уравнений 













.

,3

yx
dt

dy

yx
dt

dx

   

∆ Составляем и решаем характеристическое уравнение: 

.2,044,0
11

13
21

2





 

Так как характеристическое уравнение имеет корень 2  кратностью 

два, частные решения системы ищем в виде  .)(,)(
22 tt

etyetx   

Подставляя эти выражения в исходные уравнения, получим 









.)(2

,)(3)(2

ttt

ttt
 

Эти равенства тождественно выполняются тогда и только тогда, когда 









.0

,0
 

Полученная алгебраическая система имеет два линейно независимых ре-

шения, так как она содержит четыре неизвестных и ранг матрицы системы не 

равен нулю. 

Очевидно, что в качестве таких решений можно взять, например, ,1

0,1    и  .1,1,0,1   Следовательно, найдены два ли-

нейно-независимых решения исходных уравнений:  
tt

etyex
2

1
2

1 )(,    и  

.)(,)1(
2

2

2

2

tt
tetyetx   

Все решения начальной системы уравнений запишутся в виде   











.

,)1(

2

2

2

1

2

2

2

1

tt

tt

etcecy

etcecx
  ▲ 
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Пример 7. Решить систему уравнений 













.2

,2

zy
dx

dz

zy
dx

dy

   

∆  Составляем и решаем характеристическое уравнение 

.2,054,0
21

12
2,1

2
i




 

Построим комплексное решение вида ,,
)2()2( xixi

ezey


  соответ-

ствующее характеристическому числу .21 i  Числа   и   определяем из 

уравнения  .0 i  Полагая ,1  находим ,i  так что  















).cos(sin

),sin(cos

2)2(

2)2(

xixeiez

xixeey

xxi

xxi

 

Отделяя действительные и мнимые части, получаем два вещественных 

линейно независимых частных решения: 











xez

xey

x

x

sin

,cos

2

1

2

1
   и   











.cos

,sin

2

2

2

2

xez

xey

x

x

 

Общим решением системы будет  










).cossin(

),sincos(

21

2

21

2

xcxcez

xcxcey

x

x

   ▲ 

Пример 8. Решить систему уравнений 





















.2

,4

,2

31
3

32
2

31
1

xx
dt

dx

xx
dt

dx

xx
dt

dx

 

∆  Составляем и решаем характеристическое уравнение 

.1,1,0,0)1(,0

201

410

201

321

2








 

Частные решения системы будем искать в виде  ,, 21

tt
exex


  
t

ex


3 . 

Корню 01   соответствует система  из двух уравнений (третье есть след-

ствие первых двух):  








.04

,02
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Одно из решений:  .1,4,2   

Отсюда получаем одно решение исходной системы:  

.11,44,22
0)1(

3

0)1(

2

0)1(

1 
ttt

exexex  

Корню 1
2
  соответствует система  









.03

,02
 

Одно из решений:  .0,1,0   

Получаем второе решение исходной системы:  .0,,0
)2(

3

)2(

2

)2(

1  xexx
t

 

Корню 1  соответствует система  








.042

,022
 

Одно из решений:  .1,2,1   

Отсюда получаем третье решение исходной системы:  

.,2,
)3(

3

)3(

2

)3(

1

ttt
exexex


  

Общее решение имеет вид 


























































1

2

1

0

1

0

1

4

2

321

tt
ececcx ,  или  






















.

,24

,2

313

3212

311

t

tt

t

eccx

ececcx

eccx

    ▲ 

Пример 9. Решить систему уравнений 













.2

,323

2

2

t

t

eyx
dt

dy

eyx
dt

dx

   

а) Методом вариации произвольных постоянных. 

б) Методом неопределенных коэффициентов. 

∆  а) Рассмотрим однородную систему 













.2

,23

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

Ее решение ищем в виде ,,
tt

eyex


  где    – корень уравнения  

.4,1,045,0
21

23
21

2





 

Соответствующие корню 11  значения   и   определяем из уравнения 

.022   Одно из решений этого уравнения есть .1,1   Поэтому 
tt

eyex  11 ,  – решение однородной системы. Значения   и  , соответ-

ствующие второму корню ,4  определяются из уравнения .02   Чис-
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ла 1,2   удовлетворяют этому уравнению, поэтому 
tt

eyex
4

2

4

2 ,2  – 

решение однородной системы. Общее решение  однородной системы имеет вид  











.

,2

4

21

4

21

tt

tt

ececy

ececx
 

Решение исходной неоднородной системы ищем в виде 











.)()(

,)(2)(

4

21

4

21

tt

tt

etcetcy

etcetcx
 

После подстановки этих выражений в начальную систему уравнений  

получим  














.)()(

,3)(2)(

24

21

24

21

ttt

ttt

eetcetc

eetcetc
 

Отсюда 
tt

etcetc
2

21 3

4
)(,

3

1
)(


  или  .

3

2
)(,

3

1
)( 2

2

211 cetccetc
tt



 

Подставляем найденные значения )(1 tc  и )(2 tc  в решение неоднородной 

системы. Окончательно получим  










.

,2

24
21

24
21

ttt

ttt

eececy

eececx
 

б) Общее решение линейной неоднородной системы имеет вид 

ч.но.оo.н ХХX  . 

Найдем .
ч.н

ч.н

ч.н 









y

х
Х  

Так как число 2 не является корнем характеристического уравнения, 

частное решение системы ищем в виде .,
22 tt

eyex   

Подставляя эти выражения в данную систему уравнений, получим уравне-

ния для определения коэффициентов   и :  .1,1
,122

,3232









 

Таким образом, искомое частное решение есть ,,
2

ч.н

2

ч.н

tt
eyeх   а 

общее решение системы имеет вид  










.

,2

24

21

24

21

ttt

ttt

eececy

eececx
  ▲ 

Пример 10. Для системы неоднородных линейных уравнений  













t

t

eyx
dt

dy

eyx
dt

dx

4
32

,22
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нужно записать структуру его частного решения. 

∆  Находим корни характеристического уравнения соответствующей од-

нородной системы  3,1,034,0
21

12
21

2





. 

Так как число 1 является простым корнем характеристического уравне-

ния, а число 4  не является корнем характеристического уравнения, частное ре-

шение данной системы имеет вид 

.)(,)(
4

321ч.н

4

321ч.н

tttt
eBetBByeAetAAx   ▲ 

Пример 11. Решить систему уравнений 













.tg

,1tg
2

tx
dt

dy

ty
dt

dx

   

∆ Найдем общее решение соответствующей однородной системы













.

,

x
dt

dy

y
dt

dx

 

Составим и решим характеристическое уравнение 

.,01,0
1

1
2,1

2
i




 

Построим комплексное решение вида  .,
itit

eyex   Числа   и   

определяем из уравнения .0i  Полагая ,1  находим .i  

Таким образом,   .cossin,sincos titieytitex
itit

  

Отделяя вещественные и мнимые части, получаем 

















.cos

,sin

;sin

,cos

2

2

1

1

ty

tx

ty

tx
 

Общее решение однородной системы имеет вид 









.cossin

,sincos

21

21

tctcy

tctcx
 

Решение неоднородной системы ищем в виде 








.cos)(sin)(

,sin)(cos)(

21

21

ttcttcy

ttcttcx
 

Подставляя эти выражения в исходную систему, получаем 











.tgcos)(sin)(

,1tgsin)(cos)(

21

2

21

tttcttc

tttcttc
 

Отсюда .
cos

sin
)(,cos)(

2

3

21
t

t
tcttс   

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



130 

 

Интегрируя, находим  ,sincos)( 11   tctdttс  

.cos
cos

1

cos

cos)cos1(

cos

sin
)( 22

2

2

3

2   


 t
t

c
t

tdt
dt

t

t
tc  

Поэтому  








.2cossin

,tgsincos

21

21

tctcy

ttctcx
   ▲ 

 
 

Дополнительные задачи 

 

1. Решить системы методом исключения: 

а) 













;34

,2

yx
dt

dy

yx
dt

dx

    б)  













;58

,36

yx
dt

dy

yx
dt

dx

   в)  













;15

,8

yx
dt

dy

tyx
dt

dx

 

г)  













;

,

yx
dt

dy

eyx
dt

dx t

   д)  













.tg

,1tg
2

tx
dt

dy

ty
dt

dx

 

Ответ: а) ;2,
5

21

5

21

tttt
eCeCyeCeCx 


 

б) ;
3

8
,

3

2

2

1

3

2

2

1

tttt
eCeCyeCeCx 


 

в) ;
4
7

22sin2cos
21

 ttCtCx  

;
4

15
102sin)2(2cos)2(

2121
 ttCCtCCy  

г) ;,
2

21

2

21

ttt
eeCCyeCCx   

д)  .2sincos,tgsincos 2112  tCtCyttCtCx  

2. Решить систему  













yx
dt

dy

yx
dt

dx
,2

   сведением к дифференциальному 

уравнению высшего порядка. 

Ответ:  .sin)(cos)(
2

1
,sincos 212121 tcctccytctcx   
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3. Решить систему  













yx
dt

dy

yx
dt

dx

43

,2

   с помощью характеристического 

уравнения. 

Ответ:  .3, 2

5

12

5

1

tttt
ececyececx   

4. Найти общее решение системы 

















x

x

ezy
dx
dz

ezy
dx

dy

43

,22
  методом 

вариации постоянных. 

Ответ:  .3,22
2

21

2

21

xxxxxx
ececezececey 


 

5. Найти общее решение системы ,

.54

12412

,2




















zyx
dt

dz

zyx
dt

dy

zyx
dt

dx

  

Ответ:  .2,23,2
2

321

2

31

2

321

ttttt
ececczeccyececcx   

 

 

Занятие 27 
 

Контрольная работа. Дифференциальные уравнения. 
 

Вариант 1 
 

1. Решить задачу Коши 

.0)0(,1)0(,1)0(,0485  yyyyyyy  

Ответ:  .
8

5

2

1

2

1 22 xxx
xeeey   

2. Найти общее решение уравнения, используя метод Лагранжа: 

.2ctg84 xyy   

Ответ:  .2sin2costgln2sin2 21 xcxcxxy   

3. Определить вид частного решения: 

а) ;cos354
2

xxeyyy
x
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б) .42cos4
2

xxeyy
x

  

Ответ:  а) );sin)(cos)((
222

xKxDxxBxAxey
x




 

б) ).()2sin2cos(
22

KxDxxBxAey
x

  

4. Найти общее решение уравнения  .143612
6x

eyyy   

Ответ:  .7
626

2

6

1

xxx
exxececy   

5. Решить задачу Коши  .4)0(,1)0(,68222
2

 yyxxyyy  

Ответ:  .2)sin3(cos
2

xxxxey
x




 

6. Решить систему методом исключения:   










.623

,2

2

2

x

x

ezyz

ezyy
 

Ответ:  .39,2 21

2

21

2 xxxxxx
ececezececey


  

7. Решить систему методом Эйлера: 













.23

,32

zy
dx

dz

zy
dx

dy

 

Ответ: ).3cos3sin(),3sin3cos( 21

2

21

2
xcxcezxcxcey

xx
  

 

Вариант 2 

 

1. Решить задачу Коши 

.14)0(,1)0(,0)0(,035  yyyyyyy  

Ответ:  .3
3xxx

exeey


  

2. Найти общее решение уравнения, используя метод Лагранжа: 

.
2

ctg
4

1

4

1 x
yy   

Ответ:  .
2

sin
2

cos
4

tgln
2

sin 21

x
c

x
c

xx
y   

3. Определить вид частного решения: 

а) ;2sin252 xxeyyy
x

  

б) .32sin2
2

xxeyy
x

  

Ответ:  а) );2sin)(2cos)((
22

xKxDxxBxAxey
x
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б) ).()2sin2cos(
232

KxDxxBxAey
x

  

4. Найти общее решение уравнения .62
x

eyyy


  

Ответ:  .3
2

21

xxx
exxececy


  

5. Решить задачу Коши 

.2)0(,2)0(,4cos244sin9256  yyxxyyy  

Ответ:  .4sin)4sin34cos2(
3

xxxey
x

  

6. Решить систему методом исключения: 










.423

,22

x

x

ezyz

ezyy
 

Ответ:  .3)1(, 2121

xxxxxx
ececexzececxey


  

7. Решить систему методом Эйлера: 













.3

,3

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

Ответ:  ).3cos3sin(),3sin3cos( 2121 tctceytctcex
tt

  

 
 

Занятия 28–29 
 

Кратные интегралы. Приложения кратных интегралов 
 

Пример 1. Пользуясь определением двойного интеграла, вычислить  







20
10

2
.

y
x

dxdyxyI      

∆ Разобьем область интегрирования на элементарные ячейки соответ-

ственно прямыми ).1...,,2,1,(
2

,  nlk
n

l
y

n

k
x   При таком разбиении 

площади всех элементарных ячеек равны между собой и составляют .
2
2

n
 При 

составлении интегральной суммы значения функции  
2

xy  будем брать в правой 

верхней вершине прямоугольника. Тогда   

 
  


n

k

n

l

n

k

n

l
n lk

nn

kl

n
S

1 1

2

53

2

1 1
2

842
.  
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Как известно,  ,
2

)1(
...21

nn
n


   .

6

)12)(1(
...21

222 


nnn
n  

Отсюда  .
3

4

26

)12()1(8
limlim

5

22







 n

nnn
SI

n
n

n
 ▲ 

Пример 2. Оценить интеграл .
sincos100100

2
22

 


yx yx

dxdy
I  

∆ Определим наибольшее и наименьшее значения функции в области  

интегрирования:  

,
99

1

sincos100

1
max

2















yx
M  .

102

1

sincos100

1
min

2















yx
m  

Площадь интегрирования  .100S  

Поэтому  

.17,308,3,
99

100

102

100






II  ▲ 

Пример 3. На плоскости Oxy построить 

область интегрирования D по заданным преде-

лам изменения переменных в повторном инте-

грале  





4

0

32

3
2

2

x

x

dydxI  и вычислить этот интеграл. 

∆ Область интегрирования D расположена 

между прямыми 0x  и ,4x  снизу ограниче-

на параболой 3
2

2


x

y , сверху – прямой 

32  xy  (рис. 27).  

Следовательно, 












































 







dx
x

xdx
x

xdxydydxI
x

y

xy
x

x

4

0

24

0

24

0

32

3
2

4

0
2

23
2

32
3

2

2

32

2

 

3

1
5

3

2
1016

6 0

43
2











x
x . ▲ 

Пример 4. Представить двойной интеграл 
D

dxdyyxfI ),(  в виде по-

вторного интеграла с внешним интегрированием по x и внешним интегрирова-

нием по y, если известно, что область интегрирования D:  

а) ограничена прямыми 1x , ,4x  ,05 yx  ;0 yx  

б) треугольник с вершинами );2;3(),1;2(),0;0( BAO  

 

 
 

 

   
 

 
 

 
Рис. 27 
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в) внутренняя область эллипса  

1
49

22


yx

; 

г) круговое кольцо 41 22  yx . 

∆  а) Построим область интегрирования 

D (рис. 28). Она представляет собой паралле-

лограмм ABCD. Из уравнения стороны BC  

05  yx  получаем 5 xy , а из урав-

нения стороны AD  0 yx  получаем .xy   

Следовательно,

  



D

x

x

dyyxfdxdxdyyxfI
7

1

5

),(),( . 

Если изменить порядок интегрирования, 

то область D необходимо рассматривать как 

объединение трех областей: треугольников ABE, CDF и параллелограмма 

BFDE. Это вызвано тем, что нельзя записать границу ABC и границу ADC. 

Из уравнения стороны BC получаем 5 yx , а из уравнения стороны 

AD получаем yx  . 

Тогда  

  
BFDE CDFABED

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxfdxdyyxfI ),(),(),(),(  

.),(),(),(
12

7

12

5

7

6 5

6

1 1

   



y

y

y

y

dxyxfdydxyxfdydxyxfdy  

б) Область интегрирования D изображена на рис. 29. Находим уравнения 

прямых OA, AB и OB, на которых расположены стороны треугольника. Вос-

пользуемся уравнением прямой, проходящей через две заданные точки:

12

1

12

1

yy

yy

xx

xx









. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Рис. 29 

 

 

 

 

 

 

 

 
  

 
 

   
 

Рис. 28 
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Для стороны OA имеем 
01

0

02

0








 yx
. 

 

Следовательно, уравнение прямой OA имеет вид xy
2

1
  или yx 2 . 

Аналогично, прямая AB задается уравнением 73  xy  или 

3

7

3

1
 yx , а прямая OB – уравнением xy

3

2
  или yx

2

3
 . 

Так как верхняя граница области интегрирования D состоит из отрезков 

двух прямых, задаваемых различными уравнениями, то область D следует раз-

бить прямой 2x  на два треугольника: OAC и CAB. Тогда 

 
CABOACD

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxfI ),(),(),(  

  





3

2

73

3

2

2

0

2

1

3

2

),(),(
x

x

x

x

dyyxfdxdyyxfdx . 

Если изменить порядок интегрирования, то область D следует рассматри-

вать как совокупность треугольников OAD и OBD: 

 
OBDOADD

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxfI ),(),(),(  

  










1

0

3

7

3

1

2

0

2

3

7

3

1

2

3

),(),(

y

y

y

y

dxyxfdydxyxfdy . 

в) Уравнение 1
49

22


yx

 задает эллипс с центром в начале координат, фо-

кусы которого расположены на оси Ox и который имеет полуоси 3 и 2 (рис. 30). 

 

Верхняя граница области интегри-

рования – дуга ABC, уравнение которой 

2
9

3

2
xy  . Нижняя граница – дуга 

ADC, задается уравнением .9
3

2 2
xy   

Следовательно, 

 







3

3

9
3

2

9
3

2

2

2

),(),(

x

x
D

dyyxfdxdxdyyxfI . 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

Рис. 30 
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Запишем двойной интеграл в виде повторного с внешним интегрировани-

ем по y. В этом случае область интегрирования D ограничена справа дугой 

DCB, уравнение которой 
2

4
2

3
yx  , а 

слева – дугой DAB c уравнением 

2
4

2

3
yx  .  

Поэтому 

.),(),(
2

2

9
2

3

9
2

3

2

2

 








y

y
D

dxyxfdydxdyyxfI  

г) Кольцо 41 22  yx  образовано 

двумя концентрическими окружностями ра-

диусами 1 и 2 с центром в начале координат 

(рис. 31). Вертикальные касательные BL и DF, 

проведенные в точках M (–1;0) и N (1;0) к 

окружности 1
22
 yx , разбивают кольцо 

на области ABL, MBCDNR, MLKFNS, EDF. Дуги AB, BD, DE задаются уравнением  

24 xy  ;  дуги AL, LF, FE задаются уравнением  
2

4 xy  ; дуга MRN зада-

ется уравнением 
2

1 xy  ; дуга MSN задается уравнением  
21 xy  . 

Таким образом, 

  








1

2

4

4

2

2

),(),(
x

x
D

dyyxfdxdxdyyxfI  

   





























2

1

4

4

1

1

1

4

4

1

2

2

2

2

2

2

),(),(),(
x

x

x

x

x

x

dyyxfdxdyyxfdyyxfdx . 

При изменении порядка интегрирования получаем аналогичное выраже-

ние формальной заменой x на y и y на x (за исключением выражения функции 

),( yxf ). ▲ 

Пример 5. Вычислить повторные интегралы: 

а)  


x

dyyxdx
0

2

0

;)cos(   б)  


2sin

0 0
22

.
u

dv
vu

uv
du  

∆  а)   






x x

dxyxyxdyxdxdyyxdx
y

xy

0 0

2

0

2

0

2

0 0
)sin()()cos()cos(  

 

 

 

  

Рис. 31 
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;01
2

1

2

1
cos2cos

2

1
)sin2(sin

2

0 0

2

0

2  




xxdxxx  

  б)     


2sin

0 0

2sin

0 0

222

1
22

22
)()(

2

1
u u

vudvuududv
vu

uv
du  

 

2sin
3

1

3
)(2

2

1 3

2sin

0

32sin

0

2
2sin

00

2sin

0

22
 





u
duuduuuduvuu

uv

v

.  ▲ 

Пример 6. Вычислить двойной интеграл 



D

yx

xdxdy
I

2

3
22
)1(

 по пря-

моугольной области D:  .10;10  yx  

∆  С целью упрощения вычислений здесь целесообразно записать внут-

ренний интеграл по переменной x : 








 )1()1(
2

1

)1(

222

31

0

22
1

0

1

0 2

3
22

1

0

yxdyxdy

yx

xdx
dyI  
























 




dy
yy

dy

yx x

x 1

0
22

1

0 2

1
22 2

1

1

1

)1(

1

0

1

 

.
31

22
ln

2

1
ln

0

1

2

2











yy

yy
  ▲ 

Пример 7. Изменить порядок интегрирования в следующих двойных ин-

тегралах: 

а)    



2

1

341

0

1

0 0

23

2

;);();(
xxx

dyyxfdxdyyxfdxI  

б)   



2

0

2

2
2

;);(
x

xx

dyyxfdxI  

в)  





2

2

4

0

2

;);(
x

dyyxfdxI  

г)  
4

1 1

.);(
y

y

dxyxfdyI  
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∆  а)  В первом интеграле x  изменяется от 0 до 1, а y  от прямой 0y  до 

кривой 3

2

xy  , во втором интеграле x  изменяется от 1 до 2, а y  от прямой 0y  до 

кривой .341
2
 xxy  Область интегрирования изобразим на чертеже (рис. 32). 

Разрешим уравнения кривых OA  и AB  относительно переменной x : 

;2

3

3

2

yxxy    1)1()2(341
222

yxxxy  

.22
2

yyx   

Следовательно,  



1

0

22
2

2

3

.);(
yy

y

dxyxfdyI   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

б) Изобразим область интегрирования на чертеже (рис. 33). 

Если к полуокружности 
2

2 xxy   провести касательную, параллель-

ную оси Ох, то она разобьет данную область на три части: ОАВ, ВDК и АСD. 

Разрешим уравнения кривых ОА, АС и ВК  относительно переменной  х: 

ОА и АС:  ;
2

1
2

2
yxxy   

ОВ:  

);1(112
22

 xyxxxy  

ВК:  

).1(112
22

 xyxxxy  

Уравнение прямой КС имеет вид  .2x  

В областях ОАВ и ВDК y  изменяется от 0 до 1, 

а в области АСD – от 1 до 2. 

Таким образом,  

  





2

2

2

11

2

1

1

0

1

0

11

2

22

2

2

.);();();(

yy

y

y

dxyxfdydxyxfdydxyxfdyI  

О 

А  

1 

В 

1 2 х 

Рис. 32 

 

A 

y 

2 

1 

C 

D 

К 

1 О х 2 

Рис. 33 
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в) По пределам интегрирования по-

вторного интеграла восстановим область ин-

тегрирования D. Границы искомой области 

задаются уравнениями: 

.4;0;2;2
2

xyyxx    

Область интегрирования представлена 

на рис. 34.  

Разрешим уравнение кривой ABC отно-

сительно переменной  x: 

),0(4
2

 xyx  ).0(4
2

 xyx  

Следовательно,  





2

0

4

4

2

2

.);(
x

x

dxyxfdyI  

г) Область интегрирования D имеет сле-

дующие границы: ;4;1  yy ;
1

y
x   yx   

(рис. 35). При изменении порядка интегриро-

вания разобьем область D прямой 1x  на две 

области: ABN и NBC.  

Разрешим уравнения кривых AB и BC 

относительно переменной y: 

AB:  ;
11

x
y

y
x      

при ;
4

1
,4  xy  при ;1,1  xy  

BC: ;
2

xyyx      

при ;1,1  xy  при .2,4  xy  

Таким образом,  

   
1

4

1

4

1

2

1

4

.);();(
2

y
x

dyyxfdxdyyxfdxI ▲ 

Пример 8. Вычислить  
D

dxdyyxI ,)(
2

  

если область D ограничена параболами  

.,
22

yxxy   

∆  Область интегрирования D изображена 

на рис. 36.  

Она ограничена слева и справа прямыми 0x  и 1x , а снизу и сверху – 

 

 

 

 

Рис. 35  

 

 

 

 

 

  

Рис. 36  

 

 

 

 
 

 

Рис. 34 
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параболами 
2

xy   и .xy    

Следовательно,  




















    dx
y

yxdyyxdxdxdyyxI
xy

xy

D

x

x
2

1

0

1

0

2
222

2 2
)()(  

.
140

33

10

3

47

2

2

3

222 0

15
2

2

71

0

4
2

51

0

4
42































  x

x
xdx

xx
xdx

x
x

x
xx  ▲ 

Пример 9. Вычислить  ,
D

xydxdyI   если  D:  .2,4
2

xyxy   

∆  Построим данные линии и найдем их точки пересечения (рис. 37). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Если внутренний интеграл записать по переменной  x, то двойной инте-

грал по области D выразится одним двукратным интегралом: 

    




 




















xy

y

y

dy
y

ydyyxxdxydydxdyI
yx

yx4

2

4

2

1

4

2

4

2

4
22

2
2 4

)4(
2

1

2

1

2

1

4

 





























4

2

6
2

345
23

.90
24

8
3

8

42

1

4
168

2

1

2

4y
y

yy
dy

y
yyy  

Если интегрировать в другом порядке – сначала по y , а затем по x, то 

нужно область D предварительно разбить прямой ВС на две части. 

В этом случае     
 


2

0

2

2

8

2

2

4

.
x

x

x

x

ydxxdxydyxdxI    

Вычислив сумму этих двух интегралов, можно убедиться, что результат 

не зависит от порядка интегрирования.  ▲ 

 

y 
 

x O 

 

 

 

Рис. 37 
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Пример 10. Вычислить  

 
D

dxdyyxI ,)2(sin  если  D:  .
2

,0,2, 22 
 xxxyxy  

∆  Начертим область интегрирования (рис. 38). 

Если интегрировать вначале по переменной ,x  то пришлось бы область D 

предварительно разбить прямыми, параллельными оси Ох, на три части. По-

этому целесообразно внутренний интеграл записать по переменной y . 

Имеем  

 





D

x

x

dyyxdxdxdyyxI

2

2

22

0

)2(sin)2(sin  

 





2

0

22

2

2

)sin(
xy

xy
dxyxy  






2

0

42222
))2(sinsin)2(( dxxxxxxx

.
6

)1(2)44sin2(
32

0

2 
 



dxxx  ▲ 

Пример 11. Вычислить   


D

dxdy
x

y
,  если  D: ,,3,1 xyxyxy  ,2xy  .0,0  yx  

∆ Изобразим область интегрирования на чертеже (рис. 39). 

Для вычисления этого интеграла в декарто-

вой системе координат область АВСD необходи-

мо разбить прямыми, параллельными одной из 

координатных осей, на три части. Затем вычис-

лить интеграл по каждой частичной области и по-

лученные результаты просуммировать. Однако 

существует более короткий путь вычисления это-

го интеграла. Осуществим переход к криволиней-

ным координатам по формулам:   

).21(,),31(,  vvxyuuxy  

Отсюда  ., uvy
v

u
x   

При этом изображением области D является прямоугольник D1:  ,31  u

21  v  (рис. 40). 

В 

С 

y 

A 

D 

O x 

Рис. 39 

 

у 

2 

 О х 

Рис. 38
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Определяем якобиан преобразования: 

.
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

),(
3

v

v

u

u

v

v

u

uv

v

y

u

y
v

x

u

x

vuJ 






















 
Таким образом,  

   



D D

dvdududv
v

v

u

uv
dxdy

x

y 3

1

2

1

.1
2

1

2

1
▲

 
Пример 12. Перейти к полярным координатам и расставить пределы ин-

тегрирования в двойном интеграле 
D

dxdyyxfI ,),(  где 

а)  D – круг ;
222

Ryx   

б)  D – область, ограниченная линиями ,,8,4
2222

xyxyxxyx   

.2xy   

∆  а) Переходя к полярной системе координат ,sin,cos  ryrx  по-

лучаем следующее уравнение окружности .:
222

RrRyx   Очевидно, что  

,20   ,);( rrI   поэтому 

 



2

0 0

)sin,cos(
R

drrrrfdI . 

б) Преобразуем выражения 

xyx 4
22
  и xyx 8

22
  к каноническому 

виду: 

;4)2(4
2222
 yxxyx  

.16)4(8
2222
 yxxyx  

Следовательно, область  D  ограничена 

окружностью радиусом 2 с центром в точке 

(2;0), окружностью радиусом 4 с центром в 

точке (4;0), а также прямыми xy   и xy 2  

(рис. 41). 

Фигура ABCK ограничена лучом 
4


  

и 2arctg . В полярной системе координат уравнение дуги AK имеет вид 

 cos4sincos 2222 rrr .cos4 r  

Аналогично уравнение дуги BC имеет вид 

.cos8cos8sincos
2222

 rrrr  

v 

2 

1 

O u 3 1 

Рис. 40 

 

 

  

Рис. 41 
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Таким образом,   







2arctg

4

cos8

cos4

)sin,cos( drrrrfdI .▲ 

Пример 13. Переходя к полярным координа-

там, вычислить  



a xa

dyyxdx
0 0

22

22

. 

∆ Изобразим область интегрирования (рис. 42). 

Перейдем к полярным координатам: 

,
2

0,sin,cos 




 

 ryrx  

,);( rrI   ryx 
22

. 

Следовательно,  

.
6

1

3

3

0

3

0

2

0

2

0 0

2

22

a
r

drrddydx

axa a








     ▲ 

Пример 14. Вычислить  



D

dxdy
yx

I ,
1

22
 если D :  41

22
 yx . 

∆ Область D представляет собой круго-

вое кольцо, заключенное между окружностя-

ми 1
22
 yx  и 4

22
 yx  (рис. 43). Его 

можно разбить на трапециевидные части, как 

показано на рис. 43, и применить формулу 

сведения двойного интеграла к повторному. 

Однако гораздо удобнее сделать замену пере-

менных – перейти к полярным координатам: 

,20,sin,cos  ryrx  

.,);(
222

ryxrrI   

При этом отображении прообразом 

кольца является прямоугольник ,21  r  .20   Сводя двойной интеграл 

к повторному, получаем  .2
2

0

2

1

2

0

  
 

 ddrdI  ▲ 

Пример 15. Вычислить ,1
2

2

2

2

dydx
b

y

a

x

D

    если :D   .1
2

2

2

2


b

y

a

x
 

∆ Из аналитического выражения подынтегральной функции и уравнения гра-

ницы области  D  следует, что для решения этой задачи целесообразно перейти к 

обобщенным полярным координатам. Положив ,cos arx   sinbry ,  получим  

у 

а 

а О 
 

х 

Рис. 42 

 

 

 

 

    

 

 

Рис. 43 
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.20,11,);(,11
2

2

2

2
2

2

2

2

2

 r
b

y

a

x
abrrIr

b

y

a

x

 

Следовательно, 






   



)1()1(
2

1
11

2
1

0

2

1
2

0

22

0

1

0

2

2

2

2

2

rdrabdrrrdabdydx
b

y

a

x

D

 

abrab 






3

2
)1(

3

2

2

1
2

0

1
2

3
2

.  ▲ 

Пример 16. Вычислить трехкратный интеграл  


2

0

11

1

)4(
2

dzzdydxI
x

 и 

построить область его интегрирования. 

∆  Последовательно, начиная с внутреннего, вычисляем три обыкновенных 

определенных интеграла: 

;10
2

1636

2

)4(
)4(

0

2
22

0

1 





 
z

dzzI  

;)1(101010
2

2 2
2

11 1

12 xydydyII
xx x

    

.
3

40

3
10)1(10

1

1
1

1

31

1

2

23 










 

 
x

xdxxdxIII  

Более кратко эти вычисления можно было записать так: 




 


1

1

2
11

1

1

0

2
21

1

2

0

11

1

)1(1010
2

)4(
)4(

222

dxxdydxdy
z

dxdzzdydxI

xxx

 

3

40

3
10

1

13













x
x . 

Для построения области интегрирования 

данного трехкратного интеграла запишем внача-

ле уравнения поверхностей, ограничивающих 

эту область. Приравнивая переменную интегри-

рования каждого интеграла его пределам, полу-

чим следующие уравнения: ,1x  ,1x

,
2

xy   2,0,1  zzy . 

Построим в системе координат поверхно-

сти, соответствующие этим уравнениям (рис. 44).  

 

 

 

 

 

 

  

 

 Рис. 44 
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Ограниченная этими поверхностями область есть прямой цилиндр, обра-

зующие которого параллельны оси Oz. ▲ 

Пример 17. Привести тройной интеграл  


V

dxdydzzyxf );;(  к трехкратному, если об-

ласть интегрирования V ограничена поверхно-

стями  
22

yxz   и  .2
22

yxz   

∆ Очевидно, что тело ограничено снизу па-

раболоидом 
22

yxz   и сверху  – .2
22

yxz    

Найдем проекцию тела на плоскость хОу 

(рис. 45):  

12
222222
 yxyxyx . 

Следовательно,  


V

dxdydzzyxf );;( .);;(
1

1

1

1

2
2

2

22

22

dzzyxfdy
x

x

yx

yx

  










▲ 

Пример 18. Вычислить  ,
32


V

dxdydzzxy   если  V : 

.0,1,,  zxxyxyz  

∆ Область интегрирования V 

определяется следующими неравен-

ствами:

xyzxyx  0,0,10  

(рис. 46), поэтому 


V

dxdydzzxy
32

 













 

   









1

0

751

0 0

65

1

0 0

4
2

1

0 0 0

32

0

0

284

4

dx
yx

dy
yx

dx

dy
z

xydxdzzxydydx

y

xy

z

xyz

x

xx xy

 

364

1

364

1

28

1

0

113
1

0

12
  xdxx . ▲ 

 

Пример 19. Вычислить ,
1 

V
yx

dxdydz
  если  V:   

0,0,0,1  zyxzyx . 

 

у 

 

 

х O 1 –1 

 

Рис. 45 
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∆  Построим данные плоскости. Область  V  есть тетраэдр ОАВС (рис. 47). 

Любая прямая, проходящая внутри этого тетраэдра параллельно оси Oz  

пересекает его границу в двух точках. Урав-

нения плоскостей АОВ и АСВ имеют вид  

0z   и  yxz 1  соответственно.  

Следовательно,  










yx

AOBV

dz
yx

dxdy

yx

dxdydz 1

0
11

 






















0

1

1

yx

AOB

z
yx

dxdy
 

.
2

1

2



 

OBAO
Sdxdy

AOB

AOB   ▲ 

Пример 20. Вычислить 
V

xyzdxdydz, если область V ограничена сферой  

1
222
 zyx   и плоскостями  0,0,0  zyx  

(первый октант). 

∆ Область V ограничена снизу плоскостью 0z  и 

сверху – поверхностью  .1
22

yxz    Изобразим 

проекцию области  V  на плоскость  xOy (рис. 48). 

 

Следовательно,  

    



 


1

0

1

0 0

12
1

0

1

0

1

0

2
22

2 22

2

1
x

yx

V

x yx

dyzyxdxzdzydyxdxxyzdxdydz  

  


dyyyxyxdx
x

)(
2

1
1

0

1

0

32

2















 dx
yyxy

x
x

0

11

0

4222 2

4222

1
 

  dxxxxdxxxxxxxx )2(
8

1
)22222(

8

1
1

0

53
1

0

53533
 

.
48

1

6228

1

0

1642











xxx
  ▲ 

Пример 21. Вычислить ,
22
dxdydzyxz

V

   

если V:   .3,0,222  zzxyx  

∆ Проекция области V на плоскость  xOy есть 

круг  1)1(
22
 yx  (рис. 49). 

у 

1 

х O 1 

 

Рис. 48 

 

 

у 

х 1 O 

Рис. 49 

z 
C  

B 

у O 

 

A 

x 
Рис. 47 
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Перейдем к цилиндрическим координатам. Уравнение окружности  

xyx 2
22
   в этих координатах имеет вид  







 





22
,cos2r . 

Якобиан преобразования .,),(
22

ryxrrJ   

Следовательно,  

  















2

2

3

0

2

2

0

cos23cos2

0

222

32

9
d

r
zdzdrrddxdydzyxz

V

 

.16
3

2
24

3

sin
sin24sin)sin1(24cos12

0

2
32

0

2
2

2

3













 








 dd  ▲ 

Пример 22. Вычислить  
V

dxdydzyx ,
22

  если V:  .1,
222

 zzyx  

∆ Перейдем к цилиндрическим координатам: ,sin,cos  ryrx

ryxrrI 
22

,),( . 

Область V  снизу ограничена поверхностью rz   (поверхностью конуса), 

сверху – плоскостью .1z  

Проекцией области V  на плоскость хОу является круг .1r  

Следовательно,  

.
643

2)1(2
0

1432

0

1

0

1 1

0

2222 









    


rr

drrrdzdrrddxdydzyx
V r

 ▲ 

Пример 23. Вычислить  
V

dxdydzzyx ,
222

  если V:  .
222

zzyx   

∆  Каноническое уравнение сферы zzyx 
222

 имеет вид 

.
4

1

2

1
2

22






  zyx  

Изобразим сферу (рис. 50) и ее проекцию на плоскость хОу (рис. 51). 
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x  

z 

 

у  

х Рис. 50 Рис. 51 
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Перейдем к сферическим координатам: ,sincos Qzx    ,sinsin Qry   

zzyxQrIQrz 
2222

,sin,cos .,cos
222

rzyxQr   

В области V  сферические координаты изменяются так:  ,cos0 Qr 




 20,
2

0 Q . 

Поэтому 

 










Q

V

QdQQdrrdQdQzyx
cos

0

2

0

43
2

0

2

0

222
sincos

2
sin  

.
10

cos
10

coscos
2

0

25
2

0

4 










 QQQd  ▲ 

Пример 24. Вычислить 
V

dxdydz
yx

x
22

2

, если область V ограничена по-

верхностями 
22

36 yxz    и  
3

22
yx

z


 . 

∆ Так как V – область, ограниченная верхней полусферой и верхним по-

луконусом, удобно перейти к сферическим координатам: ,sincos Qrx 

.cos,sinsin QrzQry    

Тогда  ,cos,sin
2

22

2
2





yx

x
QrI   ;636

22
 ryxz   

.3tg
3

22




 Q
yx

z  

В области V  сферические координаты изменяются так: ,60  r




 20,
3

0 Q . 

Переходя от тройного интеграла к повторному и последовательно инте-

грируя, получаем  







dQdrdQrdxdydz
yx

x

VV

sincos
22

22

2

 

 



6

0

2
2

0

2
3

0

36cossin drrdQdQ . ▲ 

Пример 25. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 
2

2 xy   и 

12  xy . 
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∆  Построим фигуру (рис. 52). 

Решив уравнение ,122
2

 xxy  найдем 

абсциссы точек А и В:  .1,3  BA xx  

Находим   

  


 






D

x

x

dxydydxdxdyS
x

x
2

2

12

1

3

1

3 12

2
2

 














3

1
2

31

3

2

3
3)122( x

x
xdxxx  

.
3

2
10)999(1

3

1
3 





   ▲ 

Пример 26. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями  cos2r  и

)cos1(2 r .  

         ∆ Линии заданы в полярных координатах, поэтому воспользуемся форму-

лой площади в полярных координатах 

 
D

rdrdS . 

Функция  cos2r  определена при 






 


2
;

2
, так как при прочих значениях 

  получается 0r . Вторая функция 

)cos1(2 r  определена при );(  . 

Область интегрирования D имеет вид, изобра-

женный на рис. 53. Так как фигура симметрич-

на относительно полярной оси, можно ограни-

читься вычислением верхней половины площади, а результат удвоить.  

Имеем 

  













2

)cos1(2

0

2

0

)cos1(2

cos2

222
1

rdrdrdrdrdrdS
D

 










2

2
2

0

)cos2cos1(4)2cos1(4 dd  


















  










2 2

2
2

0

cos)2cos1()2cos1(4 ddd  

В у=2–х
2 

у 

х 

А 

 

Рис. 52
 

O 1 2 4 

Рис. 53 
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5)2cos1(
2

1
)2cos1(4

0
2

dd . ▲ 

Пример 27. Найти площадь фигуры, ограниченной линией .3
33

axyyx    

∆ Уравнение axyyx 3
33
  

задает кривую, которая называется 

декартовым листом и состоит из 

петли и двух бесконечных ветвей 

(рис. 54). Для нахождения площади 

фигуры удобно перейти к полярным 

координатам: 

rrIryrx  );(,sin,cos .  

В полярной системе координат 

исходное уравнение примет вид 

 sincos3)sin(cos
2333

arr ,    

т. е.  





33
sincos

sincos3a
r . 

Осью симметрии петли явля-

ется луч 
4


 , поэтому 

 












4

0
233

22
2

4

0

sincos

sincos3

0 )sin(cos

sincos
922

33

1

dardrdrdrdS

a

D

 
















4

0
23

2
2

4

0
236

24
2

)tg1(

)(tg3
3

)tg1(cos

tgcos
9 d

tgd
ada  

2

0

4
3

24

0
23

3
2

2

3

tg1

3

)tg1(

)tg1(
3 a

a
d

d
a 












 . ▲ 

Пример 28. Найти площадь, ограниченную линией .
9494

22
222 yxyx














  

∆  Ввиду симметрии, площадь всей фигуры ,4
1

SS   где 1
S  – площадь ча-

сти фигуры, расположенной в первой четверти. Перейдем к обобщенным по-

лярным координатам: .6,sin3,cos2 rIryrx    

Найдем уравнение линии в обобщенной полярной системе: 

 

 

Рис. 54 
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9

sin9

4

cos4

9

sin9

4

cos4
222222222














 


 rrrr
;   2cos,0 21 rr . 

Отсюда следует, что в первой четверти полярные координаты изменяются 

так:  .2cos0,
4

0 


 r  

Таким образом,  

.62sin62cos
2

1
24644

4

0
0

44

0

2cos

01

   

 


drdrddxdyS
D

 ▲ 

Пример 29. Найти объем тела, 

ограниченного следующими поверхно-

стями: .0,6,2,  zzxxyxy  

∆ Снизу тело ограничено плоско-

стью ,0z  сверху – плоскостью 

.6 xz    Изобразим проекцию тела на 

плоскость хОу  (рис. 55). 

Следовательно,  

  dxxyydyxdxV
x

xx

x

6

0

26

0

2
)6()6(  

  dxxxxxxx ))6()212((
6

0

 











 

0

66

0

2

5

2

3

2

3

2

1

5

2
6

3

2
)6( xxdxxx .6

5

48
6

15

4
6

5

2
6

3

2 2

5

2

5

2

5

 x  ▲ 

Пример 30. Найти объем тела, ограниченного плоскостями 

2,2  zyzy  и цилиндром 

422  yx . 

∆ Тело, ограниченное дан-

ными поверхностями, изображено 

на рис. 56. В силу его симметрии 

относительно плоскости хОу, вы-

числим объем половины тела, рас-

положенной над плоскостью хОу, 

и результат удвоим. Проекцией 

этой части тела на плоскость хОу 

является окружность 4
22
 yx  

радиусом 2 с центром в точке O. 

Для вычисления двойного инте-

 

 

 

 

 

 

Рис. 56 

у 

 

 

х 6 О 
Рис. 55 
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грала, определяющего объем тела, перейдем к полярным координатам: 

,cos rx  rrIry  );(,sin .  

Уравнение окружности 4
22
 yx  в полярной системе координат имеет 

вид 4
2
r  или 2r ; уравнение плоскости  sin22 ryz . Так как 

 20 , то имеем 






 








  



dd
r

rdrrrdV
2

0

2

0

3
2

2

0

2

0

sin
3

8
42sin

3
2)sin2(2

0

2

 






 


16cos

3

8
42

0

2
. ▲ 

Пример 31. Вычислить площадь поверхности конуса ,
22

yxz   рас-

положенной внутри цилиндра  .1
22
 yx  

∆ Проекцией поверхности на плоскость хОу является круг .1
22
 yx  Из 

уравнения конуса имеем .,
2222

yx

y

y

z

yx

x

x

z














  

Тогда 






























  dxdy

yx

y

yx

x
dxdy

y

z

x

z
S

DD
22

2

22

222

11  

  2222
D

Sdxdy . ▲ 

Пример 32. Вычислить массу неоднородной пластины ,D  ограниченной 

линиями ,,
22

yxxy   если поверхностная плотность в каждой ее точке 

.623  yx  

∆ Построим область, ограниченную кривыми 
2

xy   и 
2

yx   (рис. 57). 

Из физического смысла двойного интеграла следует, что искомая масса  

  
x

xD

dyyxdxdxdyyxm
2

)623(),(
1

0

 

 




dxyyxy
xy

xy1

0

2

2
)63(  

  dxxxxxxx )6363(
243

1

0

2

1

2

3

 













0

1
3542

32
2

5

2
5

1

4

3
3

3

2
6

2
3

5

2
xxxx

x
x  

у 

1  

 

х 1 О 

Рис. 57 
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1 –1 

у 

х 

–3 

 

Рис. 59 

4

11
2

5

1

4

3
4

2

1

5

6
 . ▲ 

Пример 33. Найти моменты инерции xI  и yI  относительно координат-

ных осей Ox и Oy пластины плотностью 

,),( xyyx   ограниченной кривыми ,0y

.2, xyxy   

 ∆ Область, ограниченная кривыми ,0y  

xyxy 2,   изображена на рис. 58. Моменты 

инерции xI  и yI  определяются по формулам: 

 
D

x dxdyyxyI ),(
2

,  
D

y dxdyyxxI ),(
2

.  

Следовательно, 

10

1
)(2

2

1

0

43
1

0

2
3

1

0

2
33 2









  



dyyydy
x

yxdxdyydxdyxyI
y

yy

yD

x ; 























  

 1

0

441

0

41

0

2
33

44

)2(

4

2
dy

yy
ydy

x
ydxxydyydxdyxI

y

yy

yD

y

 

30

13
)8243216(

4

1
1

0

432
  dyyyyy . ▲ 

Пример 34. Найти объем тела, ограниченного поверхностями  

,32
2
 xy .653,651,67

22222
yxzyxzxy   

∆ Изобразим проекцию тела на плоскость хОу  (рис. 59). 

Ввиду симметрии  

  








1

0

651

653

67

32

22

22

2

2

2
yx

yx

x

x

dzdydxV

  




dxxxdydx
x

x

)3267(88
2

1

0

1

0

2
67

32

2

2

 

.48)39(8)99(8
0

1
3

1

0

2   xxdxx  ▲ 

Пример 35. Вычислить объем тела, ограниченного 

поверхностями .1916,3))1((8
22

 xzyxz  

∆ Снизу тело ограничено параболоидом  

,3))1((8 22  yxz сверху – плоскостью .1916  xz  

 

 

 

 

 

Рис. 58 
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Найдем проекцию тела на плоскость хОу: 

.119163))1((8
2222
 yxxyx  

Это окружность радиусом 1 с центром в начале координат. Введем ци-

линдрические координаты: .,,sin,cos rIzzryrx    

Тогда ,10,20  r  

.19cos1611cos168
2

 rzrr  

Имеем 

    




 2

0

1

0

3
19cos16

11cos168

2

0

1

0

)88(
2

drrrddzrdrddxdydzV
r

rrV

 

.4)24(2
0

1
42

 rr  ▲ 

Пример 36. Вычислить объем тела, ограниченного сферой 
2222

azyx    и конусом 
222

yxz   (внешне-

го по отношению к конусу). 

∆ По заданным уравнениям поверхностей 

строим область V (рис. 60). 

Тело симметрично относительно плоскости 

хОу. Поэтому  12VV  , где 1V  – объем верхней 

половины тела. 

Перейдем к сферическим координатам:  

,cossin  Qrx  

.sin,cos,sinsin 2 QrIQrzQry   

В области 1V  сферические координаты изменяются так: ,0 ar   

.20,
24







Q  

Следовательно,  

3

22

3
22

3
2cos2sin2

33

0

3

4

2

0

2
2

4

2

0

aar
QdrrdQV

aa











  . ▲ 

Пример 37. Найти массу тела, ограниченного цилиндрической поверхно-

стью yx 2
2
  и плоскостями 22,1  zyzy , если в каждой его точке 

объемная плотность численно равна ординате этой точки. 

∆ Согласно условию, в точке ),,( zyxN  тела объемная плотность 

.)( yM   Масса этого тела вычисляется по формуле  

 
VV

ydxdydzdxdydzMm )( , 

z 

O y 

x 

Рис. 60 
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где V – область, ограниченная данным телом (рис. 61). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Вычисляя тройной интеграл получим 

   






y

yD

y

y AOB

dxdyyydxdyyydzydxdym
2

2

1

0

2
22

1

)()1(  

35

28

7

2

5

2
2222)(

0

1
2

7

2

51

0

2











  yydyyyy . ▲ 

Пример 38. Вычислить координаты цен-

тра масс однородного тела, занимающего об-

ласть V, ограниченную поверхностями   

.0,3),(6
2222

 xzyzyx  

∆ Строим тело, ограниченное данными 

поверхностями (рис. 62). 

Его проекция на плоскость  Oyz  пред-

ставляет круг, ограниченный окружностью 

3
22
 zy  радиусом .3  Вычислим вначале 

массу тела в цилиндрических координатах, 

считая, что его плотность  :1  

.27362
0

3
4

3

0

3
6

0

2

0

3

0

2

   


rdrrdxrdrddxdydzm
r

V

 

Тогда  


  
 3

0

5
6

0

2

0

3

0

c 18
27

2

27

11
2

drrxdxrdrdxdxdydz
m

x
r

V

 

  

z у 

 

O 
х 

Рис. 62 

 

 

 
 

 

  

 

Рис. 61 
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.627
6

1

3

4

63

4

0

36


r

 

Так как тело однородное и симметрично относительно оси Ох, то  

.0cc  xy  ▲ 

 

Дополнительные задачи 

 

1. Найти площадь области, ограниченной кривыми: 

а)  ;69,2510
22

xyxy   

б)  .)(
44322

yxyx   

Ответ:  а) ;1516
3
1
  б) .

4
3

 

2. Найти объемы тел, ограниченных поверхностями: 

а)  ;0,,2,
222222

 zyxzxyxxyx  

б)  ).()(
222222

yxzzyx   

Ответ:  а) ;
32
45

  б) .
60


 

3. Найти координаты центра масс однородного тела .2)2(
4

1 22
 xzy  

Ответ:  .0,
3

4
ccc  zyx  

4. Вычислить повторные интегралы, переменив порядок интегрирования: 

а)  




2
1

0

2

3
2

1

0

;)1(
x

dyydx  

б)  
 

0

.
sin

y

dx
x

x
dy  

Ответ:  а) ;
15

8
  б) 2. 

5. Вычислить двойные интегралы: 

а)  
D

dxdyyx ,)2(  D: 3,2,2,  xxxyxy ; 

б) ,
1

22
D yx

dxdy
 D:  259

22
 yx . 
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Ответ:  а) ;
3

76
  б) .3ln  

6. Вычислить  
V

dxdydzzyx ,)32( где V – призма, ограниченная 

плоскостями  022,2,2,0,0  yxyxzzy . 

Ответ:  28. 

7. Вычислить  
V

dxdydzyx ,)(
22

 перейдя к цилиндрическим координа-

там, если  2)(
2

1 22
 zyxV  . 

Ответ:  .
3

16
 

8. Вычислить  
V

dxdydzzyx ,
222

перейдя к сферическим координа-

там, если  .81
222
 zyxV  

Ответ:  .63  

 

Занятие 30 
 

Контрольная работа. Кратные интегралы 
 

Вариант 1 
 

1. Свести двойной интеграл  
D

dxdyyxf );(  к повторному двумя способа-

ми, если D – треугольник с вершинами О(0;0), А(2;4), В(2;6). 

Ответ:       
D

x

x

y

y y

dxyxfdydxyxfdydyyxfdxdxdyyxf
3

2

4

0

2

3

6

4

2

3

2

0

.);();();();(   

2. Вычислить 
D

xdxdy,   где D – область, ограниченная кривыми 

.63,3
2

xyxy   

Ответ:  .
4
27

   

3. Вычислить площадь фигуры   
22222

4)( yxyx   (перейти к поляр-

ным координатам). 
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Ответ:  .
2

5
  

4. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями ,1
2

yx 

.0,0,3  zyzyx  

Ответ:  .
15
52

  

5. Вычислить 
V

ydxdydz,  если V – пирамида, ограниченная плоскостями  

.42,0,0,0  zyxzyx  

Ответ:  .
3

16
 

6. Вычислить ,3,164:,
222

xyzyxVydxdydz
V

   0,0  zy  

с помощью сферических координат. 

Ответ:  .
2

15
 

7. Вычислить координаты центра масс однородного тела, занимающего 

область V,  ограниченную поверхностями  .9,4
22

 yyzx  

Ответ:  (0; 6; 0). 
 

Вариант 2 

 

1. Свести двойной интеграл  
D

dxdyyxf );(  к повторному двумя способа-

ми, если D – треугольник с вершинами О(0,0), А(1;–1), В(1;4). 

Ответ: .);();();();(
4

0

1

4

4 0

1

11

0

     
   y

x

x yD

dxyxfdydxyxfdydyyxfdxdxdyyxf  

2. Вычислить   .,0,
23

2 
D

xyxxDdxdy
x

y
 

Ответ: .
15
1

  

3. Вычислить площадь фигуры  
22322

)( yxyx   (перейти к полярным  

координатам). 

Ответ:  .
8


   

4. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями  
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.0,0,0,2,6,
2

 zyxxyyxxz  

Ответ:  4. 

5. Вычислить  
V

xdxdydz,  если V – пирамида, ограниченная плоскостями  

.1,0,0,0  zyxzyx  

Ответ:  .
24

1
 

6. Вычислить  ,0,,91:,
222

222



 yxyzyxV

zyx

xdxdydz

v

0z   

с помощью сферических координат. 

Ответ:  .
12

213 
  

7. Вычислить координаты центра масс однородного тела, занимающего 

область V, ограниченную поверхностями  .0,4,2
2222

 xzyzyx  

Ответ:  .0;0;
2

3





  

 

Занятия  31–32 
 

Криволинейные и поверхностные интегралы. 

Самостоятельная работа 
 

Пример 1. Вычислить криволинейный интеграл 



C yx

dl
I ,

4
22

 где С –  

отрезок прямой, соединяющий точки О(0;0) и А(1;2). 
∆ Уравнение прямой ОА имеет вид ).10(2  xxy  Находим 

.51
2

dxdxydl   

Следовательно, 

.
2

35
ln

5

4
ln

5

45

5

44

5
1

0

2

2

1

0
22 0

1



















 xx

x

dx

xx

dx
I   ▲ 

Пример 2. Вычислить  
C

dlyxI )34( 3
 между точками А(–1;0) и 
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В(0;1) по дуге астроиды .sin,cos
33
tytx   

∆  Находим  ,cossin3,sincos3
22

ttyttx   

,cossin3cossin3
22

tdttdtttdtyxdl   так как .
2




t  

Следовательно,  










2 2

23
sincos12cossin3)sin3cos4( tdtttdttttI  

.
7

46
sin

7

18
cos

3

12
cossin9

2

2

7

2

3

2

2

5












 tttdt  ▲ 

Пример 3. Вычислить 
C

ld
x

y
I arctg , где С  – дуга кардиоиды 

,cos1 r   
2

0


 . 

∆  Находим   ddrrdlr
2222

sin)cos1(,sin  

,
2

cos2
2

cos2
2

cos22cos12cos22
2










 ddddd

 

так как ,),(;
2

0 


 yxf  поскольку  )tg(arctgarctg
x

y
 при 

2
0


 . 

 Следовательно, 















 



2
sin2,

2
cos

,

2
cos2

2
cos2

2

0

2

0 vddv

dduu

dd  














 



































00

2
2

0

2

2
cos4

2

2

2
22

2
sin2

2
sin22 d  

.82)4(8242   ▲ 

Пример 4. Вычислить 
C

xydlI ,  где С – четверть эллипса  ,1
2

2

2

2


b

y

a

x
 

лежащая в первом квадранте. 

∆  Запишем параметрическое уравнение эллипса:  

.
2

0sin,cos 






 
 ttbytax  
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Находим .cossin,cos,sin
2222

dttbtadltbytax   

Следовательно, 






2

0

2222
cossinsincos dttbtattbaI  




 



)cossin()cossin(
)(2

2222
2

0

2

1
2222

22
tbtadtbta

ba

ab
 











)(
)(3

)cossin(
)(23

2 33

22

0

22

3
2222

22
ba

ba

ab
tbta

ba

ab
 

 

.
)(3

)(
22

ba

babaab




  ▲ 

 Пример 5. Вычислить  
C

dlzxI ,)(  где С – дуга кривой ,tx   

,
2

3
2

t
y   )10(

3
 ttz . 

∆  Находим  .9181,3,
2

6
,1

422
dtttdltz

t
yx   

Следовательно,  

  
1

0

1

0

422

1
42423

)9181()9181(
36

1
9181)( ttdttdtttttI  

).1756(
54

1
)9181(

3

2

36

1

0

1
2

3
42

 tt  ▲ 

Пример 6.  Вычислить ldyxI
C

 
22

, где С – кривая, заданная урав-

нением  )()(
2222

3
22

yxayx  . 

 ∆ Перейдем к полярным координатам:  sin,cos ryrx . Уравне-

ние кривой С  примет вид  ,2cos
2

 ar где 





 





 


4

5
;

4

3

4
;

4
 . 

 Так как  2cos
222

aryx ,  dadrrld 2sin31
2222

, 

то  
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dadaΙ 2sin312cos2sin312cos
2

4

5

4

3

22
4

4

4
 

).23(ln
3

2
4

4 
a

a   ▲ 

Пример 7.  Вычислить массу m  дуги AB  кривой xy ln , заключенной 

между точками с абсциссами 3x   и  8x , если линейная плотность q  

дуги в каждой точке равна квадрату абсциссы в этой точке. 

∆  Воспользуемся формулой dlyxm
AB

 ),( . 

Так как 
2

2

2
),(,

1
1)(1,

1
xyxdx

x
dxydl

x
y  , то 




 
3

8
2

3
222

18

3

2

2

28

3

2

2

8

3

2
)1(

3

1
)1()1(

2

111
1 xxdxdx

x

x
xdx

x
xm  

3

19
)827(

3

1
 .  ▲ 

Пример 8. Найти координаты 000 ,, zyx  центра тяжести первого полувит-

ка винтовой линии С, заданного уравнениями ,sin,cos taytax 

,0,  tbtz   если ее линейная плотность постоянная и равна  .  

∆  Масса  
C

dlm .  

Так как ,cossin
2222222222

dtbadtbtatadtzyxdl    то 

.dlm   Значения 000 ,, zyx  находим по формулам: 











CCC

zdl
m

zydl
m

yxdl
m

x .,, 000  

Таким образом, 

,0cos
0

22

0 


 


dtbata
m

x  

,
2

sin
0

22

0 



 


a

dtbata
m

y  

.
2

0

22

0





 


b
dtbabt

m
z   ▲ 

Пример 9. Вычислить криволинейный интеграл 
С

ldyxΙ
2

, где C  – от-

резок прямой 13  xy , заключенный между точками )1;0( A  и )5;2(B . 
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 ∆ Находим dxdxdxyld 10911
2

 . 

 Следовательно, 

12

105

34
310)3(1010)13(

0

12

0

34
23

2

0

2









 

xx
dxxxdxxxΙ . ▲ 

Пример 10. Вычислить  
AB

dyyxdxyxI ,)4()4(  где кривая АВ за-

дана уравнением  ,
4

xy   А(1; 1),  В(–1; 1). 

∆ Учитывая, что dxxdyxy
34

4,   и x  изменяется от 1 до –1, получаем 

 









1

1

1

1

47344
)4516()4)4(4( dxxxxdxxxxxxI  

.2)22(
1

1258





xxx  ▲ 

Пример 11.  Вычислить   

dyxdxxyI
С

22   ,  

где  C  – ломаная ),0;0(; OOBA

)3;2(),0;2( AB (рис. 63). 

 ∆ Воспользуемся свойством аддитивно-

сти интеграла и представим его как сумму двух 

интегралов – по отрезкам OB  и BA . Так как 

для отрезка OB  20,0,0  xyy , то  

0)002(2
2

0

22
  dxxxdyxdxxy

OB

. 

 Для отрезка BA  имеем ,2)(  yxx

30,0  yx , поэтому 

.124)2022(2
0

33

0

22
  ydyydyxxydx

BA

 

Следовательно,  
BAOB

dyxxydxdyxxydxΙ 1212022
22

.  ▲ 

 Пример 12.  Вычислить криволинейный интеграл dxyxΙ
С

)(
22

  , где 

C  – дуга параболы 
2

2xy  , заключенная между точками )8;2(A  и )32;4(B . 

 ∆ Кривая задана явным уравнением )(xfy  , поэтому для вычисления 

интеграла применим формулу 

 

 

 

 

 

 

Рис. 63 
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dxxfxfxQxfxPdyyxQdxyxP
a

bС

))())(,())(,((),(),(   . 

Так как 0),( yxQ , то 
15

12184

5
4

3
)4(

2

453
4

4

2

2









 
xx

xdxxΙ .  ▲ 

Пример 13.  Найти работу силы j
yx

y
r

yx

x
F

2222

22





   при переме-

щении материальной точки вдоль отрезка прямой AB , если )1;2(A  и )7;1(B . 

∆ Уравнение прямой AB  имеет вид .136  xy  Тогда работа A  силы 

F  по пути AB  вычисляется по формуле 







  dy
yx

y
dx

yx

x
dyFdxFA

AB

y

AB

x 2222

22
 








































1

2
2

21

2
2

1

2
2222

16915637

)16915637(

16915637

15674

)6(
)136(

)136(2

)136(

2

xx

xxd
dx

xx

x

dx
xx

x

xx

x

 

.10ln16915637ln
2

1
2

 xx  ▲ 

Пример 14. Вычислить  
C

dzxyzdydxzyI ,2)(
222

 где С – кривая 

,,
2

tytx  ,10,
3

 ttz  пробегаемая в направлении возрастания параметра .t  

∆  Так как ,3,2,
2
dttdztdtdydtdx   то  

 
1

0

466422326
1

0

4
)34()322( dtttttdttttttttI  

.
35

1

5

2

7

3
)23(

0

1574
1

0

6






   ttdttt  ▲ 

Пример 15. Найти работу упругой силы, направленной к началу коорди-

нат, величина которой пропорциональна удалению точки от начала координат, 

если точка приложения силы описывает против часовой стрелки четверть эл-

липса  ,1
2

2

2

2


b

y

a

x
 лежащую в первом квадранте. 

∆ Запишем параметрическое  уравнение кривой ,sin,cos tbytax   
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.
2

0


 t  Точка движется под действием силы ).sincos( jtbitakF   Нахо-

дим  .cos,sin tdtbdytdtadx     

Работа силы  F  по пути АВ вычисляется по формуле   

 



dtttbttakdyFdxFA y

AB

x )cossincossin(
2

0

22
 

.
2

)(
2cos

4

)(
2sin

2

)(
22

0

2
2

0

2222
bak

t
abk

tdt
ab

k













  ▲ 

Пример 16. Применяя формулу Грина, вычислить  
C

dyxyydxxI ,
22

1  

где  С – окружность  ,
222

Ryx   пробегаемая против часовой стрелки. 

∆  Находим .
22

yx
y

P

x

Q










 

Следовательно,  

 
DC

dxdyyxdyxyydxxI .)(
2222

1  

Перейдем к полярной системе координат:   

.20,,,sin,cos
222

 ryxrIryrx  

.
24

2
4

0

2

0 0

4
3

1
Rr

drrdI
RR


  



 ▲ 

Пример 17. Вычислить площадь S  

фигуры, ограниченной кривыми ,
4

2
x

y   

4

2
y

x  , 2xy  и примыкающей к началу 

координат (рис. 64).  
 

∆ Решая совместно уравнения кри-

вых, находим точки их пересечения: 

)1;2(A  и )2;1(B . Для нахождения площа-

ди воспользуемся формулой  .
2

1
 
C

dxydyxS   

Имеем  

 
BOABOA

dxydyxdxydyxdxydyxS
2

1

2

1

2

1
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

Рис. 64 
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  dxx

x
xdx

xx
xdx

xx
x

0

1

1

2
2

2

0

2

2
1

2

122

2

1

44

2

2

1
 

.2ln2
3

2

3

2

2

1
ln2

38

1

2

1
2

8

1

1

0
3

2

1

0

231

2

0

1

2

0

2
   xx

x
dxx

x

dx
dxx   ▲ 

Пример 18. Вычислить площадь S  фигуры, ограниченной астроидой 

,cos
3
tax   20,sin

3
ttby . 

∆  Пользуясь формулой   
C

ydxxdyS ,
2

1
  находим  

 
 


2

0

2

0

222424
sincos

2

3
)cossin3sincos3(

2

1
tdttabdtttabttabS

 
 




2

0

2

0

2
.

8

3
)4cos1(

16

3
2sin

8

3 ab
dttabtdtab    ▲ 

Пример 19. Доказать, что подынтегральное выражение является полным 

дифференциалом и вычислить интеграл  

 
AB

dyyyxdxxyxI ,)56()4(
42232

 где  А(–2;–1), В(3;0). 

∆ Здесь .12,12,56,4
2242232

xy
x

Q
xy

y

P
yyxQxyxP 









  

Таким образом, .
x

Q

y

P









 Следова-

тельно, выражение  QdyPdx  является пол-

ным дифференциалом, а криволинейный ин-

теграл  
AB

QdyPdxI  не зависит от пути 

интегрирования. Возьмем в качестве пути ин-

тегрирования ломаную АМВ (рис. 65). 

Вдоль отрезка  АМ  и  ,0,2  dxx

,01  y   поэтому  

.7)8()524(
1

0
53

0

1

42




  yydyyyQdyPdx
AM

 

Вдоль отрезка МВ имеем  .32,0,0  xdyy  поэтому 

.
3

35

3

3

2 2

33
2

  
 MB

x
dxxQdyPdx  

Искомый интеграл равен сумме вычисленных интегралов, т. е. .
3

56
 ▲ 

 

х 

у 

О –1 
 

Рис. 65 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



168 

 

Пример 20. Показать, что дифференциальное выражение  

dyyxyxdxyxyxdu )2()2(
2222

  

является полным дифференциалом некоторой функции, и найти эту функцию.  

∆ Так как ,2);(,2);(
2222

yxyxyxQyxyxyxP   то 

yx
y

P
22 




  и  .22 yx

x

Q





 

Значит во всех точках плоскости Оху данное дифференциальное выраже-

ние будет полным дифференциалом. Для нахождения функции  );( yxu  вос-

пользуемся формулой  
y

y

x

x

CdyyxQdxyxPyxu

00

,);();();( 0  где можно взять 

000  yx . 

Имеем 





















 C
y

xyyx
x

Cdyyxyxdxxyxu
y

yyxyx

0

3
22

00

3
22

0

2

33
)2();(  

.
33

3
22

3

C
y

xyyx
x

  ▲ 

Пример 21. Вычислить поверхностный интеграл первого рода 

,)346( 
S

dSzyxI  

где  S – часть плоскости ,632  zyx   расположенная в первом октанте. 

∆ Поверхность S однозначно проектируется на плоскость Оху (рис. 66). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

        

 

Пользуясь ее уравнением, преобразуем поверхностный интеграл в двойной: 

,
3

14
1),226(

3

1 22
dxdydxdyzzdSyxz yx   

 



y

Dxy

dxyxdydxdyyxI
26

0

3

0

)625(
3

14
)625(

3

14
 

у 

3 

 

х 6 О 

Рис. 66 Би
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dyyyxxyx
x

yx 3

0

2

0

263

0

2
211014262

2

5

3

14
 

.1454215
3

142
0

3
2

3















 yy

y
 ▲ 

Пример 22. Вычислить поверхностный интеграл первого рода  
S

zdSI ,  

где S – часть гиперболического параболоида  ,xyz   вырезанная цилиндром 

.4
22
 yx  

∆ Проекцией поверхности S на плоскость Оху является круг .4
22
 yx  

Находим  .11
2222
dxdyyxdxdyzzdS yx   

Имеем     
S Dxy

dxdyxyxyzdSI .1
22

 

Переходя к полярным координатам  ,sin,cos  ryrx  находим 

   
 2

0

2

0

2

0

2323
2

0

.01sinsin1sincos drrrddrrrdI   ▲ 

Пример 23. Найти массу поверхности куба ,10,10,10  zyx  

если поверхностная плотность в точке );;( zyxM  равна .zyx  

∆ Ввиду симметрии масса поверхности куба равна утроенной массе верх-

ней грани куба (масса трех граней куба равна нулю). 

Найдем массу верхней грани куба  
S

dSzyxm .);;(1  

Проекция поверхности S  на плоскость Оху представляет собой квадрат 

,10,10  yx   поэтому  dxdydS   и  

.
4

1

22
1

0

12

0

11

0

1

0

2

1    
yx

ydyxdxdxdyxym
Dxy

 

Следовательно,  .
4

3
3 1  mm  ▲ 

Пример 24. Вычислить поверхностный интеграл второго рода 
S

dxdyI ,  

где S – нижняя сторона части конуса  
22

yxz   при  .10  z  

∆ Нормаль к поверхности образует тупой угол с осью Оz. Проекцией дан-

ной части конуса на плоскость Оху является круг xyD :  .1
22
 yx  Сведем по-

верхностный интеграл к двойному:  
S Dxy

dxdydxdyI .  

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



170 

 

Так как ,круга 
xyD

Sdxdy   то  .I  ▲ 

Пример 25. Вычислить поверхностный интеграл второго рода  

zdydzxydxdzdxdyI
S

 
2

, 

где S – внешняя сторона части эллипсоида  ,444
222
 zyx   расположенной 

в первом октанте. 

∆ Раскладываем данный поверхностный интеграл на три слагаемых инте-

грала   

.
2

  
SS S

zdydzxydxdzdxdyI  

Каждый из полученных интегралов преобразуем в двойной интеграл, 

учитывая, что нормаль к ориентированной поверхности образует острые углы с 

осями Ох, Оу, Оz. 

Находим   
S Dxy

dxdydxdyI ,1  где Dxy – четверть области  .1
4

2
2


y

x   

Этот интеграл равен четверти площади эллипса с полуосями ,2,1  ba  

т. е. .
241






ab

I     
S Dxz

dxdzzxydxdzI ,12
22

2  где  Dxy – четверть 

круга  .1
22
 zx  

Переходя к полярным координатам, получим: 

;
3

)1(
3

)1()1(
2

)1(2
0

1
2

3
22

1

0

1
2

1

0

2

1
2

2

0

2








 



rrdrdrrrdI r  




































 dzyz
y

yzdyz
y

zdzI
y

zyz

0

121

0

2
312

0

2
21

0

3

22

124
1  

.
15

4
)1(

5

2

3

2
)1(

3

4

0

1
2

5
2

1

0

2

3
2

  zdzzz  

Следовательно,  .
15

4

6

5

15

4

32






I   ▲ 

Пример 26. Вычислить поверхностный интеграл второго рода 

 
S

zdxdyydzdxxdydzI ,  

где S – внешняя сторона сферы  .
2222

azyx    

∆ Рассмотрим интеграл 
S

zdxdyI1 . Его можно представить в виде сум-

мы интегралов по верхней и нижней сторонам сферы, которые обозначим соот-
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ветственно 


S  и  


S :   



SS

zdxdyzdxdyI .1  

На поверхности ,
222

yxazS   а на поверхности 
S   .

222
yxaz    

Но нормаль к поверхности S  образует острый угол с осью Oz, а нормаль к по-

верхности  S  образует тупой угол с осью Oz. С учетом того, что проекции 
S  и 


S  на плоскость Оху совпадают, имеем 

.
3

4
)(

3

4
22

3

0

2

3
22

2

0

22

0

222

1 aradrrarddxdyyxaI
aa

Dxy

  


 

Из очевидных равенств   
S S

Iydzdxxdydz 1  окончательно находим 

.4
3

aI   ▲ 

Пример 27. Вычислить поверхностный интеграл второго рода  

 
S

zdxdyydxdzxdydzI ,3  

где S – часть внешней поверхности параболоида  ,
22

yxz   отсеченного 

плоскостью  .4z  

∆ Воспользуемся формулой  

.);(
);(

dxdynaRdxdyQdxdzPdydz
S yxfzDxy

 


  

В нашем случае ).1;2;2()1;;(),3;;( yxzznzyxa yx   

Так как внешняя нормаль образует тупой угол с осью Oz, 

).1;2;2(  yxn  Находим .322);(
22

zyxna    Таким образом, 

 
 DxyDxy

dxdyyxdxdyzyxI
yxz

.)(5)322(
2222

22
 

Областью интегрирования является круг .4
22
 yx  Переходя к поляр-

ной системе координат, получим  .405
2

0

2

0

3
  



drrdI  ▲  

Пример 28. Пользуясь формулой Гаусса – Остроградского, вычислить  

 
S

zdxdyydzdxxdydzI ,  

где S – внешняя сторона пирамиды, ограниченной плоскостями ,1 zyx

.0,0,0  zyx  
∆ Используя формулу Гаусса – Остроградского, получаем  
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.
2

1

6

1
33  

S V

VdVzdxdyydzdxxdydzI  ▲ 

Пример 29. Пользуясь формулой Гаусса – Остроградского, вычислить  

 
S

dxdyzdzdxydydzxI ,
333

 

где S – внешняя сторона сферы .
2222

azyx   

∆  Используя формулу Гаусса – Остроградского, находим 

 
V

dxdydzzyxI .)(3
222

 

Переходя к сферическим координатам, получаем 

.
5

12
sin

2

0 0

54

0

 



a

adrrdI   ▲ 

Пример 30. Применяя формулу Стокса, вычислить  
C

xdzzdyydxI ,  

где С – окружность  ,0,
2222

 zyxazyx   пробегаемая против хо-

да часовой стрелки, если смотреть с положительной стороны оси Ох. 

∆  По формуле Стокса  

dxdy
y

P

x

Q
dzdx

x

R

z

P
dydz

z

Q

y

R
RdzQdyPdx

C S



















































 

 

имеем 

  
S SC

dSdxdydzdxdydzxdzzdyydx .)coscos(cos  

В качестве поверхности  S  можно взять круг радиусом  а  с центром в 

начале координат, лежащий в плоскости .yxz   

Найдем направляющие косинусы нормали к плоскости yxz  : 

.
1

1
cos,

1
cos,

1
cos

222222

yxyx

y

yx

x

zzzz

z

zz

z














 Так как нормаль к плоскости образует с осями острые углы, получаем 

.
3

1
coscoscos   

Таким образом, ,33 SdSI
S

   где .
2

aS   Окончательно,  

.3
2

aI   ▲ 
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Самостоятельная работа 
 

Вариант 1 

 

1. Вычислить криволинейный интеграл первого рода  
C

dlyx ,)(  

где С – окружность  ).sin,cos1(2
22

tytxxyx   

Ответ:  .2  

2. Вычислить  
OA

xyAOdyyxydx .2),2;2(),0;0(,
22

 

Ответ:  .
15

8
 

3. Вычислить  
S

dSzyx ,)152(  где S – часть плоскости ,222  zyx   

отсеченная координатными плоскостями.  

Ответ:  10. 

4. Вычислить 
S

xdydz,  где S – внешняя сторона сферы  .1
222
 zyx  

Ответ:  .
3
4
  

5. Вычислить с помощью формулы Гаусса – Остроградского  

 
S

dxdyzxdxdzzyxdydz ,)()(3  

где  S – внешняя поверхность пирамиды, образованная плоскостью 33  zyx   

и координатными плоскостями. 

Ответ:  .
2

9
 

Вариант 2 
 

1. Вычислить криволинейный интеграл первого рода  
C

dlyx ,)(
22

 

где С – окружность   ).sin2,cos22(4
22

tytxxyx   

Ответ:  .32  

2. Вычислить  
OA

xyAOxdyyxy .4),2;1(),0;0(,)(
2

 

Ответ:  .
15
8

  

3. Вычислить  
S

dSzyx ,)44(  где S – часть плоскости ,422  zyx  

отсеченная координатными плоскостями.   
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Ответ:  44. 

4. Вычислить 
S

dydzx ,2
 где S – внешняя сторона части сферы   

.0,0,
2222

 yxRzyx  

Ответ:  .
4

4
R

  

5. Вычислить с помощью формулы Гаусса – Остроградского  

 
S

dxdyzyxdxdzxzdydzzx ,)2()()(  

где S – внешняя поверхность пирамиды, образованная плоскостью 

23  zyx   и координатными плоскостями. 

Ответ:  .
3

16
 

 

Дополнительные задачи 
 

1. Вычислить криволинейный интеграл первого рода по кривой С:

 
С

dlyx ,)2(  где С – ломаная АВОА,  А(1; 0), В(0; 2), О(0; 0). 

Ответ: .523   

2. Вычислить  
С

dlyx ,)(  где С – четверть окружности  

,
2222

azyx   ,xy   расположенная в первом октанте. 

Указание.  .
2

0sin,cos
2

,cos
2

: 






 
 ttazt

a
yt

a
xC  

Ответ:  .2
2

a  

3. Вычислить  
AB

dyyxydx ,
2

 где АВ – дуга параболы ,2
2

xy   А(0;0),  

В(2;2).  

Ответ:  .
15
8

  

4. Вычислить   
С

xdzzdyydx   в направлении возрастания параметра, 

где С – виток винтовой линии  .20,,sin,cos  tbtztaytax   

Ответ:  .
2

a  

5. Вычислить 
S

dSz ,
2

 где S – полная поверхность конуса  2
22

 zyx .  

Ответ: ).22(8   
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6. Вычислить  
S

zdxdydzdxzxdydzxz ,3)2()2(  где S – верхняя 

сторона  плоскости треугольника .0,0,0,44  zyxzyx  

Ответ:  .
3

128
 

7. Вычислить  
S

dxdyzdxdzydydzx ,
333

 где  S – внешняя сторона бо-

ковой поверхности конуса .10,
222

 zzyx  

Указание. Замкнуть поверхность плоскостью 1z  и применить формулу 

Гаусса – Остроградского. 

Ответ:  .
10


  

8. Применив формулу Стокса, вычислить 

 
L

dzyxdyxzdxzy ,)()()(
222222

 

где L – кривая пересечения параболоида 3
22

 zyx   с плоскостью ,2 zyx  

которая ориентирована положительно относительно вектора )0;0;1( . 

Ответ: .12  

 

Занятия 33–34 
 

Поток векторного поля. Дивергенция. Линейный интеграл  

и циркуляция векторного поля. Ротор векторного поля.  

Потенциальные поля 
 

Пример 1. Найти поток вектора kjia 32   через площадку, перпен-

дикулярную оси Oz и имеющую форму круга радиусом R, в положительном 

направлении оси Oz. 

∆  Согласно определению потока вектора через поверхность S, будем 

иметь .),(П 0 dSna
S

  

В нашем случае ,,32 0 knkjia   так что .3),( 0 na  Учитывая. 

Что площадь круга равна ,
2

R  получим  .333П
2

  
S S

RdSdS  ▲ 

Пример 2. Найти поток векторного поля ,ra  где r  – радиус-вектор че-

рез прямой круговой цилиндр с высотой h, радиусом основания R и осью Oz   

.kzjyixr    

∆ Поверхность  S  состоит из боковой поверхности 1S , верхнего основания  
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2S  и нижнего основания 3S  цилиндра. Искомый поток П  в силу свойств  

аддитивности равен 321 ПППП  , где 

321 П,П,П  – потоки данного поля через 1S , 2S , 3S    

соответственно. 

На боковой поверхности 1S    

Rnrna  ),(),( 00   (рис. 67). 

Следовательно, 

 

11

.22),(П
2

01

SS

hRRhRdSRdSna  

На верхнем основании  hkrna  ),(),( 0   и, 

значит,  

 

2

.),(
2

0

2

2

SS

hRdShdSnaП  

На нижнем основании  3S    вектор  r   пер-

пендикулярен вектору .0 kn   Поэтому  

.0Пи0),( 30 na  

Искомый поток равен .3),(П
2

0 hRdSna
S

   ▲ 

Пример 3. Вычислить поток вектора kzjyixa   через внешнюю по-

верхность гиперболоида ,3
2222

hzyx   ограниченную плоскостями 

hzz  ,0  (рис. 68). Данная поверхность проектируется взаимно однозначно 

на плоскость хОу в кольцо Dxy  (рис. 69). 

∆ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Находим орт нормали 0n  к поверхности S: 

.
)(grad

)(grad
222222

222

0

zyx

kzjyix

zyx

zyx
n









  

S1 

S2 

90
0 

z 
 

S3 
O 

y 
x 

 

Рис. 67 

y 

 

2h 

O x 

z 

 

у x 

Рис. 68 Рис. 69 
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По условию задачи нормаль 0n  образует тупой угол с осью Oz, поэтому 

перед дробью надо взять знак плюс. Таким образом, .
2220

zyx

kzjyix
n




  

Отсюда 0cos
222







zyx

z
  и, значит, .

cos

222

dxdy
z

zyxdxdy
dS





  

Находим скалярное произведение  :),(
222

222

0

zyx

zyx
na




  

   






S S hzDxy

dxdy
z

zyx
dxdy

z

zyx
dSna

yx
222

3

222222

0),(П

 










 

sin

cos

3

)322(
222

222

ry

rx
dxdy

hyx

hyx

Dxy

   
 




2

0

2

0

2

3
22

3
22

3
3

h

h hr

drr
ddrhrrd ; 

  



2

0

2

3

2

3

222

1
2222

)3()3(
2

1
23

h

h

h

h

hrdhrdrhrrd  

3

3

2

2

3
22

3

2
)3(

3

2
hhr

h

h

 ; 

 














2

0 0

22
2

3 222

222

22

3

)3(2

3

3

3

hh

h

dzhz

hzr

zdzrdr

zhr

hr

drr
d  

;
3

20
3

3
23

3
2)3(2

33
3

0

2
3

0

22
hh

h
zh

z
dzhz

h
h


















   

.
3

22

3

20

3

2
П

333
hhh    ▲ 

Пример 4. Даны векторное поле jzxya )(   и плоскость P: 

,0222  zyx  которая ограничена координатными плоскостями. Требует-

ся вычислить поток векторного поля a  через часть плоскости P в том направ-

лении нормали к плоскости P, которая образует с осью Oz острый угол. 

∆ Если поверхность S взаимно однозначно проектируется на все три коорди-

натные плоскости, то поток вектора kzyxRjzyxQizyxPa );;();;();;(    че-
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рез поверхность S можно записать так: 

,));(;;());;(;();),;((П dxdyyxzyxRdxdzzzxyxQdydzzyzyxP
DxyDxzDyz

 

 

причем знак в каждой из формул выбирается таким, 

какой знак  ,cos,cos  cos  на поверхности S. В ка-

честве нормального вектора плоскости Р можно взять 

вектор  ),0(cos22  kjin  откуда получим  

.0cos,0cos   Так как в нашем случае 

,0);;();;(  zyxRzyxP   будем иметь 

,)23()(П
222

dxdzzxdxdzzxy
DxzDxz zxy
 



 

где Dxz – проекция части плоскости Р на плоскость xOz (рис. 70). 

  





dxzzxzdzzxdx

x

z

xz
1

0

1

0
0

12
1

0

)2
2

3
()23(П  

 


 1

0

22
1

0 0

1
2

)4436322(
2

1
)432(

2

1
dxxxxxxdxzzxz

z

xz

 

.
3

1

32

1
)1(

2

1
1

0 0

13
2









  x

x
dxx  ▲ 

Пример 5. Пользуясь инвариантным определением вычислить диверген-

цию вектора kza   в произвольной точке М, выбрав в качестве поверхностей 

S, окружающих точку М, поверхности куба с гранями, параллельными коорди-

натным плоскостям, и стороной куба, равной   (рис. 71). 

∆ По определению дивергенции в 

нашей точке имеем 

,

),(

lim)(div

0

0 V

dSna

Ma S




  

где V – объем куба. 

Поверхность S состоит из боковой 

поверхности 1S , нижнего основания 2S  и 

верхнего основания 3S . 

Пусть для определенности уравнение 

нижней грани –  .hz   Тогда уравнение верхней грани –  . hz  Поток век-

тора 1П  через боковую поверхность 1S  равен нулю, так как  a  перпендикуля-

рен  .0n  

x 

1 

 

z 1 O 

Рис. 70 

 z 

O у 

х 

 

 

Рис. 71 
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.),(П
2

02

22

 
SS

hhdSdSna  

.)(),(П
32

03

33

 
SS

hdShdSna  

.ПППП
3

321   

Следовательно,   .1
П

lim)(div
0


 V

Ma  ▲ 

Пример 6. Найти дивергенцию векторного поля kzjyxixya
322

  в 

точке )3;1;1( A . Будет ли данная точка источником или стоком поля? 

∆ .029)(div;3
)()()(

div
222

322















 Aazyx

z

z

y

yx

x

xy
a  

Следовательно, точка A  является источником векторного поля. ▲ 

Пример 7. Применяя Формулу Гаусса – Остроградского, вычислить  

поток векторного поля kxzjyziyxa )2()()(   через сферу  

.06
222
 zyxx  

∆ Запишем уравнение сферы в виде  .9)3(
222
 zyx   

Радиус сферы равен 3.  

.2211
)2()()(

)(div 















z

xz

y

yz

x

yx
Ma  

Находим   723
3

4
22)(divП

3

VV

dVdVMa . ▲ 

Пример 8. Вычислить поток векторного поля   kzjyixa
222

  через 

боковую поверхность 1S  конуса  hzyx 
22

  в сторону внешней нормали. 

∆ Дополним заданную поверхность 1S   до замкнутой кусочно-гладкой 

поверхности S основанием конуса – кругом 2S :  .,
222

hzhyx   

Применим теперь формулу Гаусса – Остроградского к области V, ограни-

ченной замкнутой поверхностью S : 

   
VS S V

dxdydzzyxdxdydzadSnadSna )(2div),(),(

1 2

00 . 

На круге 2S  имеем ,, 0

222
knkhjyixa   поэтому  

.),(
42

0

2 2

hdShna
S S

   

Для вычисления тройного интеграла перейдем к цилиндрическим коор-

динатам:  .,sin2,cos zzyrx    Уравнение конической поверхности 

примет вид  .rz   
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Таким образом,  

   
2

0 0

))sin(cos(2)(2
h h

rV

dzzrrdrddxdydzzyx  

4

0

2

0 0 0

422
22

242
2)(22 h

rhr
drrhrzdzrdrd

hh h

r

h










    



. 

Искомый интеграл по боковой поверхности равен 

.
22

),(
44

4

0

1

hh
h

na
S





  ▲ 

Пример 9. Вычислить линейный интеграл в векторном поле  

kzjyixa
222

  в направлении от точки А(0;0;0) до точки В(1;1;1) вдоль 

отрезка прямой, проходящей через эти точки. 

∆ Линейный интеграл имеет вид   
AB AB

dzzdyydxxrda .),(
222

 

Запишем параметрическое уравнение прямой АВ:  

,

, [0;1].

,

x t

y t t

z t

 

Отсюда .dtdzdydx   

Искомый линейный интеграл будет равен  .1
3

3
)(

1

0 0

1
3222

 tdtttt  

▲ 

Пример 10. Вычислить циркуляцию вектора  kyjxiza 
2

 по  

контуру L:  









.

,1
22

yz

yx
 

∆ Параметрическое уравнение линии  L:   















,sin

,20,sin

,cos

tyz

tty

tx

 так 

что  .cos,cos,sin tdtdztdtdytdtdx   

  
 


L

tdtdtttttrda
2

0

2

0

223
cos)cossincossin(),(Ц  

.
2

1
)2cos1(

2

1
2

0

2

0

 


dtdtt  ▲ 

Пример 11. Для векторного поля kxjyiza
333

  найти вектор, 

направленный так, что для перпендикулярной ему плоскости плотность цирку-
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ляции в точке )2;2;1(P  будет наибольшей. Найти величину этой плотности 

циркуляции. 

∆ Указанным условиям удовлетворяют вектор )(rot pa  и )(rot pa  соот-

ветственно. 

;)(3rot
22

333333

333

jxzk

yz

yxj

xz

zxi

xy

zy

xyz

zyx

kji

a 





































 

.9)(rot;9)(rot  pajpa  ▲ 

Пример 12. Вычислить циркуляцию 

вектора  kyzjxyixza
22

   по  

контуру L:   











)0(

,9

222

222

zzyx

zyx
   

непосредственно и по теореме Стокса. 

∆ Для параметрического задания кон-

тура необходимо найти радиус окружности, 

являющейся пересечением конуса и сферы 

(рис. 72). Для этого нужно решить систему 

уравнений: 










,

,9

222

222

zyx

zyx
 

2

23
,

2

23
,92

2
 zRzz . 

Параметрическое уравнение контура:  





















,
2

3

.20,sin
2

3

,cos
2

3

z

tty

tx

 

 

Отсюда  .0,cos
2

3
,sin

2

3
 dztdtdytdx  
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Вычислим циркуляцию по теореме Стокса: 
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Натянем на контур L часть плоскости   .,
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  ▲ 

Пример 13. Вычислить циркуляцию 

векторного поля kyzjxiya )(   по кон-

туру 














3

,1
4

2
22

xz

z
yx

L  непосредственно и 

по теореме Стокса. 

∆  Найдем проекцию L на плоскость хОу 

(рис. 73): 

.1
14

,1
4

3
222

22


yxx
yx  

Проекцией контура на плоскость хОу 

является эллипс с полуосями 2a  и 1b . Площадь этого эллипса равна  .2  

Запишем параметрическое уравнение контура:   
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Рис. 73 
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Вычислим циркуляцию по теореме Стокса: 

.20rot kji
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На контур L натянем часть плоскости  .3xz   
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Dxy
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Пример 14. Доказать, что векторное поле kxjyxizxya  )2()2(
2

 

является потенциальным, и найти его потенциал.  

Вычислить    
)4;2;1(

)1;1;1(

2
.)2()2( xdzdyyxdxzxy  

∆  Находим  
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т. е. поле является потенциальным. 
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За начальную фиксированную точку примем ).0;0;0(O  

Тогда получим 

.)2(0);;(
2

0

2

0

2

0

CxzyyxCxdzdyyxdxzyxU
zyx

   

 )1;1;1()4;2;1()2()2(
)4;2;1(

)1;1;1(

2
UUxdzdyyxdxzxy  

.1)1()2(  CC  ▲ 
 

Дополнительные задачи 
 

1. Найти поток векторного поля  kxzjxixa 
2

   через внешнюю сто-

рону части параболоида  ,
22

yxy   ограниченную плоскостью 1y  и лежа-

щую в I октанте.  Ответ:  .
15
1

   

2. Применяя метод проектирования на все три координатные плоскости, 

вычислить поток векторного поля  kyjxiza   через верхнюю сторону 

треугольника, получаемого пересечением плоскости  06263  zyx  с ко-

ординатными плоскостями.  Ответ:  .
6
7

 

3. Вычислить поток векторного поля   kzjyizxa 
2

 через боковую 

поверхность конуса  10,
222

 zzyx    в сторону внешней нормали. 

Указание. Дополнить заданную поверхность плоскостью  .1z   

Ответ:  .
3


  

4. Вычислить работу силового поля  jyxixyxF )()2(
222

   вдоль 

параболы   
2

xy    от точки )0;0(  до точки )1;1( .  Ответ:  .
3
5

 

5. Найти ротор вектора  kxzjzyiyxa )()()(
222222

 . 

Ответ:  ).(2 kyjxiz   

6. Найти циркуляцию вектора  kzjxiya    по контуру L: 









xz

zyx ,1
222

  непосредственно и по теореме Стокса.  Ответ:  .2  

7. Доказать, что векторное поле kxyzjxzyiyzxa )2()2()2(
222
  

является потенциальным. Найдите его потенциал. 

Ответ:  .2)(
3

1 333
Cxyzzyx   
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