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Занятия 1–2 
 

Многочлены. Функции и их графики. Метод математической  

индукции  

 

Пример 1. Найти числа ,  и  , если многочлен  xxx 23 6  

является кубом двучлена x .  

Δ Разложим куб суммы:  

32233 33)(  xxxx . 

Используя определение тождественного равенства двух многочленов, полу-

чаем систему   














,

,3

,63

3

2
 

откуда 8 ,12 ,2  .  ▲ 

Пример 2. Используя метод неопределенных коэффициентов, разделить  

многочлен 152 234  xxxx  на многочлен xx 2
.  

Δ Ищем частное от деления многочленов в виде многочлена 

21
2

2 2)( cxcxxq  , а остаток в виде многочлена 
211

)( dxdxr  . Имеем 

тождественное равенство 
21

2

21

2234 ))(2(152 dxdxxcxcxxxxx  . 

Раскрывая скобки и приводя подобные члены, получаем  

221

2

21

3

1

4234  )( )( )2(2152 dxcdxccxcxxxxx  . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x , получаем  

систему  

















,1

,1

,5

,12

2

21

21

1

d

cd

cc

c

  откуда 1 ,3 ,2 ,3
2121
 ddcc .   

Следовательно,  

13))(232(152 22234  xxxxxxxxx ,  

или  

xx

x
xx

xx

xxxx









2

2

2

234 13
232

152
. ▲ 

Пример 3. Разделить «уголком» многочлен 1353 45  xxx  на многочлен 

12  xx . 
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x

xx

xx

xxx

xxx

xxx

xxx

xxx

xx

xxx

xxx

3                               

             
1

12
                      

  
132

               

                 
222

1332

123

1
                  

333

1353
Δ

2

2

23

23

234

34

23

2

345

45

























 

Итак,  xxxxxxxxx 3)1)(123(1353 22345  ,  

или   
1

3
123

1

1353
2

23

2

45








xx

x
xxx

xx

xxx
. ▲ 

Пример 4. Разложить на множители (найти корни многочлена): 

а) ;84295)( 234

4
 xxxxxP  б)  .242)( 23

3  xxxxP  

∆ а) Будем искать целые корни. Целые корни, если они существуют, находят-

ся среди чисел 8 ,4 ,2 ,1  . Поскольку 0)1(4 P , то  )(4 xP делится на )1( x . 

      

0                               

             
88

88
                      

  
1212

8412
               

          
1414

84214

812145

1
              

55

84295

2

2

23

23

2334

234

























x

x

xx

xx

xx

xxx

xxx

x

xx

xxxx

 

Следовательно,  

)()1()812145)(1(84295 3
23234 xPxxxxxxxxx  . 

Так как 0)2(3 P , то многочлен )(3 xP  делится на )2( x . 

0                       

     
84

84
               

            
84

8124

445

2
              

105

812145

2

2

223

23




















x

x

xx

xx

xx

x

xx

xxx
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)445)(2)(1(84295 2234  xxxxxxxx . 

Квадратный трехчлен 445 2  xx имеет 0D , поэтому не разлагается 

на множители. Корни многочлена 1
1
x  и 2

2
x . ▲ 

б) Будем искать рациональные корни. Рациональные корни, если они су-

ществуют, находятся среди чисел 
2

1
 ,2 ,1  . Поскольку  ,0

2

1
3








P то  )(
3

xP  

делится на 
2

1
x . 

0                   

           
24

24

42
2

1
          

2

242

2
23

23















x

x

x

x

xx

xxx

 

Так как )2)(2( 2)2( 242 22  xxxx , то  

)2)(2( 
2

1
 2242 23 







  xxxxxx . 

Корни многочлена 2  ,2  ,
2

1
321  xxx .  ▲ 

Пример 5. Решить неравенство 0)85()7()23)(3( 235  xxxx . 

Δ Умножая данное неравенство на 
25 5

1

3

1
 , получим равносильное ему 

неравенство  0)7(
3

2
 

5

8
 )3( 3

52








 






  xxxx . 

Для решения применим обобщенный метод интервалов. 

 

 

 

 

 

) ;7(
3

2
  ;

5

8
 

5

8
 ;3 














  x .  ▲ 

Пример 6. Решить неравенство 0
1

)3)(45(
2

22






x

xxx
. 

Δ Произведя эквивалентные преобразования, получаем 

3  
5

8
  

3

2
 7  x  

      

– – 
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2
2 2 2

2

( 4)( 3)
0.( 5 4)( 3) ( 1)( 4)( 3)

0 0 1
1 ( 1)( 1)

1.

x x
x x x x x x

x
x x x

x

  
      

    
     

 

 

 

 

 

 

 3)1 ;1()1 ;4[  x . ▲ 

Пример 7. Решить неравенство 
32 1

21

1

2

1

1

x

x

xxx 








. 

Δ Приведя к общему знаменателю и умножив обе части неравенства на 

знакоположительную функцию 1)( 2  xxxf , получим 
















0

)1)(1(

21)1( 21

1

21

1

2

1

1
2

2

32 xxx

xxxx

x

x

xxx
 




















.1

,02
0

1

)1)(2(
0

)1)(1(

2
2

2

x

x

x

xx

xxx

xx
 

]2  ;1()1 ;(  x .  ▲ 

Пример 8. Решить уравнение 032 22  xx . 

Δ Так как 
22 xx   и xx 2

, то введя новую переменную 0 ,  yyx , 

получим уравнение 0322  yy , корни которого 







 .1

,3

2

1

y

y
 Следовательно, 

3 ,3  xx .  ▲ 

Пример 9. Решить уравнение 33322  xxx . 

Δ     

























1
,3332

,1
,3332

    3332 2

2

2

x
xxx

x
xxx

xxx  

 5  ;3    

1

,2 ,3

,1

,5 ,0

    

1

,06

,1

,05

  
43

21

2

2





















































 x

x

xx

x

xx

x

xx

x

xx

. ▲ 

 

1  3  1 4  x  

      

– 
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Пример 10. Решить уравнение 15 12  3 2  xxx . 

Δ      




















   

15 12  3

,15 12  3

,015

    15 12  3
2

22

xxx

xxx

x

xxx  

 4 ;1    
4 ;1 ;

3

1
 ;

3

2

,
5

1

     

023

,04113

,
5

1

  

2

2 


















 






















 x
x

x

xx

xx

x

.  ▲ 

Пример 11. Решить уравнение 16 3  2 43  xx . 

Δ Отметим на числовой оси точки 
3

4
x  и 3x , в которых подмодуль-

ные выражения обращаются в нуль. Определим знаки подмодульных выраже-

ний на трех образовавшихся промежутках 

 

 

 

 

 

Решим уравнение на каждом из полученных промежутков. 

1)  
5

14

145

,
3

4
      

16)3( 243

,
3

4






















x

x

x

xx

x
. 

2)  























.6

,3
3

4
      

16)3( 243

,3
3

4

x

x

xx

x
   . 

3)  
5

18
      

16)3( 243

,3









x

xx

x
. 









5

18
 ;

5

14
 x .  ▲ 

Пример 12. Решить неравенство x x x  4862
. 

Δ       
0127

,045
    

486

,486
    4 86 

2

2

2

2

2 


















xx

xx

xxx

xxx
xxx  

3  

3

4
  

x  

      – – 
 

– 
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.0)4)(3(

,0)1)(4(
  









xx

xx
 

 

 

 

 

 

 

   4  3  1; x .  ▲ 

Пример 13. Решить неравенство 3342  x x x . 

Δ 
















.0)2)(3(

,0)3( 
    

334

,334
    3 34 

2

2

2

xx

xx

xxx

xxx
xxx  

 

 

 

 

 

) ;(0 )2 ;3()3 ;(  x .  ▲ 

Пример 14. Выразить объем цилиндра, вписанного в шар радиусом R , 

как функцию его высоты  h . Найти область определения этой функции. 

∆ Объем V  цилиндра с радиусом основания r  равен hr 2 . 

По теореме Пифагора 
222 44 Rrh  , следовательно, 








 
4

)(
2

2 h
RhhV . Из геометрического смысла задачи сле-

дует, что Rh 20  . ▲ 

Пример 15. Найти область определения функции 









.2    ,sin

,2  ,22

xx

xx
y  

Δ  Очевидно, ) ;2()2 ;()(  yD .  ▲ 

Пример 16. Найти область определения функции .
4814

5
2

4

xx

x
y




  

Δ Область определения функции определяется совокупностью систем: 

4  3  x  

4  1 x  

2  x  

0  3  x  

3  
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







04814

,05
2xx

x
   или   









.04814

,05
2xx

x
 

1)   ).8 ;6(     
.0)8)(6(

,5
    

.04814

,05
2 

















x

xx

x

xx

x
 

2)   5    
.04814

,05
2 








x

xx

x
.     )8 ;6(5 x . ▲ 

Пример 17. Найти область определения функции xy
543

logloglog .  

∆ );5(,51log0loglog
554

 xxxx . ▲ 

Пример 18.  Найти область определения функции 
x

x
y

2

1
arcsin

2
 . 

 

∆   













































.0
)1(

,0
)1(

.0
2

12

,0
2

12

.1
2

1

,1
2

1

2

2

2

2

2

2

x

x
x

x

x

xx
x

xx

x

x
x

x

 

 

}1;1{x , т. е. область определения функции состоит из двух точек: 

1x  и 1x . ▲ 

Пример 19.  Найти область значений функции 763 2  xxy . 

∆ 4)1(3763 22  xxx . Отсюда следует, что наименьшее значение 

данной функции равно 4, и принимается это значение в точке 1x . 

Наибольшего значения функция не имеет. );4[ y . ▲ 

Пример 20.  Найти область значений функции xxxy 2sinsin2cos1  . 

∆   xxxxxxxx 2222 sinsin2sinsinsin22sinsin2cos1  

4

9

2

1
sin

2








  x .  Отсюда следует, что наименьшее значение данной функции 

равно 0  и оно достигается в тех точках x , где 1sin x . Наибольшее  

значение функции равно 
4

9
 и оно достигается в тех точках, где 

2

1
sin x , 







4

9
;0y . 

Пример 21.  Найти область значений функции 
1

2
2

2






x

xx
y . 

∆  Для каждого действительного a  решим уравнение 

0)2()1(
1

2 2

2

2





axxaa

x

xx
. 

При 1a  получаем, что 1x , и тем самым 1)1( y . При 1a  

 
0  

0  

1  

1  1 

1 
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07124 2  aaD , откуда находим, что 
2

23

2

23 



a . 








 


2

23
;

2

23
y .  ▲ 

Пример 22.  Доказать, что функция xy x sin32
2cos   ограничена на мно-

жестве R . 

∆ 532sin32sin32
22 coscos  xx xx

. Геометрически это 

означает, что график функции расположен внутри полосы 5y  и 5y . ▲ 

Пример 23.  Доказать, что функция xxy sin  не является ограниченной 

на всей числовой прямой. 

∆  Предположим, что функция xxy sin  ограничена на множестве всех 

действительных чисел. Тогда существует такое натуральное число с , что для 

любого Rx  выполняется cxx sin . Положим 






 
2

1
0

cxx . 

ccccxx 






 






 








 
2

1

2
sin

2

1
sin

00
, что противоречит 

предположению. Таким образом, функция xxy sin  не является ограниченной 

на всей числовой прямой. ▲ 

Пример 24.  Доказать, что функция 
2xy   не является ни убывающей, ни 

возрастающей на множестве R . 

∆ Пусть 1,1
21
 xx . Тогда 

21
xx  , но 1)()(

21
 xyxy . Поскольку не 

выполняются и неравенство )()(
21

xyxy  , и неравенство )()(
21

xyxy  , то данная 

функция не является ни возрастающей, ни убывающей на всей числовой оси.  ▲ 

Пример 25. Является ли периодической функция 3lgsin  xy ? 

∆ Если точка 
0

x  принадлежит области определения периодической функ-

ции )(xf  с периодом T , то ее области определения принадлежат и все точки 

nTx 
0

, где n  – любое целое число. Следовательно, область определения пе-

риодической функции содержит положительные и отрицательные числа, сколь 

угодно большие по абсолютной величине. Так как это условие не выполняется 

)3( x , данная функция не является периодической. ▲ 

Пример 26. Найти период функции xy cos . 

∆ 
2

2cos1
coscos 2 x

xx


 . Функция xy 2cos  имеет период  , 

поэтому и заданная функция имеет тот же период.  ▲ 

Пример 27. Суперпозицией каких простейших элементарных функций 

может быть получена функция 
22cos xy  ? 

∆ Функция 
22cos)( xxfy   представляется в виде )))((( zuy  , где 
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2)( xxuz  , 
2)(,cos)( ttyzzt  . ▲ 

Пример 28. Найти ))(( x  и ))(( x , если 
2)( xx  , 

xx 2)(  . 

∆ 
xxxx 222 2)2())(())((  ,  

2

22))(( )( xxx  
. ▲ 

Пример 29. Исследовать на монотонность следующую функцию: 

)32(arctg 2  xxy . 

∆ Пусть 2)1(32 22  xxxz , тогда zy  arctg . При 1x  функ-

ция z  возрастает, а при 1x  – убывает. Исходная функция возрастает при 

1x  как суперпозиция двух монотонно возрастающих функций. Исходная 

функция монотонно убывает при 1x  как суперпозиция монотонно убываю-

щей функции 2)1( 2  xz  и монотонно возрастающей функции zy  arctg . 

Таким образом, функция )32( arctg 2  xxy  является монотонно убывающей 

на промежутке ]1 ;(  и монотонно возрастающей на промежутке ] ;1(  . ▲ 

Пример 30.  Исследовать следующие функции на четность: 

а) xxxf cossin)(  ;  б)  
x

x
xf






1

1
lg)( ;  в)  cxf )( . 

∆  а)   24/ f ,   04/ f . Функция xxxf cossin)(   является 

функцией общего вида. 

б) 
x

x
xf






1

1
lg)( . Область определения функции симметрична относитель-

но начала координат )1;1(x . При этом )(
1

1
lg

1

1
lg)( xf

x

x

x

x
xf 









 . 

Следовательно, функция нечетная. 

в) cxf )( . Область определения симметрична относительно начала коор-

динат );( x . При этом cxf  )( . Следовательно, функция четная. ▲ 

Пример 31.  Найти функции, обратные данным: 

а) )2( lg  xy ;  б)  









.1 ,3

,1   ,322

xx

xxx
y  

∆ а) Областью определения монотонно возрастающей функции 

)2( lg  xy  являются 2x . Пропотенцировав заданное равенство, полу-

чим, что  
yx 102  , т. е. обратная функция имеет вид 210  xy . 

б) При 1x  функция 2)1(32 22  xxxy  монотонно убывает 

)2( y . Решив квадратное уравнение yxx  322
 относительно x  )1( x  

получим единственный корень 21  yx . Обратная функция в этом случае 

имеет вид )2(   21  xxy . При 1x  функция 3 xy  монотонно 

убывает )2( y . Очевидно, она имеет обратную функцию 3 yx , т. е. 

3 xy . Таким образом, функцией, обратной данной является следующая: 
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








.2 ,3

,2   ,21

xx

xx
y   ▲ 

Пример 32.  Построить график функции RxxEy    ),(  (целая часть x), 

где )( xE  – наибольшее целое число, не превосходящее x . 

Δ На каждом промежутке )1  ;[ nn , где Zn , данная функция постоян-

на и равна n  (рис. 1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Пример 33.  Построить график функции 






 


3
2cos xy . 

Δ  1) xyxy 2coscos   – сжатие к оси ординат в два раза; 

2) 














 


6
 2 cos2cos xyxy  – параллельный перенос вдоль оси 

абсцисс в положительном направлении на 
6


 единиц; 

3) 






 








 


3
 2 cos

3
2 cos xyxy  – симметрия относительно оси 

ординат части графика, лежащей в полуплоскости 0x  (рис. 2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 2  3  1  0  2  3  

2  

3  

1 

2  

3  

X  

Y  

Рис. 1 

  

Рис. 2 

  

1  

1 

12

5
  

Y  

X  0  
12

5
 

12

11
 

6

7
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Пример 34. Построить график функции  321  xxxy . 

∆ Для построения графика данной функции рассмотрим четыре проме-

жутка, на которые ось OX  разбивают точки  2,1  и 3 . Тогда 




















.3при,63

,32при,

,21при,4

,1при,63

xx

xx

xx

xx

y  

Построим на каждом промежутке график соответствующей линейной 

функции (рис. 3). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

           

 

                                                                                          

Метод математической индукции. Чтобы доказать, что некоторое 

утверждение верно для любого натурального числа n , начиная с 
0

n , достаточно 

доказать, что: 

а)  это утверждение верно для  
0

nn  ; 

б) если данное утверждение справедливо для некоторого натурального 

числа 
0

nk  , то оно верно также и для следующего натурального числа 1k . 

Такой метод доказательства называется методом математической индукции. 

Пример 35. Вывести формулу для суммы )12()1(...531  nS n
n . 

∆ Имеем 4,3,2,1 4321  SSSS . Рассмотренные частные слу-

чаи позволяют высказать предположение, что nS n
n )1( . 

а)  Истинность равенства при 1n  установлена. 

б) Предположим, что kkS kk
k )1()12()1(...531  . Тогда 

 
 )12()1()12()1()1()12()1( 111
1 kkkkkSS kkkk

kk

)1()1( 1   kk
. По принципу математической индукции заключаем, что наше 

предположение верно для любых Nn . ▲ 

 

▲ 

1 2  3  

2  

3  

6  

Y  

X  O  

Рис. 3  
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Дополнительные задачи 

1. Методом неопределенных коэффициентов и деления «уголком» найти 

частное и остаток от деления многочлена )(xP  на многочлен )(xQ :  

а) 3)(   ,4532)(
1

234

4
 xxQxxxxxP ;  

б) .22)(   ,5543)( 2

2

234

4
 xxxQxxxxxP  

Ответ: а) 83)29832)(3()( 23

4
 xxxxxP ; 

б) 21)853)(22()( 22

4
 xxxxxxP . 

2. Разложить многочлен )(xP  на множители: 

а) 254)( 23  xxxxP ;  

б) 86732)( 234  xxxxxP . 

Ответ: а) )2()1()( 2  xxxP ; 

б) 






 








 


4

331
 

4

331
)2)(1( 2)( xxxxxP . 

3. Решить неравенства: 

а) 1
42

3
2


 xx

; б) x
xx

xx






34

43
2

2

; в) 
xx

x 2

13

9 2





. 

Ответ: а) ) ;1()1 ;(  x ; б) ) ;1[)1 ;3(  x ; 

в)  10  ;
3

1
]2 ;(  







x . 

4. Решить уравнения: 

а) 0
1

1
 322 





x

x
xx ; б) 165 243 2  xxx ; 

в) 43 32 21  xxx . 

Ответ: а) 3x ;  б)  1 ;2x ; в)  5]2  ;1[ x . 

5. Решить неравенства: 

а) 956 2  xxx ;  б) 
271 3 xx  ;  в) x

x

xx


 2224
. 

Ответ: а) ) ;3()1 ;(  x ;  б)  ) ;2()1 ;(  x ; 

в) ]21 ;3[)0 ;4[ x . 

6. Найти области определения функций: 

а) xy sinlg ;   б) xy
2

logarcsin . 

Ответ: а) 


 kx 2
2

;  б) 21  x . 

7. Найти области значений функций: 

а)  
2

1
)(






x

x
xf ;  б) 

2

23cossin

16

1
log16)(




xx
xf . 
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Ответ: а) ) ;1(1) ;()(  fE ;  б) 4] ;8[)( fE . 

8. Исследовать функции на четность: 

а) 
12

12
)(






x

x

xf ;  б) )( arccos2)( xxf  . 

Ответ: а) нечетная;  б) общего вида. 

9. Доказать ограниченность функций: 

а) 
21

)(
x

x
xf


 ;  б) 

2452)( xxxf  . 

10. Исследовать на монотонность функции: 

а) 53)( 3  xxxf ;  б) 
2

2

1
cos)(

x

x
xf


 . 

Ответ: а) строго возрастает на ) ;(  ;  б) строго возрастает на 

]0 ;( , строго убывает на ) ;0[  . 

11. Найти период и главный период функции Дирихле: 










.   0,

,  ,1
)(

ьноиррационал

орациональн

x

x
xf  

Ответ: периодом является любое рациональное число, главного периода 

нет. 

12. В одной системе координат построить графики функций: 

а) 
432 )(  ,)(  ,)(   ,)( xxfxxfxxfxxf  ; 

б) 
32

1
)(  ,

1
)(   ,

1
)(

x
xf

x
xf

x
xf  . 

13. Построить графики функций и уравнений: 

а) )(xfy  ;  б) )(xfy  ;  в)  xfy  ;  г) )(xfy  ;  д)  xfy  ;   

е)  xfy  ;  ж) )(xfy  ;  з)  xfy  , если xxf  3)( . 

14. Доказать методом математической индукции: 

а) 
2

)1( 
...321




nn
n ;  б) 

6

)12)(1( 
...321 2222 


nnn

n . 

 
Занятия 3–4  

 

Матрицы и определители 

 

Пример 1. Найти матрицу X , если: 

































93

82

71

50

42

31

2 X . 

∆    
























































13

02

133

50

42

31

2

93

82

71

X .  ▲ 
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Пример 2. Пусть 









12

63
A , 












1110

2301
B , 























1

0

1

1

X , 











1

1
Y . 

Найти AYAAYBXBBXAB TT ,, ,  , . Показать, что матрица A  является кор-

нем многочлена 94)( 2  xxxf . 

∆   1) 
































5512

12363

1110

2301

12

63
AB ; 

2) 













































2

1

1

0

1

1

1110

2301
BX ; 

3) 


























































































































4

1

2

1

1

0

1

1

5512

51013

1110

2301

1

0

1

1

1110

2301

12

13

10

01

BXBT . 

Если учитывать  2), то  

























































4

1

2

1

2

1

12

13

10

01

BXBT
; 

4)  




























1

3

1

1

12

63
AY ; 

5)  



























































17

7

1

1

3720

2013

1

1

12

63

16

23
AYAT

. 

Учитывая 4), то 






























17

7

1

3

16

23
AYAT

; 

6) 





















































48

2412

138

2421

10

01
9

12

63
4

12

63

12

63
)(Af  




















00

00

90

09
. ▲ 

Пример 3. Пусть 
















400

312

101

A . Найти 
TAA   и AAT  . 
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∆   














































16124

12145

452

431

010

021

400

312

101
TAA , 





















































2637

312

725

400

312

101

431

010

021

AAT
.  ▲ 

Пример 4. Пусть 



















202

110

201

A , 
















032

140

031

B , 



















633

422

756

X . 

Покажите, что BXAX  , хотя BA  .  

∆   













































261618

1055

191112

633

422

756

202

110

201

XA , 














































261618

1055

191112

633

422

756

032

140

031

XB .  ▲ 

Пример 5. Вычислить 




















 



















1

4

11

22

11

433

322

211

100

.  Ответ: 





















35

25

15

5

. 

Пример 6. Пусть 





















n
x

x

x

X


2

1

, 









nnn

n

aa

aa
A




1

111
. Найти размерность 

матрицы AXXC T .  Ответ: 11C  – это число. 

Пример 7.  Пусть  
















3

2

1

x

x

x

X , 
















332313

232212

131211

aaa

aaa

aaa

A .  Найти AXX T
. 

∆   




























3

2

1

332313

232212

131211

321
)(

x

x

x

aaa

aaa

aaa

xxx  
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
















3

2

1

333223113323222112313212111
)(

x

x

x

xaxaxaxaxaxaxaxaxa  

)(2
322331132112

2

333

2

222

2

111
xxaxxaxxaxaxaxa  .  ▲ 

 

Пример 8.  Решить уравнение  0
14

1






x

xx
. 

∆  4,1,045,044
21

22  xxxxxxx .  ▲ 

Пример 9. Вычислить определитель  

524

513

121





:  а) по определению;  

б) по правилу Саррюса; в) разложив его по второму столбцу; г) приведя его к 

треугольному виду. 
 

∆  а) 8727015
24

13
1

54

53
2

52

51
1

524

513

121











; 

 

б) 87301046405

524

513

121





; 

 

в) 8716170
53

11
2

54

11
1

54

53
2

524

513

121











; 

 

г) 

















780

1010

211

1010

780

211

1100

870

121

524

513

121

 

 

87

8700

1010

211





 .  ▲ 

 

Пример 10.  Вычислить определители: 

а) 

957

842

1263





; б) 

3615

039

2703



 . 
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∆  а)  0

957

842

842

2

3

957

842

1263









; 

б)  






 












25

13
9

12

01
127

125

013

901

3

3615

039

2703
3

 

 

2700)991(27  .  ▲ 

Пример 11.  Вычислить определитель  

174182373723737

174172373523735

375271532315325

. 

∆  
1741823737

1741723735
2

17418237370

17417237350

37527153232

174182373723737

174172373523735

375271532315325

 

 

22198
12

1741723735
2  .  ▲ 

Пример 12.  Доказать тождество 

333

222

111

33333

22222

11111

2

cba

cba

cba

x

cxbaxba

cxbaxba

cxbaxba









. 

∆  















333

222

111

3333

2222

1111

33333

22222

11111

2

2

2

2

2

2

caa

caa

caa

caxba

caxba

caxba

cxbaxba

cxbaxba

cxbaxba

 

333

222

111

333

222

111

2

2

2

2

cba

cba

cba

x

caxb

caxb

caxb

 . ▲ 

Пример 13. Вычислить определитель, предварительно упростив его: 

1

1

1

22

22

22

azaz

ayay

axax







. 

∆  











0

0

1

11

11

11

1

1

1

1

1

1

22

22

2

2

2

2

2

22

22

22

xzxz

xyyx

xx

a

z

y

x

a

zz

yy

xx

a

azaz

ayay

axax

 

))()(())(())((( 2222 zyxzxyaxyxzxzxya  . ▲ 
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Пример 14. Вычислить определитель путем преобразования его к тре-

угольному виду: 

3214

2143

1432

4321

. 

∆  

3214

2143

1432

4321

  

)1(4 )4(  )4(

)1(3)3()3(

)1(2)2()2(







  

131070

10820

7210

4321






  

)2(7)4()4(

)2(2)3()3(




  

 

36400

4400

7210

4321




  )3( ) 4(  )4(    





40000

4400

7210

4321

 

 

16040)4)(1(1  . ▲ 

Пример 15.  Вычислить определитель 

3524

2345

4253

5432









. 

 

∆ 























1861

81530

22140

32090

1861

6192

1681

5432

3524

2345

4253

5432

 





















8753

100

32330

2

8153

117

3209

2

8153

2214

3209

 

2858)1219210(2
753

2330
2 


 .  ▲ 

Пример 16. Вычислить определитель n -го порядка: 

0555

5055

5505

5555







n

D . 

∆  Вычитая первую строку из всех остальных, получим 
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nn

n
D 5)1(

5000

0500

0050

5555

1 






 






. ▲ 

Пример 17. Вычислить определитель n -го порядка: 

3222

2322

2232

2223







n

D . 

∆  Из каждой строки вычитаем стоящую ниже строку. Получим  

32222

11000

00100

00110

00011














n

D . 

Прибавим ко второму столбцу первый, к третьему – сумму первых двух 

столбцов и к k-му – сумму первых )1( k  столбцов, где nk ...,,3,2 . Будем 

иметь 

12)1(23

)1(2342222

0100

0010

0001





 nn

n

D
n






.  ▲ 

Пример 18. Выяснить, существует ли матрица, обратная матрице 











93

52
A . Если существует, то найти ее. 

∆ Так как 03det A , матрица A  является невырожденной и для нее 

существует обратная матрица. 

Вычислим алгебраические дополнения элементов матрицы A : ,911 A  

2,5,3
222112
 AAA . Присоединенная матрица  














25

39
B .  

Обратная матрица 













23

59

3

1

det

11 TB
A

A .  

Пример 19. Методом присоединенной матрицы найти 
1A  для матрицы  

















401

120

031

A . 
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∆ Находим 05

401

120

031

det 



A . 

Обратная матрица существует. Вычислим алгебраические дополнения 

элементов матрицы A : 

8
40

12
11

A , 1
41

10
12

A , 2
01

20
13

A , 12
40

03
21

A , 

4
41

01
22




A , 3
01

31
23




A , 3
12

03
31

A , 1
10

01
32




A , 

2
20

31
33




A . 

Присоединенная матрица: 






















213

3412

218

B . 

Обратная матрица: 






















232

141

3128

5

1

det

11 TB
A

A .  ▲ 

Пример 20. Найти матрицу, обратную матрице 









43

21
A , путем эле-

ментарных преобразований строк. 

∆ Запишем матрицу )|( EA  и выполним элементарные преобразования ее 

строк в следующем порядке: 










1043

0121
  )1(3)2()2(    









 1320

0121
  )2()1()1(     

 












1320

1201
  )2( 5,0)2(    













5,05,110

1201
. 

Таким образом, 













5,05,1

121A .  ▲ 

Пример 21. Решить матричные уравнения:  

а) 







































12201

7141

521

201

240

121

X ;  б) 






 



















41

122

42

01

10

21
X . 

∆  а)  Пусть 









































12201

7141

521

,

201

240

121

BA .  
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Тогда  BAX  
11)(   BAAAX 

1 BAXE 
1 ABX . 

Таким образом, найдем матрицу 
1A  и умножим ее справа на матрицу B .  

Найдем определитель матрицы A  и алгебраические дополнения ее  

элементов: 

8

201

240

121

det 



A ;

 4,2,0,2,3,4,4,2,8
333231232221131211
 AAAAAAAAA . 

Тогда 






















424

232

048

8

11A . 

Итак, 
















































































142

031

201

83216

0248

1608

8

1

424

232

048

12201

7141

521

8

1
X . 

б)  Пусть 






 




















41

122
,

42

01
,

10

21
CBA . 

Тогда CBXA   
1111   BCABBXAA  

11   BCAX . 

Таким образом, надо найти матрицы 
11,  BA  и произведение 

11   BCA .  

Найдем определители матриц A  и B  и алгебраические дополнения их 

элементов: 

1,2,0,1,1det
22211211

 AAAAA ; 

1,0,2,4,4det
22211211
 BBBBB . 

Тогда 






















 

12

04

4

1
,

10

21 11 BA . 

Итак, 





























 














11

56

12

04

41

122

10

21

4

1
X .  ▲ 

 

 

Дополнительные задачи 

 

1. 


























132

574
,

841

352
BA  и 














652

833
C . Найти мат-

рицу X , если CBXA 542  . 

Ответ: 










10214

1433
X . 

2. Даны матрицы 
3452223523

,,,, EDCBA . Указать, какие из произведений 

данных матриц существуют и чему равны размеры получающихся матриц. 
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Ответ: существуют: 1) 52AB ;  2) 42AE ;  3) 23BD ;   

4) 32CA ;  5) 35DA ;  6) 25DC . 

 3. Показать, что: 

а) 























































14312

926

316

310

120

013

514

232

102

; 

б) 






 







































101011

51510

214

203

112

031

4102

1315
; 

в) 


















































16

14

8

2

2

3

204

512

130

. 

4. Найти )(Af , если  53)( 2  xxxf ,  









34

12
A . 

Ответ:  









98

27
)(Af . 

5. Проверить, перестановочны ли матрицы 













42

51
A  и 














10

01
B . 

Ответ:  да. 
 

6. Вычислить определители: 

а) 
7978

9493
; б) 





cossin

sincos
; в) 

123

456

789

; г) 

213

132

321

; 

д) 

16325

70001

43112

50001

14113







.  

Ответ:  а) 15;  б) 1;  в) 0;  г) –18;  д) 2. 
 

7. Решить уравнение  0

645

5410

322









x

x

x

.  

Ответ: 2,1
32,1
 xx . 

 

8. Вычислить определители:  
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а)  

1511

4321

2123

1512


; б) 

1251278

25194

5132

1111




.  

 

Ответ: а) 54 ;  б) 432 . 

9. Найти матрицу, обратную матрице 
















1087

654

321

A : 

а) методом присоединенной матрицы; 

б) путем элементарных преобразований строк. 

Ответ: 






















363

6112

342

3

11A . 

10. Даны матрицы 











41

21
A  и  










11

12
T . Найти матрицу B , если 

ATTB 1 . 

Ответ: 











02

36
B . 

11. Найти обратную матрицу для матрицы A, если: 

а) 
















81013

456

111

A ; б) 





















1000

0100

0010

2001

A . 

 

Ответ:  а) 






















135

254

120
1A ;   б) 

















 



1000

0100

0010

2001

1A . 

12. Решить матричные уравнения: 
 

а) 


















59

35

43

21
X ;  б) 





















75

21

46

23
X ; 

в)  123

224

536

435
















X ; г) 



































7

4

4

875

432

111

X . 
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Ответ:   а) 












1321

711

2

1
;   б) ;   в)  111 ;   г)  















1

2

3

. 

13. Решить матричное уравнение: 





























109

1614

87

65

25

13
X . 

  Ответ: 









43

21
X . 

 

 

Занятия 5–6 
 

Векторная алгебра 

 

Пример 1. По заданным векторам a  и b  построить вектор ba
2

1
2  . 

∆  Решение задачи приведено на рис. 4.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

baAD
2

1
2  .  ▲ 

Пример 2. Найти угол между векторами a  и b , если известно, что 

baba  . 

Δ Построим на векторах a  и b  как на сторонах параллелограмм. Тогда 

ba   и ba   – это длины его диагоналей. Из множества параллелограммов 

свойством равенства длин диагоналей обладают только прямоугольники. Таким 

образом, угол между векторами a  и b  равен 90 . ▲ 

Пример 3. Найти координаты и длину вектора ba 23  , если 

)3;2;0( a , )3;2;3(b . 

∆ Согласно свойству линейности  )6;4;6()9;6;0(23 ba  

)3;2;6(  . Поэтому 7943632  ba . ▲ 

Пример 4. Заданы три вершины )1;1;0( A , )2;0;1(B , )0;3;2(C  парал-

лелограмма ABCD . Найти координаты точки D . 

a  

b  

A  

B  

C  

D  

a2  

b
2

1
  

Рис. 4 
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∆ Пусть );;( zyxD . Поскольку )2;3;1( BC , )1;1;(  zyxAD , а 

векторы BC  и AD  равны, то 12  ,13 ,1  zyx . Отсюда ,4  ,1  yx  

3z , т. е. )3;4;1( D .  ▲ 

Пример 5. Даны проекции отрезка 
21

MM  на оси координат 4  ,5  YX , 

зная, что его начало в точке )3;2(
1
M , найти координаты его конца. 

∆ Если известны координаты точек );(
111

yxM  и );(
222

yxM , то проек-

ции X  и Y  на оси координат направленного отрезка 
21

MM  могут быть опре-

делены по формулам 
1212

, yyYxxX  . Таким образом, 3
12
 xXx , 

1
12

 yYy ; )1;3(
2

M .  ▲ 

Пример 6. Точки ),3;0(),1;1( BA  )2;2(C  – вершины треугольника. 

Найти длину медианы AK  и координаты точки M  пересечения медиан 

ABC  (рис. 5). 

∆ )3;0()1;1()4;1(  ACABAD ; ;
2

3
;0

2

1







  ADAK  

2

3

4

9
0 AK ; )1;0(

3

2
 AKAM .  

Пусть )0;0(O . Тогда  AMOAOM  

)0;1()1;0()1;1(  , т. е. )0;1(M . ▲ 

Пример 7. Найти вектор x , направ-

ленный по биссектрисе угла между векто-

рами kjia 447   и kjib 22  , 

если 65x .  

∆ Найдем орты векторов a  и b :  

 kji
kji

a

a
a 447

9

1

81

447
0




 ; 

 kji
kji

b

b
b 22

3

1

9

22
0




 . На векторах  
0

a  и 
0

b  как на сторо-

нах построим ромб. Тогда его диагональ будет направлена по биссектрисе угла 

между векторами  
0

a  и 
0

b , т. е. 0,
9

2

9

7

9

1
)(

00








  kjibax . Так 

как 65x , то 654491
9




, 15 . Таким образом, 

 kjix 27
3

5
 . ▲ 

Пример 8. Найти значение параметра t , при котором вектор 

kjtia 4  имеет длину, равную 5 , и образует с вектором j  тупой угол.  

)1;1(A  

)3;0( B  D  

)2;2(C  

M  
K  

Рис. 5 
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∆  Очевидно, 0t . Так как  5161 2  ta , то 22t .  ▲ 

Пример 9. К вершине куба приложены три силы, равные по величине со-

ответственно 3,2,1  и направленные по диагоналям граней куба, выходящих из 

одной вершины. Найти величину равнодействующей этих трех сил. 

∆ Так как )(),(),(
332211

kjFkiFjiF   и 12
11

F , 

22
22

F , 32
33

F , то )(
2

2
),(

2

1
21

kiFjiF  , )(
2

3
3

kiF  .  

Таким образом, kjiFFFF
2

5

2

4

2

3
321

 , 5543
2

1 222 F . ▲ 

Пример 10. Доказать, что векторы  jibjia 3,2   и jic 24   

линейно зависимы. 

∆ Как известно, любые три вектора плоскости линейно зависимы. Пока-

жем, например, что baс  :  






























 3

1

2

1

2

4
, 








,232

,4
  2,2  , 

т. е. векторы a , b  и  с  являются линейно зависимыми. ▲ 

Пример 11. Даны векторы 
21

2 eea  , 
21

3eeb  , где 
1

e  и 
2

e  – базис. 

Показать, что векторы a  и b  образуют базис, и найти координаты вектора 

21
23 eeс   в базисе a , b . 

∆ Векторы a  и  b  не являются коллинеарными, т. к. 
3

1

1

2 
 . Поэтому 

они тоже образуют базис. Любой вектор можно представить в виде линейной 

комбинации базисных векторов. Для нахождения координат вектора с  в этом 

базисе составляем и решаем систему уравнений: 






























 3

1

1

2

2

3
,  








,23

,32
  

7

1
,

7

11
 . 

Таким образом, в базисе a , b  координаты вектора 




 

7

1
;

7

11
с .  ▲ 

Пример 12. Задана тройка векторов )1;1;1(),0;1;1(),0;0;1(
321
 eee . 

Доказать, что эта тройка векторов образует базис в 
3

V . Вычислить координаты 

вектора )1;3;7(a  в этом базисе. 

∆ Составим линейную комбинацию векторов 
1

e , 
2

e  и 
3

e  и приравняем ее к 

нулевому вектору: 






























































0

0

0

1

1

1

0

1

1

0

0

1

,  














,0             

,0      

,0

     0 . 

Указанная тройка векторов образует базис. Найдем координаты вектора 
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a  в этом базисе: 






























































1

3

7

1

1

1

0

1

1

0

0

1

,  














,1             

,3      

,7

    1,2,4  , 

т. е. в базисе 
1

e , 
2

e , 
3

e  вектор )1;2;4(a . ▲ 

Пример 13. Может ли некоторый ненулевой вектор образовывать с векто-

рами ji ,  и k  углы, равные соответственно: а)  45,135,120 ;  

б)   60,135,120 ? 

∆ Направляющие косинусы любого вектора связаны единственным соот-

ношением: 1coscoscos 222  . Так как:   

а) 1
2

1

2

1

4

1
45cos135cos120cos 222  , следовательно с векто-

рами ji ,  и k  никакой вектор не может образовывать углы   135,120  и 45  

соответственно; 

б) 160cos135cos120cos 222  , то такие углы возможны. ▲ 
 

Пример 14. Дан треугольник: )5;7(),1;4( BA  и )7;4(C . Найти коорди-

наты точки D  пересечения биссектрисы угла A  со стороной BC . 

∆ Найдем длины сторон треугольника AB  и AC :  ;543 22 AB  

106)8( 22 AC . 

Как известно, 
DB

CD

AB

AC
 . Таким образом, точка D  делит отрезок CD  в 

отношении 2 . Поэтому 
3

17

21

2
;

3

10

21

2










 BC

D

BC

D

YY
Y

XX
X . Итак, 










3

17
;

3

10
D . ▲  

Пример 15. Найти две точки A  и B , если известно, что точка )4;5(C  

делит отрезок AB  в отношении 4:3 , а точка )5;6( D  – в отношении 3:2 .  

∆ Пусть );(),;( BBAA YXBYXA . Тогда имеем  

.

1
3

2
3

2

5,

1
3

2
3

2

6,

1
4

3
4

3

4,

1
4

3
4

3

5





















BABABABA
YYXXYYXX

 

Решая полученную систему уравнений, найдем 225,160 
BA

XX , 

,131
A

Y  184
B

Y ,  т. е. )184;225(),131;160(  BA .  ▲ 

Пример 16. Полюс полярной системы координат совпадает с началом де-

картовых прямоугольных координат, полярная ось направлена по биссектрисе 

первого координатного угла. Даны декартовы прямоугольные координаты  
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точек )1;3(),3;1(),2;2(),1;1(
4321
 MMMM  и )2;32(

5
M . 

Определить полярные координаты этих точек. 

∆ Найдем длины радиус-векторов этих точек: ,222,211
21

 rr  

4412,213,231
543

 rrr . 

Найдем углы, которые образуют радиус-векторы этих точек с осью OX:  

6
,

6

5
,

3
,

4
,

4

3
54321











 . 

Тогда, очевидно, ,
1243

,
244

,
244

3
321


























  

,
12

7

46

5
4




 






12

5

465
. Таким образом, указанные точки 

имеют следующие полярные координаты: 








 






 






 







 








 

12

5
;4,

12

7
;2,

12
;2,

2
;2,

2
;2

54321
MMMMM . ▲ 

Пример 17. Найти уравнение линии в декартовой прямоугольной системе 

координат, если в полярной системе координат эта линия задана уравнением 




cos4

3
r . 

∆ Так как 
22 yxr  , 

22
cos

yx

x


 , получим  

22

22

4

3

yx

x
yx




       
xyx 


224

3
1       xyx  34 22

     

~   








3

69)(16 222

x

xxyx
     0961615 22  xyx .  ▲ 

Пример 18. Найти угол, образованный  единичными векторами 1e  и  2e , 

если известно, что векторы 
21

2eea   и 
21

45 eeb   перпендикулярны. 

∆ Находим скалярное произведение векторов a  и b : 

 2

21221

2

12121
8)2,(10)2,(45)45,2(),( eeeeeeeeeeba


 

),2,(63
21

ee  т. к. ba  , то 0),( ba


. Отсюда 
2

1
cos11)2,(

21
ee . 

Следовательно, 
3


 .  ▲ 

Пример 19. Даны три вектора: )4;3;1( a , )2;4;3( b  и 

)4;1;1(с . Вычислить aпр cb  .  

∆  Пусть )6;3;2(  cbd .  
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Тогда 5
7

35

3694

2492),(







d

ad
aпр

d
. ▲ 

Пример 20. Найти проекцию вектора )2;3;4( a  на вектор, составля-

ющий одинаковые тупые углы с осями координат. 

∆ В качестве вектора, составляющего одинаковые тупые углы с осями ко-

ординат, можно взять вектор kjib  . Действительно,  

kjib
3

1

3

1

3

1
0

 . 

Следовательно, 
3

1
coscoscos  .  

Тогда 3
3

234),(





b

ab
aпр

b
. ▲ 

Пример 21. В прямоугольном параллелепипеде 
1111

DCBABCDA : ,1AD  

,2AB  3
1
AA . Найти угол между скрещивающимися прямыми 

1
AC  и 

11
DB .  

∆ Выберем систему координат с началом в точке A  и с осями OYOX ,  и 

OZ , совпадающими соответственно с ребрами ,AD  AB  и 
1

AA . Тогда 

kjiAC 32
1

 , jiDB 2
11

 ,  
70

3

514

41),(
cos

111

111 








DBAC

DBAC
, 

70

3
arccos . ▲ 

Пример 22. В треугольнике ABC  точка H  – точка пересечения высот. 

Известно, что )2;6( AB , )4;3(AC . Найти координаты вектора .AH  

∆ Пусть );( YXAH  . Тогда )2;6(  YXABAHBH . Так как 

BCAH   и ,ACBH   получаем систему уравнений: 









,0)2(4)6(3

,063

yx

yx
   








,1043

,02

yx

yx
   )1;2(.1,2  AHyx . ▲ 

Пример 23. Упростить выражение ],[],[],[ kjikkijkji  . 

∆ Как известно, jikikjkji  ],[,],[,],[  и векторное произведение 

обладает свойством антикоммутативности. Поэтому  

],[],[],[ kjikkijkji    kiijikjk 22)()(  . ▲ 

Пример 24. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на век-

торах a  и b , если 
4

3
),(,3,4,2,23






qpqpqpbqpa . 

∆   |],[],[2],[3],[6|]2,3[],[ qqpqqpppqpqpbaS  
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],[5 qp 230
2

2
345  . ▲ 

Пример 25. Найти координаты вектора x , если он перпендикулярен век-

торам )3;2;4(
1

a  и )3;1;0(
2
a , образует с ортом j  тупой угол и 26x .  

∆ В качестве вектора, перпендикулярного векторам 
1

a  и  
2

a , можно взять 

вектор ],[
21

aab  .  

Тогда kji

kji

b 4123

310

324  . 

Вектор bx  , причем 0 . Так как 26161449  , то 2 . 

Таким образом kjix 8246  . ▲ 

Пример 26. Объем прямой треугольной призмы 
111

CBABCA  равен 6 . 

Определить координаты вершины 
1

A , если координаты вершин одного из осно-

ваний призмы следующие: )1;0;1(A , )0;0;2(B , )0;1;0(C .  

∆ Так как координаты точки A  известны, то для нахождения координат 

точки 
1

A  достаточно знать координаты вектора 
1

AA . Найдем вектор: 

kji

kji

ACABn 



 2

111

101],[ .  

Так как 6n , то 
2

6

2

1
 nS

ABC
. Высота призмы  62

2

6
:6

1
 AAh . 

Призма прямая, поэтому )2(2
1

kjiAA  . Если )0;0;0(O , то 

11
AAOAOA  : 

1) )3;4;3()2;4;2()1;0;1(
1

OA ; 

2) )1;4;1()2;4;2()1;0;1(
1

OA .  

Следовательно, существуют две точки, удовлетворяющие условиям зада-

чи: )3;4;3(
1

A  и )1;4;1(
1

A . ▲ 

Пример 27. Показать, что векторы kmjia  , kmjib )1(   и 

kmjic   ни при каком значении m  не могут быть компланарными. 

∆ Необходимым и достаточным условием компланарности трех векторов 

является равенство нулю их смешанного произведения. 

Найдем 02

11

111

11

),,( 





m

m

m

cba . 

Векторы  ba ,  и c  не являются компланарными. ▲ 
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Пример 28. Даны вершины тетраэдра )2;0;0(A , )5;0;3(B , )0;1;1(C , 

)2;1;4(D . Найти его объем и длину высоты, опущенной из вершины D .  

∆ Имеем 

],[

),,(
,),,(

6
1

ACAB

ADACAB
hDACAABV

ABCD
 . 

Так как )3;0;3(AB , )2;1;1( AC , то  

)3;9;3(

211

303],[ 





kji

ACAB , и 113],[ ACAB . 

Далее, )0;1;4(AD ,  ],[,(),,( ACABADADACAB 33091)3(4  . 

Следовательно, 
11

1
,

2

1
 hV

ABCD
. ▲ 

 

 

Дополнительные задачи 
 

1. Доказать, что ABCD  – параллелограмм, если cbaAB  32 , 

cbaAC 2 , cbaAD  2 . 

2. Найти координаты, длину и направляющие косинусы вектора AB , если 

)2,5,4( A , )1,3,2( B . 

Ответ: 
3

1
cos,

3

2
cos,

3

2
cos,3),1,2,2(  ABAB . 

3. Найти координаты вектора a , если его длина равна 2 , и он образует с 

осями OYOX ,  и  OZ  углы  60,135  и  60  соответственно. 

Ответ:  )1,1,2(a . 

4. Дан треугольник )3,3,2(),8,5,3(),6,3,2(, CBAABC  . Найти: 

а) вектор b , направленный по биссектрисе внутреннего угла при вершине 

A, если 65b ; 

б) координаты точки D  пересечения этой биссектрисы со стороной BC . 

Ответ:  а) )1,10,7(b ;  б) 






8

1
6,

4

1
4,

8

1
1D . 

5. Доказать, что векторы jibjia 3,2   и jic 42   линейно за-

висимы. Можно ли выразить вектор b  через векторы a  и  c ?  

Ответ:  нет. 

6. Найти работу силы kiF   при перемещении материальной точки на 

вектор kjia  23 .   

Ответ:  4 . 
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7. Длины базисных векторов 
321

,, eee  равны соответственно 2,1,1 ; углы 

между ними равны  90),(
21

ee ,  60),(),(
3231

eeee . Вычислить пло-

щадь параллелограмма, построенного на векторах )2;0;1(a , )1;1;2( b .   

Ответ:  94 . 

8. Векторы a  и  b  неколлинеарны. При каких значениях скаляра   кол-

линеарны векторы ba   и ba 3 ?   

Ответ:  3 . 

9. Векторы  ba,  и c  некомпланарны. При каких значениях скаляра   

компланарны векторы cba  2 , cba 654  , cba 287  ?  

Ответ:  4,3  . 

10. Даны точки )3,2,1(),1,1,8(),7,3,5(),0,1,1( DCBA  . Найти:  

а) скалярное произведение  ACAB, ;  б) косинус угла между векторами 

AB  и AC ;  в) векторное произведение  ACAB, ;  г) смешанное произведение 

 ADACAB ,, . 

Ответ:  а) 35 ;  б) 
18

27
;  в) )28,45,4(  ;  г) 219 . 

11. Доказать, что четыре точки )1;2;1( A , )5;1;0(B , )1;2;1(C  и   

)3;1;2(D  лежат в одной плоскости. 

12. Определить координаты концов отрезка, который точками )2;0;2(C  

и   )0;2;5( D  разделен на три равные части.   

Ответ:  )4;2;1(  и )2;4;8(  . 

13. Даны векторы )1;1(a  и )1;1( b . Найти косинус угла между век-

торами x  и y , удовлетворяющими системе уравнений 








byx

ayx

2

2
.     

Ответ:  
5

4
 . 

14. Даны векторы  )3;1(a , )1;2( b  и )1;4(с . Найти числа   и 

  такие, что 0 cba .  

Ответ: 
7

13
,

7

2
 . 

15. Проверить, что векторы  )1;5( a  и )3;1(b  образуют базис на 

плоскости. Найти координаты векторов )2;1(с  и )6;2( d  в этом базисе. 

Ответ:  )2;0(,
16

11
;

16

1








 dc . 

16. Проверить, образуют ли векторы cba ,,  базис в  ℝ3. Если да, то найти 
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координаты вектора d  в этом базисе: 

а) )12,1,2(),3,3,1(),0,1,1(),4,1,2( dcba  ; 

б) )16,16,6(),1,7,2(),2,3,1(),5,2,1( dcba  . 

Ответ:  а) да, bad 43  ;  б) да, cbad  3 . 

17. В полярной системе координат даны две точки 






 

4
;5

1
M  и 








 


12
;8

2
M . Найти расстояние d  между ними.  

Ответ: 7d . 

 

Занятие 7  
 

Прямая линия на плоскости 

 

Пример 1. Прямая L  задана общим уравнением  063  yx .  

Записать уравнение прямой L :  1) с угловым коэффициентом;  2) в отрез-

ках;  3) каноническое;  4) параметрическое;  5) нормальное. 

∆  1) 2
3

1
 xy ; 2) 1

26




yx
; 3) yx 36  ,  

13

6 yx



;  

4) t
yx




13

6
,  63  tx , ty  ; 5) 0

10

6

10

3

10
 y

x
. ▲ 

Пример 2. Составить уравнение прямой, проходящей через точку 

),4;3(A  и параллельной прямой: 

1) 052  yx ; 2) 
3

2

2

1 


 yx
; 3) 2x ; 4) 1y ;  

5) tytx 74,3  . 

∆ 1) Нормальный вектор прямой 052  yx   )2;1( n . Так как прямые 

параллельны, в качестве нормального вектора искомой прямой можно взять 

вектор n . Тогда уравнение прямой:  0)4(2)3(  yx   0112  yx ; 

2) В качестве направляющего вектора прямой можно взять вектор 

)3;2(q . Уравнение прямой: 
3

4

2

3 


 yx
; 

3)  Очевидно, 3x ; 

4)  Очевидно, 4y ; 

5) Вектор )7;1( q  является направляющим вектором прямой. Уравне-

ние прямой: tx  3 , ty 74 .  ▲ 

Пример 3. Составить уравнение прямой, проходящей через точку )4;3(A , и 

перпендикулярной прямой: 1) 052  yx ; 2) 
3

2

2

1 


 yx
; 3) 2x ; 4) 1y ;  
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5) tytx 74,3  . 

∆ 1) Вектор )2;1( q  является направляющим вектором искомой пря-

мой. Уравнение прямой: 
2

4

1

3






 yx
;   

2) Вектор )3;2(n  является нормальным вектором искомой прямой. 

Уравнение прямой: 0)4(3)3(2  yx   0632  yx ;  

3) Очевидно, 4y ;   

4) Очевидно, 3x ;   

5) Вектор )7;1( n  является нормальным вектором прямой. Уравнение 

прямой: 0)4(7)3(1  yx   0317  yx .  ▲ 

Пример 4. Составить уравнение прямой L , которая проходит через точку 

)10;2(0M  и отсекает от второго координатного угла треугольник площадью, 

равной 5 . 

∆ Запишем уравнение прямой в отрезках: 1
b

y

a

x
.  

Тогда  



















,0

,10

,1
102

a

ab

ba

    














,0

,10

,102

a

ab

abab

     5,2  ba . 

Уравнение прямой L : 1
52




yx
, 01025  yx . ▲ 

Пример 5. Найти угол между прямыми  0532  yx   и  073  yx .  

∆ Углом между прямыми называется наименьший из двух смежных уг-

лов, образованных этими прямыми. Значение   (меньшего из углов) можно 

вычислить по формуле  
21

21
),(

cos
nn

nn


 , где )3;2(

1
n , )3;1(

2
n  – 

нормальные векторы этих прямых, т. е.  

130

7

9194

92
cos 




 , 

130

7
arccos .  ▲ 

 

Пример 6. Даны две точки: )3;2(P  и )0;1(Q . Составить уравнение 

прямой, проходящей через точку Q  перпендикулярно к отрезку PQ .  

∆ Угловой коэффициент прямой PQ :  1
12

12 





xx

yy
k . Тогда угловой ко-

эффициент искомой прямой  1
1

1


k
k , а ее уравнение )1(10  xy ,  

01 yx .  ▲ 
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Пример 7. Составить уравнение прямой 
3

L , симметричной прямой 
1

L  

),053(  yx  относительно прямой 
2

L  )01(  yx . 

∆ Угловые коэффициенты прямых 
1

L  и 
2

L : 3
1
k , 1

2
k . Пусть угло-

вой коэффициент прямой 
3

L  равен 
3

k . Тогда 
32

32

21

21

11 kk

kk

kk

kk









, т. е. 

3

3

1

1

31

13

k

k









,  

3

1
3
k . 

Найдем точку пересечения всех трех прямых:  









,01

,053

yx

yx
   1x ,  2y . 

Итак, уравнение прямой 
3

L :  )1(
3

1
2  xy ,  073  yx .  ▲ 

Пример 8. Найти длину h  высоты, опущенной из вершины )4;4(A   

треугольника ABC , если )1;6( B , )4;2( C . 

∆ Уравнение прямой BC :  
14

1

62

6








 yx
,  02243  yx . 

Поэтому 10
43

224443
22





h .  ▲ 

Пример 9. Записать уравнение биссектрисы 
0

L  того угла, образованного 

прямыми 
1

L  )07(  yx  и 
2

L  )04(  yx , внутри которого лежит точка )1;1(A .  

∆ Отклонения точки A  от прямых 
1

L  и 
2

L  имеют следующие знаки:  

0
50

171
)(

1



Ad

L
  и  0

2

411
)(

2



Ad

L
. 

Любая точка );( yxM , принадлежащая 
0

L , равноудалена от прямых 
1

L  и 

2
L , имеет отклонения от этих прямых тех же знаков, что и точка A . 

Таким образом, все точки биссектрисы удовлетворяют уравнению 

2

4

50

7 


 yxyx
  0103  yx . ▲ 

Пример 10. Найти точку );(
11

yxB , симметричную точке )12;8(A  относи-

тельно прямой ).062(  yxL  

∆ Приведем уравнение прямой L  к каноническому виду: 
12

6 yx



. 

Вектор )12;8(
11
 yxAB  перпендикулярен вектору )1;2(a , поэтому 

0)12(1)8(2
11

 yx . Точка  






 

2

12
;

2

8
11

yx
Q , являющаяся серединой 
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отрезка AB , принадлежит прямой L , т. е.   06
2

12
2

2

8
11 




 yx
. 

Решив полученную систему уравнений, найдем координаты точки B :  









,042

,0282

11

11

yx

yx
    4,12  yx , т. е. )4;12(B .  ▲ 

Пример 11. Точка )2;3( A  является вершиной квадрата ABCD , а точка 

)1;1(M  – точкой пересечения его диагоналей. Составить уравнения сторон 

квадрата. 

∆  Запишем уравнение прямой AM :  
3

2

2

3 




 yx
. 

Угловой коэффициент этой прямой 
2

3
k . Для одной из сторон квадра-

та, проходящих через точку A , выполняется равенство 1

2

3
1

2

3

1

1







k

k
,   

5

1
1

k , 

где 
1

k  – угловой коэффициент этой прямой.  

Тогда угловой коэффициент другой стороны, проходящей через точку A ,  

5
1

1

2


k
k . 

Найдем координаты точки C :   )4;1(;1
2

2
,1

2

3






C

yx
. 

Запишем уравнение сторон квад-

рата:  

)3(
5

1
2  xy , 075  yx ; 

)3(52  xy , 0175  yx ; 

)1(
5

1
4  xy , 0195  yx ; 

)1(54  xy , 095  yx . ▲ 

Пример 12. Составить уравнения 

сторон треугольника, зная две его вер-

шины )5;3(A , )1;6(B  и точку пересечения его медиан )0;4(M  (рис. 6). 

∆  Пусть )0;0(O  – начало системы координат. Тогда  

)1;2( BM , 






 
2

3
;3

2

3
BMBD , 

)5;1( AM , 




 

2

15
;

2

3

2

3
AMAK , 

)5;3(A  

)1;6(B  

C  
D  

K  

)0;4(M  
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






 
2

1
;3BDOBOD , т. е. 







 
2

1
;3D , 








 
2

5
;

2

9
AKOAOK , т. е. 







 
2

5
;

2

9
K . 

Составляем уравнения сторон треугольника как прямых, проходящих че-

рез две заданные точки:  

51

5

36

3
:








 yx
AB , 02734  yx ; 

5
2

1

5

33

3
:








 yx
AC , 3x ; 

1
2

5

1

6
2

9
6

:







 yx
BC , 

03937  yx .  ▲ 
 

Пример 13. Даны координаты 

двух вершин треугольника )3;1(A , 

)5;2(B  и точка пересечения его вы-

сот )4;1(H  (рис. 7). Найти коорди-

наты третьей вершины треугольника 

и составить уравнения его сторон.  

∆ Пусть координаты точки );( yxС . Тогда ),1;2(AH  ),1;1(HB  

),3;1(  yxAC  )5;2(  yxBC . Так как HBAC   и AHBC  , получаем 

систему уравнений: 








,0542

,031

yx

yx
 откуда найдем координаты точки 

)5;7( С . 

Зная координаты вершин треугольника, записываем уравнения его сторон: 

2

3

3

1
:




 yx
AB , 01132  yx ; 

8

3

8

1
:






 yx
AC , 02  yx ; 

10

5

5

2
:






 yx
BC ,  092  yx . ▲  

 

 

Дополнительные задачи 

 

1. Через точку )5;3(M  провести прямую так, чтобы она отсекала от ко-

ординатного угла равнобедренный треугольник. 

Ответ: 02,08  yxyx . 

2. Составить уравнения катетов равнобедренного прямоугольного треуголь-

ника, если уравнение гипотенузы 47  xy  и вершина прямого угла )4;3(С . 

)3;1(A  

)5;2(B  

);( yxC  

K  

)4;1(H  

Рис. 7 
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Ответ: 8
3

4
,

4

7

4

3
 xyxy . 

3. Дан треугольник )6;2(),5;3(),4;6(,  CBAABC . Составить 

уравнение прямой, проходящей через вершину A  параллельно медиане, про-

ходящей через вершину B . 

Ответ: 05656  yx . 

4. Стороны треугольника расположены на прямых 012  yx , 

0114,01745  yxyx . Составить уравнения высот треугольника. 

Ответ:  012  yx , 02254  yx , 0184  yx . 

5. Из точки )4;5(M  выходит луч света под углом 2arctg  к оси OX  

и отражается от нее. Написать уравнение падающего и отраженного лучей. 

Ответ: 62,62  xyxy . 

6. Вершина равнобедренного треугольника находится в точке )15;7( , а 

середина его основания в точке )3;1( . Составить уравнения сторон треугольни-

ка, если тангенс угла при основании равен 4 . 

Ответ:  0732  yx , 023514  yx , 0951110  yx . 

7. Составить уравнения сторон треугольника, зная одну из его вершин 

)4;2( A , и уравнения биссектрис двух его углов: 02  yx  и 

063  yx . 

Ответ: 0107,06,067  yxyxyx .  

8. Установить взаимное расположение двух данных прямых на плоскости 

(совпадают, параллельны, пересекаются); в случае пересечения найти общую 

точку прямых и косинус угла между ними: 

а) 032  yx    и  








;2

,3

ty

tx
 

б) 152  yx   и  








;22

,45

ty

tx
 

в) 02043  yx   и  








;62

,84

ty

tx
 

г) 095  yx    и   03 yx . 

Ответ:  а) )10;15(  , 
26

5
;  б) параллельны;  в) совпадают;  г) )2;1( , 

13

2
. 

9. Составить уравнения прямых, проходящих через точку )1;3(A  и 

наклоненных к прямой 0132  yx  под углом 45 .  

Ответ:  0165  yx , 025  yx . 
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Занятия 8–9 
  

Плоскость и прямая в пространстве 

 

Пример 1. Заданы плоскость P: 012  zyx  и точка )1;1;1(
0

M . 

Написать уравнение плоскости P , проходящей через точку 
0

M  параллельно 

плоскости P , и вычислить расстояние ),( PP  .  

∆ Так как плоскости P  и P  параллельны, то нормальный вектор плоско-

сти P  )1;1;2( n . Если точка );;( zyxM  принадлежит плоскости P , то 

0),( 0 MMn , 0)1(1)1(1)1(2  zyx . Искомое общее уравнение 

плоскости 022  zyx .  

Расстояние 
6

1

112

1111112
),(),(

2220





 PMPP . ▲ 

Пример 2. Составить уравнение плоскости, проходящей через точки 

)3;2;1(1M , )1;1;2(2M  перпендикулярно к плоскости 0643  zyx . 

∆ Если точка );;( zyxM  принадлежит искомой плоскости, то векторы 

)3;2;1(
1

 zyxMM , )2;1;1(
21

MM  и )1;4;3(n  являются ком-

планарным и их смешанное произведение равно нулю: 

02   ,0

143

211

321





zyx

zyx

. ▲ 

Пример 3. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 

)5;4;3(
1

M  параллельно двум векторам )1;1;3(
1

a  и  )1;2;1(
2

a . 

∆ Пусть ),,( zyxM  – любая точка искомой плоскости. Векторы 

)5;4;3(
1

 zyxMM , 
1

a и 
2

a  компланарны. Следовательно,  

01674  ,0

121

113

543









zyx

zyx

.  ▲ 

Пример 4. Составить уравнение плоскости, проходящей через три задан-

ные точки )0;2;1(
1

M , )1;1;2(
2

M  и )1;0;3(
3

M . 

∆ Векторы );2;1(
1

zyxMM  , )1;1;1(
21

MM  и )1;2;2(
31

MM   

являются компланарными (точка ),,( zyxM  принадлежит искомой плоскости), 

поэтому 

03  ,0

122

111

21









yx

zyx

.  ▲ 
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Пример 5. Основанием треугольной пирамиды DABC  с вершиной 

)3;2;2( D  служит треугольник с вершинами в точках )0;0;0(A , )1;1;0(B , 

)0;1;1(C . Найдите длину h  высоты пирамиды.  

∆ Найдем уравнение плоскости, проходящей через три заданные точки 

CBA ,, . Векторы );;( zyxAM  , )1;1;0(AB , )0;1;1(AC  компланарны. 

Поэтому zyx

zyx



011

1100 . Длина высоты есть расстояние от точки D  

до этой плоскости. Таким образом, 1
111

322





h . ▲ 

Пример 6. Вычислить объем пирамиды, ограниченной плоскостью P: 

030532  zyx  и координатными плоскостями. 

∆ Уравнение этой плоскости в отрезках имеет вид 1
61015





zyx
. 

Плоскость P  отсекает от осей OYOX ,  и OZ  отрезки, длины которых соответ-

ственно равны 10,15  и 6 . Поэтому  15061015
6

1

6

1
 cbaV .  ▲ 

Пример 7. Даны две плоскости 
1

P  и 
2

P . Найти косинус угла между ними, 

если 013:,012:
21

 zyPzyxP . 

∆ Векторы )1;2;1(
1

n  и )3;1;0(
2
n  являются нормальными векто-

рами к этим плоскостям. Поэтому  

152

1

106

32),(
),(cos),(cos

21

21

2121









nn

nn
nnPP . ▲ 

Пример 8. Составить уравнения плоскостей, делящих пополам двугран-

ные углы, образованные пересекающимися плоскостями 0352  zyx  и 

024102  zyx . 

∆ Биссекторной плоскостью является геометрическое место точек про-

странства, равноудаленных от двух данных пересекающихся плоскостей. Для 

любой точки );;(
000

zyxM   

30

352
000

1




zyx
d , 

120

24102
000

2




zyx
d . 

Поскольку 
21

dd  , то  











.0434

,02763
)24102()352(2

000

000

000000
zyx

zyx
zyxzyx  

Таким образом, существует две биссекторные плоскости: 

02763  zyx  и 0434  zyx .  ▲ 
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Пример 9. Плоскость P  задана общим уравнением 01043  zyx . 

Записать нормальное уравнение этой плоскости. 

∆ Для приведения общего уравнения плоскости к нормальному виду 

нужно все члены этого уравнения умножить на нормирующий множитель 

222

1

CBA 
 , при этом знак   выбирается противоположным знаку 

свободного члена D . Так как 
26

1
 , нормальное уравнение плоскости 

имеет вид  

0
26

10

26

4

26

3

26

1
 zyx .  ▲ 

Пример 10. Прямая L  задана уравнениями 
0

5

1

3

2

1 







 zyx
. Указать 

координаты каких-либо четырех точек этой прямой. 

∆ Запишем уравнение прямой в параметрическом виде: tx 21 , 

,3 ty   tz 05 . Полагая, например, что ,3,2,1,0t  получим )5;3;1( A , 

)5;2;1( B , )5;1;3( C , )5;0;5(D .  ▲ 

Пример 11. Прямая L  задана следующими общими уравнениями:  









.01253

,0432

zyx

zyx
 

Написать канонические уравнения прямой, а также уравнения ее проек-

ций на координатные плоскости. 

∆ Положив, например 0y , получим 2  ,1
,123

,42









zx

zx

zx
. 

Таким образом, мы уже знаем одну точку прямой: )2;0;1(
0

M . В каче-

стве направляющего вектора прямой может быть взят вектор 

kji

kji

nnq 197

253

132],[
21





 . 

Канонические уравнения прямой таковы: 
19

2

71

1









 zyx
. Полученная 

пропорция эквивалентна системе трех уравнений 














,014719

,01719

,077

zy

zx

yx

 

описывающих три плоскости, проектирующие прямую на координатные плос-

кости  OxzOxy,  и Oyz  соответственно (уравнение прямой в проекциях). ▲ 

Пример 12. Написать канонические уравнения прямой, проходящей через 

точки )3;2;1(
1

M  и )7;4;2(
2

M .  
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∆ В качестве направляющего вектора прямой подходит вектор 

)4;2;1(
21

MM . Искомые уравнения прямой: 
4

3

2

2

1

1 





 zyx
.  ▲ 

Пример 13. Составить параметрические уравнения прямой, проходящей 

через точку )5;2;1(M  перпендикулярно плоскости 05432  zyx . 

∆ В качестве направляющего вектора прямой можно взять нормальный 

вектор плоскости )4;3;2( n . Тогда  

























.54

,23

,12

  ,
4

5

3

2

2

1

tz

ty

tx

t
zyx

  ▲ 

Пример 14. Найти тупой угол между прямыми 3,0,23  tzytx  

и 3,0,12  tzytx . 

∆ В качестве направляющих векторов прямых можно взять следующие 

векторы: )1;0;3(
1

q  и )1;0;2(
2
q . Тупой угол между прямыми определя-

ется соотношением 






 135  ,

2

2

510

16),(
cos

21

21

qq

qq
. 

Пример 15. При каком значении m  угол   между прямой 
11

2

2

1 zyx








 

и плоскостью 04  zymx  равен 45 ? 

∆ Направляющий вектор прямой ),1;1;2( q  нормальный вектор плос-

кости )1;1;(mn  .  

Как известно, .
26

2),(

2

1
sin

2 





m

m

nq

nq
 

Итак, 6m . ▲ 

Пример 16. Найти координаты точки B , симметричной точке )1;3;2( A  

относительно прямой L:  .
2

1

1

2

1

1 







 zyx
 

∆ Геометрическое построение точки B  осуществим следующим образом: 

а) через точку A  проводим плоскость P , перпендикулярную прямой L ;  

б) находим точку M  пересечения прямой L  и плоскости P ; в) отрезок AM  

удлиняем до отрезка AB  так, чтобы точка M  оказалась в середине отрезка 

AB . Запишем уравнение плоскости P  и параметрическое уравнение прямой L:  

,0)1(2)3)(1()2(1  zyx  

.21,2,1 tztytx   

Подставив эти выражения для координат точки на прямой в уравнение 

плоскости, получим уравнение для параметра t   

0)121(2)32()21(  ttt , 

решение которого дает значение параметра для точки M . Найдя это значение 
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3

4
t  и подставив его в параметрические уравнения прямой, получим коорди-

наты точки пересечения:  

3

5

3

8
1,

3

2

3

4
2,

3

1

3

4
1  zyx . 

Поскольку эта точка делит отрезок AB  пополам, координаты точки 

);;( zyxB   получим, решив уравнение .
3

5

2

1
,

3

2

2

3
,

3

1

2

2








 zyx
 

Отсюда 
3

7
,

3

13
,

3

8
 zyx . ▲ 

Пример 17. Убедиться, что прямые L1 






 









4

5

3

2

2

1 zyx
 и  

L2 


















2

1

2

2

3

7 zyx
 принадлежат одной плоскости, и написать уравне-

ние этой плоскости. 

∆ Прямая 
1

L  проходит через точку )5;2;1(
1

M  и имеет направляющий 

вектор )4;3;2(
1

q . Прямая 
2

L  проходит через точку )1;2;7(
2

M  и имеет 

направляющий вектор )2;2;3(
2

q . Эти прямые принадлежат одной плоско-

сти тогда и только тогда, когда векторы )4;4;6(
21

MM , )4;3;2(
1

q  и 

)2;2;3(
2

q  компланарны. Найдем смешанное произведение этих векторов: 

  0

223

432

446

,,
2121









qqMM . 

Прямые 
1

L  и 
2

L  принадлежат одной плоскости. Пусть );;( zyxM  – любая 

точка плоскости. Запишем условие компланарности векторов:  

)5;2;1(
1

 zyxMM , )4;3;2(
1

q  и )2;2;3(
2

q . 

Тогда   3113162

223

432

521

,,0
211









 zyx

zyx

qqMM . 

Уравнение плоскости: 03113162  zyx .  ▲ 

Пример 18. Убедиться, что прямые 


















2

3

4

4

3

7
1

zyx
L  и 






















1

2

4

5

6

21
2

zyx
L  являются скрещивающимися, найти расстояние 

между ними. 

∆ Находим смешанное произведение векторов )5;1;28(
21

MM , 

)2;4;3(
1

q  и )1;4;6(
2

q : 
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  .0507

146

243

5128

,,
2121









qqMM  

Прямые являются скрещивающимися. На векторах 
21

MM , 
1

q  и 
2

q  можно 

построить параллелепипед. Объем этого параллелепипеда нам уже известен: 

507V . Расстояние между прямыми равно высоте h  этого параллелепипеда. В 

свою очередь, высоту параллелепипеда можно вычислить как отношение объе-

ма параллелепипеда к площади его основания, но  

39144916336912

146

243],[
21осн.





 kji

kji

qqS . 

Расстояние между скрещивающимися прямыми 13
39

507
h . ▲ 

Пример 19. Написать каноническое уравнение прямой 
1

L , которая прохо-

дит через точку )4;2;3(
0

M  параллельно плоскости  07323
1

 zyxP  

и пересекает прямую 






 









2

1

2

4

3

2
2

zyx
L . 

∆ Запишем уравнение плоскости 
2

P , параллельной плоскости 
1

P  и прохо-

дящей через точку )4;2;3(
0

M : 

0)4(3)2(2)3(3:
2

 zyxP , 025323  zyx . 

Найдем точку пересечения плоскости 
2

P  и прямой 
2

L :  





















,
2

1

2

4

3

2

,025323

t
zyx

zyx

    








,025)12(3)42(2)23(3

,12,42,23

ttt

tztytx
 

5,8,8,2  zyxt ,  )5;8;8(
1

M . 

Искомая прямая проходит через точки 
0

M  и 
1

M . Ее уравнение: 

9

4

6

2

5

3 







 zyx
. ▲ 

Пример 20. На плоскости Oxy  найти такую точку M , сумма расстояний 

от которой до точек )5;2;1(A  и )10;16;11( B  была бы наименьшей. 

∆ Пусть )10;16;11( B . Очевидно, что BMMAMBMA  . Но 

BABMMA min . Таким образом, нужно провести прямую через точки 

)5;2;1(A  и )10;16;11( B  и найти точку пересечения этой прямой с плос-

костью Oxy : 
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15

5

18

2

12

1
:














zyx
BA . 

Положив 0z , получим ,3x  4y , т. е. )0;4;3( M .  ▲ 

 
 

Дополнительные задачи 

 

1. Составить уравнение плоскости, которая проходит: 

а) через ось Ox  и точку )2;1;4(
1

M ; 

б) через ось Oy  и точку )3;4;1(
2

M ; 

в) через ось Oz  и точку )7;4;3(
3

M . 

Ответ:  а) 02  zy ;  б) 01 zx ;  в) 0135  yx . 

2.  Составить общее и параметрические уравнения плоскости, проходя-

щей через точку )1;1;2(
0

M  параллельно векторам  )1;2;4(a  и  )2;1;5(b . 

Ответ:  0514133  zyx ; vuzvuyvux 21,21,542  . 

3. Составить общее уравнение плоскости, заданной параметрически: 

uzvyvux 32,4,432  . 

Ответ:  0164  zyx . 

4. Определить, при каких значениях l  и m  плоскости 0532  zlyx  

и 0266  zymx  параллельны.   

Ответ: ,3l  4m . 

5. Определить, при каком значении l  плоскости 0353  lzyx  и 

0523  zyx  перпендикулярны.   

Ответ: 6l . 

6. Доказать, что три плоскости 0532  zyx , 0123  zyx , 

0234  zyx  пересекаются по трем различным параллельным прямым. 

7. Установить взаимное расположение двух данных плоскостей (пересе-

каются, параллельны, совпадают): 

а) 013  zyx    и   0252  zyx ; 

б) vuzvyvux  ,1,2   и  szstystx 22,1,32  ; 

в) 042  zyx    и   08242  zyx . 

Ответ: а) пересекаются; б) совпадают; в) совпадают. 

8. Доказать, что плоскости vuzvuyvx 3,1,81    и  

stzsyystx 524,34,421   параллельны и найти расстояние 

d  между ними. 

Ответ:  4),2,2,1(||)8,8,4(
21

 dnn . 

9. Составить уравнение плоскости, перпендикулярной к плоскости 

05422  zyx  и отсекающей на координатных осях OX  и OY  отрезки 
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3

2
,2  ba .   

Ответ: 0223  zyx . 

10. Доказать параллельность прямых 
12

1

3

2 zyx








 и 









.085

,0

zyx

zyx
 

11. Установить взаимное расположение прямых ,54, tytx   

tz 33   и  








.0527

,0534

zyx

zyx
 

Ответ:  совпадают. 

12. Доказать, что прямые параллельны, и найти расстояние между ними: 

tztzytx 2,33,0,2    и  








.01

,03

zyx

zyx
 

Ответ:  3 . 

13. Даны прямые 
4

1

32

2 





 zyx
 и 

2

7

4

13 





 zy

l

x
. При каком 

значении l  они пересекаются?   

Ответ:  3l . 

14. Найти точку пересечения прямой и плоскости: 
62

1

1

1 zyx








, 

0132  zyx .  

Ответ: )6;3;2(  . 

15. Доказать, что прямые пересекаются, и найти координаты их точки  

пересечения: 1,32,3  ztytx  и  
10

1

13

1

5

1 





 zyx
. 

Ответ:  ).1,1,1(  

16. Доказать, что прямые скрещиваются, и найти расстояние между ними: 

14

1

6

3 zyx








  и  tzytx  3,4,32 . 

Ответ: 31/13. 

17. Составить уравнение плоскости, проходящей через две параллельные 

прямые  
2

3

2

2

3

1
,

2

3

2

1

3

2



















 zyxzyx
. 

Ответ: 0111206  zyx . 

18. Точка A  лежит на прямой  
1

1

32

1 


 zyx
. Расстояние от точки A  

до плоскости  03  zyx   равно 3 . Найти координаты точки  A.  

Ответ: )1;0;1( A  или )2;3;1( A . 
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19. Даны точка )1;1;3( A  и плоскость 0622  zyx . Найти коор-

динаты точки, симметричной точке A  относительно этой плоскости.  

Ответ: )3;5;1(  . 

20. Составьте уравнение плоскости, проецирующей прямую 









02

,05432

zyx

zyx
  на плоскость XOZ .   

Ответ: 015  zx . 

21. Составить канонические уравнения проекции прямой ,21 tx   

,73y  tz  2  на плоскость 01423  zyx . 

Ответ:   
17

1

2019

5 


 zyx
. 

 

Занятия 10–11  

Кривые и поверхности второго порядка 

 

Пример 1. Составить уравнение окружности, зная, что она касается оси 

OY  в точке )3;0( A  и имеет радиус 2r . 

∆ Очевидно, центр окружности находится в точке )3;2(
1

O  или 

)3;2(
2

O . Соответственно уравнения этих окружностей: 

4)3()2(,4)3()2( 2222  yxyx . ▲ 

Пример 2. Дана окружность 25)2()1( 22  yx . Составить уравнение 

ее касательной в точке )5;5(A . 

∆ Запишем уравнение прямой AO
1

, где )2;1(
1

O  – центр окружности:  

3

2

4

1 


 yx
. 

Касательная к окружности проходит через точку )5;5(A  и имеет нор-

мальный вектор )3;4(n . Ее уравнение: 0)5(3)5(4  yx , 

03534  yx .  ▲ 

Пример 3. Определить тип кривой 02222  CByAxyx .  

∆ 02222  CByAxyx   CBAByAx  2222 )()( . Если 

022  CBA  – окружность,  022  CBA  – точка, то 022  CBA  – Ø. ▲ 

Пример 4. Найти длины полуосей, эксцентриситет, координаты фокусов, 

составить уравнения директрис эллипса:   

1) 1
45 2

2

2

2


yx

; 2) 1
1312 2

2

2

2


yx

. 

∆ 1) Большая полуось равна 5 , малая полуось равна 4 ;  
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эксцентриситет: 
5

3

5

1625





a

c
; 

координаты фокусов: )0;(
1

cF  и )0;(
2

cF  , т. е. )0;3(
1

F  и )0;3(
2
F ; 

уравнение директрис: 
3

25
22

2





ba

a
x . 

2) Большая полуось равна ,13  малая полуось равна 12 ;  

эксцентриситет: 
13

5

13

144169





b

c
; 

координаты фокусов: );0(
1

cF  и );0(
2

cF  , т. е. )5;0(
1

F  и )5;0(
2

F ;  

уравнение директрис: 
5

169
22

2





ab

b
y .  ▲ 

Пример 5. Определить, какая линия определяется следующим уравнением:  

228
3

2
5 yyx  . 

Изобразить ее на чертеже. 

∆ Преобразуем заданное уравнение: 

228
3

2
5 yyx  ,   

2 29( 5) 4(8 2 ) 0,

 5,

x y y

x

     


 
   

2 29( 5) 4( 2 8) 0,

5,

x y y

x

     


 
     

2 29( 5) 4( 1) 36,

 5,

x y

x

    


 
  

2 2

2 2

( 5) ( 1)
1,

2 3

5.

x y

x

  
 


  

 

Это правая половина эллипса с центром в )1;5(
0
M  и полуосями 2a  и 

3b  (рис. 8). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

y  

x  

1 

2  

0  5  3  

4  

Рис. 8 
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Пример 6. В данной системе координат эллипс имеет каноническое урав-

нение. Составить это уравнение, если: 

1) расстояние между вершинами, лежащими на большой оси, равно 16 , а 

расстояние между фокусами равно 10 ; 

2) хорда, соединяющая две вершины эллипса, имеет длину 5  и наклонена 

к его большой оси под углом 
5

3
arcsin ; 

3) фокусами эллипса являются точки )0;1( , а точка 








2

3
;3  принад-

лежит эллипсу; 

4) фокусами эллипса являются точки )0;2( , а директрисами являются 

прямые 18x ; 

5) расстояние от директрисы до ближайшей вершины равно 4 , а до вер-

шины, лежащей на оси OY , равно 8 . 

∆ 1) 








,102

,162

c

a
    








,5

,8

c

a
   








.39

,64
222

2

cab

a
 

Уравнение эллипса:  1
3964

22


yx

. 

2) 4925,3
5

3
5  ab . Уравнение эллипса:  1

916

22


yx

; 

3) 












,1
4

33

,1

22 ba

c

     













,1
4

3

1

3

,1

22

22

bb

ba

    








,03114

,1
24

22

bb

ba
    








.4

,3
2

2

a

b
 

Уравнение эллипса:  1
34

22


yx

. 

4) 












,18

,2
2

c

a

c

     








,36

,2
2a

c
    








,36

,4
2

2

a

c
     









.32

,36
222

2

cab

a
 

Уравнение эллипса:  1
3236

22


yx

. 

5) 













,8

,4

2

2

c

a

a
c

a

      








,2

,4

c

a
     









.12

,16
222

2

cab

a
 

Уравнение эллипса:  1
1216

22


yx

.  ▲ 

Пример 7. Найти полуоси, эксцентриситет, координаты фокусов, составить 

уравнения директрис и асимптот гиперболы 1
916

22


yx

. Начертить ее график.  
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∆  








,9

,16
2

2

b

a
    








.3

,4

b

a
  

Действительная полуось равна 4 , мнимая полуось равна 3 ; эксцентриси-

тет 
4

522





a

ba

a

с
; координаты фокусов: )0;(

1
cF  и )0;(

2
cF  , т. е. 

)0;5(
1

F  и )0;5(
2
F ; уравнения директрис: 

5

16

4/5

4





a
x ; уравнения 

асимптот: xx
a

b
y

4

3
 . График гиперболы изображен на рис. 9. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Пример 8. В данной системе координат гипербола имеет каноническое 

уравнение. Составить это уравнение, если: 

1) расстояние между вершинами равно 10 , а расстояние между фокусами 

равно 12 ; 

2) длина вещественной оси равна 1, а точка )3;1(  принадлежит гиперболе; 

3) длина мнимой полуоси равна 1, а вершина гиперболы делит расстояние 

между фокусами в отношении 1:4 ; 

4) эксцентриситет гиперболы равен 
5

7
, а расстояние от вершины до бли-

жайшего фокуса равно 2 . 

∆  1) 








,122

,102

c

a
    








,6

,5

c

a
    








,36

,25
22

2

ba

a
    








.11

,25
2

2

b

a
 

Уравнение гиперболы: 1
1125

22


yx

. 

2) 












,1
91

,12

22 ba

a

    













,3
9

,
4

1

2

2

b

a

     












.3

,
4

1

2

2

b

a
   

y  

x  0  4  4  

Рис. 9 
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Уравнение гиперболы:  1
34/1

22


yx

. 

3) 















,4
2

,1

ac

ca

b

    








,63

,1

ac

b
    








,4

,1
222

2

aba

b
    












.
3

1

,1

2

2

a

b

 

Уравнение гиперболы:  1
13/1

22


yx

. 

4) 












,2

,
5

7

ac

a

c

    








,2

,075

ac

ac
    








,7

,5

c

a
    








,49

,25
22

2

ba

a
    








.24

,25
2

2

b

a
 

Уравнение гиперболы: 1
2425

22


yx

.  ▲ 

Пример 9. В данной системе координат парабола имеет каноническое 

уравнение. Составить это уравнение, если: 

1) точка )5;5(   принадлежит параболе; 

2) расстояние от фокуса до директрисы равно 12 ; 

3) длина хорды, проходящей через фокус под углом 45  к оси параболы, 

равна 18 . 

∆ 1) Подставив координаты точки )5;5(   в каноническое уравнение па-

раболы, получим: 5,2,5225  pp . Уравнение параболы: xy 52  .  

2) 12
22








 p
pp

. Уравнение 

параболы: xy 242  . 

3) Запишем уравнение прямой AB : 

2

p
xy  . Имеем ,2

2

2

px
p

x 






   

0
4

3
2

2 
p

pxx . Так как pxx 3
21
  и 

pxxBDACBFAF 
21

, то 184 p , 

92 p . 

Уравнение параболы: xy 92   (рис. 10). ▲ 

Пример 10. Составить уравнение параболы с параметром p , вершина  

которой имеет координаты );( ba , а направление оси совпадает: 

1) с положительным направлением оси OX ;  

2) с отрицательным направлением оси OX ; 

3) с положительным направлением оси OY ; 

4) с отрицательным направлением оси OY . 

∆ 1) )(2)( 2 axpby  ;  

C  
y  

x  

A  

D  B  

2
x  

1
x  

F  

2

p  
2

p
  O  

Рис. 10 Би
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2) )(2)( 2 xapby  ; 

3) )(2)( 2 bypax  ;  

4) )(2)( 2 ybpax  .  ▲ 

Пример 11. Составить уравнение параболы с вершиной )1;2(A  и дирек-

трисой 022  yx . 

∆ Найдем проекцию точки A  на директрису параболы:  
















,022

,
1

1

2

2

yx

yx
     )2;0(A . 

Пусть координаты фокуса параболы );( yxF .  

Тогда 















,1
2

2

,2
2

0

y

x

     )0;4(F . 

Возьмем любую точку );( yxM , принадлежащую параболе. Расстояние от 

этой точки до директрисы равно 
5

22  yx
, а от этой точки до фокуса пара-

болы – 
22)4( yx  . Согласно определению параболы 

5

22
)4( 22 


yx

yx , 

yxxyyxyxx 484445)168(5 2222  ,  xxyyx 4844 22
 

0764  y .  ▲ 

Пример 12. Написать каноническое уравнение кривой второго порядка 




cos45

9
r . 

∆ Так как 
22 yxr  , 

22
cos

yx

x


 , то из полярного уравнения 

кривой имеем: 

22

22

45

9

yx

x
yx




 ,   
xyx

yx
yx

45

9
22

22

22




 , 

xyx 495 22  ,   












,
4

9

,167281)(25 222

x

xxyx

  

 












,
4

9

,08125729 22

x

yxx

      












,
4

9

,08125144)4(9 22

x

yx
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










,
4

9

,22525)4(9 22

x

yx

    












,
4

25

,225259 22

x

yx

  

225259 22  yx ,  1
925

22





 yx

 – уравнение эллипса. ▲ 

Пример 13. Семейство поверхностей задано уравнением, содержащим 

произвольный параметр  . Определить тип поверхности при всевозможных  : 

а)  222 zyx ; б) 1222  zyx ; в)  222 zyx ; 

г)  222 zyx ; д)  222 zyx ; е) 1)( 222  zyx ; 

ж)  )( 222 zyx ; з) zyx  22
. 

∆  а) При 0  – эллипсоид, при 0  – точка, при 0  – Ø;   б) при 

0  – эллипсоид, при 0  – эллиптический цилиндр, при 0  – однопо-

лостный гиперболоид; в) при 0  – эллипсоид, при 0  – прямая, при 0  – 

двуполостный гиперболоид;  г) при 0  – однополостный гиперболоид, при 

0  – конус, при 0  – двуполостный гиперболоид;  д)  при 0  – двупо-

лостный гиперболоид, при 0  – конус, при 0  – однополостный гипербо-

лоид; е)  при 0  – эллипсоид, при 0  – пара параллельных плоскостей, 

при 0  – двуполостный гиперболоид; ж)  при 0  – эллипсоид, при 0  – 

плоскость, при 0  – однополостный гиперболоид;  з) при 0  – эллипти-

ческий параболоид, при 0  – прямая.  ▲ 

Пример 14. Определить тип поверхности:  

а) 064432 222  yxzyx ;  

б) 0122 22  zyx ; 

в) 022 22  zxzx . 

∆  а) 064432 222  yxzyx , 0634)2(2)1(2 222  zyx , 

03)2()1(2 222  zyx  – конус; 

б) 0122 22  zyx ,  
22 2

2

1
2 xyz 





   – гиперболический параболоид; 

в) 022 22  zxzx ,  0
4

1

2

1

2

1

2

1
2

22






 





  zx ,  

4

3

2

1

2

1
2

22






 





  zx   –  эллиптический цилиндр. ▲ 

Пример 15. Методом сечений установить форму однополостного гипер-

болоида 1
432 2

2

2

2

2

2


zyx

. Сделать рисунок. 
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∆  Будем пересекать поверхность плоскостями hy   (рис. 11): 












,

,
3

1
42 2

2

2

2

2

2

hy

hzx

    







































.

,1

3
14

3
12

2

2

2

2

2

2

2

2

hy

h

z

h

x

 

В любом таком сечении получается эллипс с полуосями 
2

2

1 3
12

h
a   и 

2

2

1 3
14

h
b  . Сечения плоскостями hx   и 

hz   дает соответственно гиперболы  












hx

hyz
,

2
1

34 2

2

2

2

2

2

  и  












.

,
4

1
32 2

2

2

2

2

2

hz

hyx

 

Сечения плоскостями 2x  и 4z  да-

ют пару пересекающихся прямых. При 0h  по-

лучим сечения поверхности координатными 

плоскостями. Эти сечения называются главными. 

В плоскости 0y  эллипс имеет полуоси 

2a  и 4c . В плоскости 0x  гипербола 

имеет действительную полуось 4c  и мнимую 

полуось 3b . В плоскости 0z  гипербола имеет действительную полуось 

2a  и мнимую полуось 3b . ▲ 

Пример 16. Установить, при каких значениях m  плоскость 01 zmx  

пересекает двуполостный гиперболоид 1222  zyx :  а) по эллипсу, б) по 

гиперболе. 

∆ Сечение гиперболоида плоскостью zmx 1  представляет собой  

кривую:  

1)1( 222  zyzm ,  121 2222  zyzmzm , 

1

2

1
)1(

2

22

2

22
















m

m

m

m
zmy ,  )1|(| m . 

Кривая будет представлять эллипс, если  









,02

,01

2

2

m

m
    21 m . 

Кривая будет представлять гиперболу, если   









,02

,01

2

2

m

m
   1m .   

При 1m  в сечении получим параболу 
2

22 


y
z .  ▲ 

y  

x  

z  

Рис. 11 
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Дополнительные задачи 

 

1. Составить уравнение линии, расстояние от каждой точки которой до 

точки )0;1(A  вдвое меньше расстояния до прямой 4x .  

Ответ:  1
124

22


yx

. 

2. Составить уравнение линии, расстояние от каждой точки которой до 

точки )0;2(A  и до прямой 085 x  относятся как 4:5 .  

Ответ:  1
248

)8(
2

2

2

2


 yx

. 

3. Составить уравнение линии, каждая точка которой одинаково удалена 

от точки  )2;0(A  и от прямой 4y .  

Ответ:  )3(42  yx . 

4. Установить, какие кривые определяются нижеследующими уравнениями: 

а) 035950322516 22  yxyx ; б) 01
3

2

9

1

4

1 22  yxyx ; 

в) 03242 2  yxx . 

Построить чертежи. 

Ответ: а) эллипс 1
16225

22





 yx

, новое начало координат );1;1(0    

б) гипербола 1
94

22





 yx

, новое начало координат )3;2(0 ; в) парабола 

yx 2 , новое начало 







2

5
;10 .  

5.  Изобразить множество точек плоскости, координаты которых удовле-

творяют следующим условиям: 

а) 








;22

,2
2

22

yx

yyx
 б)  
















;2

,1
9

)2(

4

)1( 22

yx

yx
 в) 









.4

,42 2

xy

xy
 

Ответ: 

а)     б) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0 x  

1 

y  

1
2

2


x

y  

1)1( 22  yx  
2 

x  
1 

y  

1
9

)2(

4

)1( 22





 yx

 

xy  2  
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 в)    

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

6. Написать каноническое уравнение кривой 



cos54

9
r . 

Ответ: 1
916

22


yx

. Правая ветвь гиперболы.  

7. Установить, какие кривые заданы уравнениями в полярных координатах: 

а) 



cos73

15
r ;  б) 




cos25

7
r ;  в)  




cos44

3
r ;  г) 




cos2

6
r . 

Ответ: а) гипербола;  б) эллипс;  в) парабола;  г) эллипс. 

8. Определить тип поверхности при всевозможных  :  

а) zyx  22
;  б) zyx  )( 22

; в) zyx  22
.  

Ответ: а) при 0  – эллиптический параболоид, при 0  – параболи-

ческий цилиндр, при 0  – гиперболический параболоид; б) при 0  – эл-

липтический параболоид, при 0  – плоскость;  в) при 0  – эллиптический 

параболоид, при 0  – плоскость, при 0  – гиперболический параболоид. 

9. Определить вид и параметры поверхности, а также схематически изоб-

разить ее: 

а) 04936166643 222  zyxzyx ; 

б) 011268632 222  zyxzyx ; 

в) 0341224 222  zyxzyx ; 

г) 025436624236 222  zzyxzyx ; 

д) 04712181632 22  zyxyx ; 

е) 0361232 22  yxyx ; 

ж) 021161849 22  yxyx . 

Ответ:  а) эллипсоид 1
4

)3(

6

)2(

8

)1( 222








 zyx

; б)  однополостный 

гиперболоид  1
1

)1(

2

)1(

3

)2( 222








 zyx

; в) двуполостный гиперболоид  

0 x  

y  

– 2 

42  xy

параболыветвь
 

1
4

2
2 

x
y

гиперболыветвь

 

6 – 4 
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1)2(
2

3
4)1( 2

2

2 




  zyx ; г) конус  0

3

)1(

2

)1(

1

)2( 222








 zyx

;  

д) эллиптический параболоид  )1(2
2

)3(

3

)4( 22







z
yx

;  е) гиперболиче-

ский цилиндр 1
4

)1(

6

)3( 22





 yx

; ж) эллиптический цилиндр 

  424)1(9
22  yx . 

10. Установить, что плоскость 06 y  пересекает гиперболический па-

раболоид z
yx

6
45

22

  по параболе. Найти ее параметр и вершину. 

Ответ: 




 

2

3
;6;0;15 .  

11. Установить, при каких значениях m  плоскость 02 myx  пересе-

кает эллиптический параболоид y
zx


32

22

:  а) по эллипсу;  б) по параболе. 

Ответ:  а) 0m  и 
4

1
m ;  б) 0m . 

12. Доказать, что через точку )0;3;4(A , принадлежащую гиперболиче-

скому параболоиду z
yx

2
916

22

 , можно провести две прямые, целиком лежа-

щие на параболоиде. Составить канонические уравнения этих прямых. 

Ответ:  
23

3

4

4
;

03

3

4

4 zyxzyx














. 

 
 

Занятие 12 
  

Контрольная работа  

«Векторная алгебра и аналитическая геометрия» 

 

Вариант 1 

 

1. Доказать, что векторы )2;1(a  и  )3;2( b  образуют в 
2

V  базис. 

Найти координаты вектора )0;1(c  в этом базисе.   

Ответ: )2;3( . 

2. Даны вершины четырехугольника )4;1;1( A , )5;3;5( B , 

)2;1;3(C  и )1;0;4(D . Методом векторной алгебры найти угол между диаго-

налями AC  и BD .  

Ответ: 90 . 
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3. Даны точки )1;1;2( A , )2;0;3(B , )1;1;5(C  и )3;1;0( D , являющие-

ся вершинами тетраэдра. Найти:  

а) методом векторной алгебры объем тетраэдра и длину высоты, опущен-

ной из вершины С ; 

б) длину высоты, опущенной из вершины С  методом аналитической гео-

метрии.  

Ответ: а) 
3

1
;  б) 

30

1
. 

4. Записать общее уравнение прямой, проходящей через точку ),3;2(A  и 

параллельной прямой  0105815  yx .  

Ответ:  06815  yx . 

5. Дан треугольник с вершинами )5;3(A , )2;6( B  и )1;4( C . Найти 

уравнение перпендикуляра, проведенного из вершины B  на медиану, исходя-

щую из вершины A .  

Ответ: 02134  yx . 

6. При каком значении m  прямая 
m

zyx 2

3

1

2

1 






 перпендикулярна  

к прямой  








?0254

,0342

zyx

zyx
    

Ответ: 6m . 

7. Составить уравнение плоскости, проецирующей прямую 

2

4

1

3

3

2 





 zyx
 на плоскость 06523  zyx .  

Ответ: 03  zyx . 

8. Найти уравнение гиперболы 1
2

2

2

2


b

y

a

x
, вершины которой находятся в 

фокусах, а фокусы в вершинах эллипса 4085 22  yx .   

Ответ: 1
53

22


yx

. 

9. Определить вид поверхности и изобразить ее: 1
1694

222


zyx

. 

Ответ: двуполостный гиперболоид. 

 

Вариант 2 

 

1. Доказать, что векторы )4;1( a  и  )1;2(b  образуют в 
2

V  базис. 

Найти координаты вектора )11;5( c  в этом базисе.   

Ответ: )1;3( . 

2. Даны вершины четырехугольника )2;2;1( A , )0;4;1(B , )1;1;4(C  и 
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)3;5;5( D . Методом векторной алгебры найти угол между диагоналями AC  

и BD .  

Ответ: 90 . 

3. Даны точки )4;5;3(A , )4;7;8(B , )4;10;5(C  и )8;7;4(D . Найти:  

а) методом векторной алгебры объем тетраэдра и длину высоты, опущен-

ной из вершины D . 

б) длину высоты, опущенной из вершины D  методом аналитической гео-

метрии.  

Ответ: а) 14 ;  б) 4 . 

4. Записать общее уравнение прямой, проходящей через точку )5;2(A , и 

параллельной прямой  097517  yx .  

Ответ:  09517  yx . 

5. Дан треугольник с вершинами )13;10( A , )3;2(B  и )1;2(C . Найти 

уравнение перпендикуляра, проведенного из вершины B  на медиану, прове-

денную из вершины C .  

Ответ: 0134  yx . 

6. При каком значении n  прямая 
1

3

2

21









 zy

n

x
 параллельна  

прямой  








?045

,03

zyx

zyx
     

Ответ: 3n . 

7. Составить уравнение плоскости, проецирующей прямую 

41

2

3

1 zyx








  на плоскость 023  zyx .   

Ответ: 01125  zyx . 

8. Найти уравнение эллипса, вершины которого находятся в фокусах, а 

фокусы в вершинах гиперболы 1234 22  yx .   

Ответ: 1
47

22


yx

. 

9. Определить вид поверхности и изобразить ее:  1
4169

222


zyx

. 

Ответ: однополостный гиперболоид. 
 

 

Занятие 13 
  

Линейные пространства. Ранг матрицы 
 

Пример 1. Рассмотрим множество P  положительных чисел со следую-

щими операциями: xyyx   для любых x  и y  из P ; 
axxa   для любого 
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x  из P  и любого действительного числа a . Доказать, что множество P  с ука-

занными операциями образует линейное пространство. Найти размерность и 

базис этого пространства. 

∆ Очевидно, обе операции корректны. Проверим выполнение восьми ак-

сиом определения линейного пространства. 

1. Для любых x  и y  из xyyxP : , т. к. yxxy  . 

2. Для любых zyx ,,  из )()(: zyxzyxP  , т. к. )()( yzxzxy  .  

3. Существует такое число   из P , что xx  . Этим числом является 

1, т. к. xx 1 . 

4. Для каждого числа x  из P  существует такое число x , что  xx . 

Этим числом является 
x

1
, т. к. 1

1


x
x .  

5. Для каждого :x   xx 1 , т. к. xx 1
. 

6. xabxba  )()( , т. к. 
abab xx )( .  

7.    xbxaxba  )( , т. к. 
baba xxx 

. 

8.    yaxayxa  )( , т. к. 
aaa yxxy )( . 

Найдем размерность этого пространства. Возьмем любое число, отличное 

от  1. Например 2 . Покажем, что любое число x  может быть выражено в виде 

линейной комбинации числа 2 : 
aax 22  . Отсюда xa

2
log . Таким обра-

зом, размерность линейного пространства P  равна 1. В качестве базиса можно 

взять любое число этого множества, отличное от 1. ▲ 

Пример 2. Является ли линейным пространством множество Z  всех це-

лых чисел с обычными операциями сложения и умножения? 

∆ Для любых Zyx,   Z yxyx ; однако, для любых Zx  и 

любого R   xx   не всегда принадлежит множеству целых чисел. 

Например, для 5x  и 
2

5
5

2

1

2

1
 xx  – не целое число. Значит, 

множество Z  не является линейным пространством. ▲ 

Пример 3. Показать, что все многочлены степени не выше n  образуют 

линейное пространство. Найти базис и размерность этого пространства. 

∆ Сумма двух многочленов степени не выше n  и умножение многочлена 

степени не выше n  на число a  есть многочлен степени не выше n . Выполне-

ние всех восьми аксиом линейного пространства очевидно. Рассмотрим следу-

ющую систему векторов: 
n

n
xexexee 

1

2

321
,...,,,1 . Она является линей-

но независимой, т. к. равенство 0...1
1

2

321




n

n
xcxcxcc  выполняется 

только тогда, когда 0...
121


n
ccc . Любой многочлен степени не выше n  

1121101

2

210
......




nn

n

n
eaeaeaxaxaxaa  может быть представлен в 

виде линейной комбинации указанных векторов. Таким образом, указанная си-

стема векторов (многочленов) является базисом. Размерность рассмотренного 

линейного пространства равна 1n . ▲ 
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Пример 4. Пусть ],[ bac  – множество всех функций, непрерывных на от-

резке ],[ ba , с обычными операциями сложения функций и умножения функ-

ции на действительное число. Доказать, что множество ],[ bac  образует ли-

нейное пространство. 

∆ Прежде всего заметим, что если ],,[)(),( bacxgxf   а R  – 

действительное число, то ],[)()()()( bacxgxfxgxf   и  )(xf  

],[)( bacxf  , т. е. операции сложения функций и умножения функции на 

действительное число корректны. 

Проверим выполнение восьми аксиом линейного пространства. Очевидно, 

что для любых )(),(),( xhxgxf  из ],[ bac  имеют место следующие равенства: 

)()()()( xfxgxgxf  , т. к. )()()()( xfxgxgxf  . 

))()((()()())()(( xhxgxfxhxgxf  . 

Таким образом, аксиомы 1 и 2 линейного пространства выполнены. Да-

лее, нулевым элементом пространства ],[ bac  является функция 0)(  x . Она 

удовлетворяет аксиоме 3: для любой функции ],[)( bacxf   справедливо ра-

венство )(0)()()()()( xfxfxxfxxf  . 

Противоположным элементом для любой функции ],[)( bacxf   служит 

функция – )(xf , которая также принадлежит :],[ bac  

)())(()())(()( xxfxfxfxf  , 

т. е. аксиома 4 выполнена. Очевидно, что выполняются и остальные аксиомы.  

5. Для любой :],[)( bacxf    )()(1 xfxf  , т. к. )()(1 xfxf  .  

6. Для любой ],[)( bacxf   и для любых :, R   

)()())(( xfxf  , т. к. )()())(( xfxf  . 

7. Для любой ],[)( bacxf   и для любых :, R   

))(())(()()( xfxfxf  , т. к. )()()()( xfxfxf  . 

8. Для любых ],[)(),( bacxgxf   и для любого :R  

))(())(())()(( xgxfxgxf  , т. к.  )()())()(( xgxfxgxf  . 

Таким образом, ],[ bac  – линейное пространство.  ▲ 

Пример 5. Показать, что множество векторов на координатной плоскости, 

отложенных от начала координат и расположенных в первом квадранте с обыч-

ными операциями сложения векторов и умножения вектора на число, не явля-

ется линейным пространством. 

∆ Действительно, при умножении вектора, отложенного от начала коор-

динат и расположенного в первом квадранте, на любое отрицательное число, 

получаем вектор, расположенный в третьем квадранте и, следовательно, не 

принадлежащий данному множеству векторов. Поэтому данное множество не 

является линейным пространством. ▲ 

Пример 6. Исследовать на линейную зависимость следующие векторы: 

а) )2;1;1(),1;3;2(),0;5;3(  cba ; 
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б) )9;1;5(),0;4;2(),2;0;1(  cba . 

∆ а) Составим векторное равенство 0 cba . Имеем 

)0;0;0()2;1;1()1;3;2()0;5;3(  , т. е.  

)0;0;0()2;35;23(  . 

Отсюда получаем систему уравнений  















.02

,035

,023

 

Эта система имеет только нулевое решение: 0 . Следова-

тельно, векторы cba ,,  линейно-независимы. 

б) Составим равенство .0 cba  В координатной форме записи 

оно равносильно системе  















.092

,04

,052

  откуда 
4

1
,

2

9
. 

Таким образом, равенство 0 cba  справедливо при 


4

1
,

2

9
, т. е. имеет место равенство 0

4
1

2
9

 cba  или 

bac
4

1

2

9
 . Следовательно, вектор с  является линейной комбинацией век-

торов a  и b , т. е. векторы ba ,  и c  – линейно зависимы. ▲ 

 Пример 7. Доказать линейную зависимость векторов )0;1;2;1( a , 

)2;2;1;1( b , )2;0;3;3( c . 

∆  Очевидно, что bac  2 . Система векторов линейно зависима. ▲ 

Пример 8. Показать, что в линейном пространстве квадратных матриц 

второго порядка векторы  




































40

00
,

03

00
,

00

20
,

00

01
4321

eeee  

образуют базис, и найти в указанном базисе координаты вектора 











46

83
a . 

∆ Составим линейную комбинацию указанных векторов и приравняем ее к 

нулевому вектору: 















































00

00

40

00

03

00

00

20

00

01
4321

, 

.0,
00

00

43

2
4321

43

21 




















 

Итак, векторы 
4321

,,, eeee  линейно независимы, т. е. образуют базис.  

Покажем, что любой вектор x  выражается через линейную комбинацию 
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указанных векторов:        






















43

21

43

21

44332211
43

2

xx

xx
eeeex , 

,
4

,
3

,
2

, 4

4

3

3

2

211

xxx
x   










4
;

3
;

2
; 432

1

xxx
xx . 

Так как по условию для вектора 4,6,8,3:
4321
 xxxxa , то век-

тор a  в указанном базисе имеет координаты )1;2;4;3(  .  ▲ 

Пример 9. Исследовать на линейную зависимость систему векторов 

R texexex ttt ,,, 3

3

2

21
. 

∆ Предположим, что система векторов линейно зависима.  

Тогда 03

3

2

21
 ttt eee , 02

3

2

2

2

1
 . 

Сократив на 
te  и продифференцировав равенство, получим 

02 2

32
 tt ee . Опять сокращаем на 

te  и дифференцируем равенство: 

02
3

 te . Положив во всех равенствах 0t , получим систему уравнений 














.02

,02

,0

3

32

321

 

Эта система имеет только нулевое решение. Полученное противоречие 

указывает на то, что система функций 
tt ee 2,  и  

te3
 является линейно независи-

мой на множестве  t .  ▲ 

Пример 10. Найти координаты вектора 322  xx  в базисе 
2

321
)3(,3,1  xfxff . 

∆ Составим линейную комбинацию векторов 
321

,, fff  и приравняем ее к 

нулевому вектору: 0
332211
 fff , отсюда 0)3()3(1 2

321
 xx . 

Это равенство должно выполняться для любого Rx . Продифференцировав 

его по x , получим 0)3(2
32

 x . Дифференцируя последнее равенство по 

x , получаем 02
3
 . Полагая во всех трех равенствах 0x , получаем систему 

уравнений 















.02

,06

,093

3

32

321

 

Единственным решением этой системы является нулевое, т. е. 

0,0,0
321
 . А это значит, что векторы 

21
, ff  и 

3
f  являются линейно-

независимыми, т. е. образуют базис. 

Пусть 
321

,,   – координаты вектора 322  xx  в базисе 
321

,, fff , т. е. 
2

321

2 )3()3(132  xxxx . 

Приравнивая в левой и правой частях последнего равенства координаты 
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при одинаковых степенях x , получим систему  

2

3

2 3

0

1 2 3

:1 β ,

: 2 β 6β

: 3 β 3β 9β

x

x

x




   


   

, откуда полу-

чаем 1,4,6
321
 . Значит  22 )3(1)3(41632 xxxx  

321
146 fff  .  ▲ 

Пример 11. Используя определение ранга матрицы, найти ранг матрицы: 

а) 




















313

342

151

; б) 
















2803

1302

2401

. 

∆ а) Очевидно, что ранг этой матрицы не меньше единицы, т. к. среди 

миноров первого порядка есть ненулевые. Из данной матрицы можно составить 

9 миноров второго порядка, среди которых имеются отличные от нуля, напри-

мер 
42

51
. Единственный минор третьего порядка – это определитель матри-

цы. Так как 016

313

342

151









, то ранг матрицы равен трем. 

б) Среди миноров второго порядка есть отличный от нуля минор, напри-

мер 
13

24


. Все миноры третьего порядка за исключением, быть может, 

283

132

241

  заведомо равны нулю. Вычислим указанный минор: 0

283

132

241

 . 

Все миноры третьего порядка равны нулю. Следовательно, 2r . ▲ 

Пример 12. Найти ранг матрицы методом элементарных преобразований: 

а) 






















121185

3114

2321

A ;  б)  





























544734

131110

241211

013422

A . 

∆ а) 






















121185

3114

2321

A . Из второй строки матрицы вычтем 

первую, умноженную на 4, а из третьей строки – первую, умноженную на 5: 























2226180

111390

2321

. Затем из третьей строки полученной матрицы вычтем 
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вторую, умноженную на 2:  




















0000

111390

2321

A . 

В результате получили матрицу ступенчатого вида, которая имеет две 

ненулевые строки. Следовательно, ранг данной матрицы, а значит и матрицы A, 

равен двум. В качестве базисного минора в последней матрице можно взять 

минор ( 1,2 номера столбцов

1,2 номера строкM 

 )  
90

212,1

2,1


M . 

б) )2()1(    

544734

131110

241211

013422





























A   

 



























544734

131110

013422

241211

   
)1(44)4(

)1(2)2()2(




  

 



























3120110

131110

491000

241211

   )3()2(    

 



























3120110

491000

131110

241211

   )2()4()4(    

 



























491000

491000

131110

241211

   )3()4()4(    

 

























000000

491000

131110

241211

. 

Полученная матрица ступенчатого типа имеет три ненулевые строки, по-

этому ранг этой матрицы и, следовательно, матрицы A  равен трем. Базисным 

минором в последней матрице является 
4,2,1

3,2,1
M . ▲ 
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Пример 13. Найти ранг матрицы  





























54474

13110

24121

01342

A . 

∆ Как известно, если матрица содержит минор k-го порядка D, отличный 

от нуля, а все миноры )1( k -го порядка, окаймляющие минор D, равны нулю, 

то ранг матрицы равен k. Можно проверить, что 01

110

121

342









D . 

Существуют два минора четвертого порядка, окаймляющие данный минор: 

0

4474

3110

4121

1342











,  0

5474

1110

2121

0342











. 

Таким образом, ранг матрицы A  равен трем. 

Пример 14. В 
6R  задана система векторов )7;1;1;1;1;1(

1
x , 

)2;3;1;1;2;3(
2

x , )23;6;2;2;1;0(
3
x , )12;1;3;3;4;5(

4
x . Пусть 

),,,(
4321

xxxxLL   – линейная оболочка. Найти размерность и базис L . 

∆  Составим матрицу системы векторов и методом элементарных преоб-

разований определим ее ранг: 
























1213345

2362210

231123

711111

A   























2362210

2362210

2362210

711111

  

 





















000000

000000

2362210

711111

. 

Получили ступенчатую матрицу с двумя ненулевыми строками. Значит, 

2)( Lr . Так как минор второго порядка 0
23

11
 , то в качестве базисных 

векторов линейной оболочки можно взять векторы 
1

x  и 
2

x . ▲ 

Пример 15. Найти матрицы перехода от базиса  1,,2 xx  к базису 

 1),1(,)1( 2  xx  и от базиса  1),1(,)1( 2  xx  к базису  1,,2 xx . 

∆ Так как ,2

1
xe   xe 

2
, 1

3
e , 122  xxe , 1

2
 xe , 1

3
e , то 

3211
2 eeee  , 

322
eee  , 

33
ee  . Матрица перехода от первого базиса ко 
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второму будет иметь вид 
















111

012

001

T . Так как 1)1(2)1( 22  xxx ,  

1)1(  xx , то 
3211

2 eeee  , 
322

eee  , 
33

ee  . Матрица перехода от 

второго базиса к первому имеет вид  


















111

012

001

1
T . ▲ 

Пример 16. Дана матрица 






 


21

23
T  перехода от базиса  

21
, ee  к бази-

су  
21

, ee  . Найти координаты вектора 
21

4 eea   в базисе  
21

, ee  и коорди-

наты вектора 
21

4 eeb   в базисе  
21

, ee  . 

∆ Известно, что xTx   и  xTx 1 , где x  и x– векторы столбцы из 

координат векторов соответственно в базисах  
21

, ee  и  
21

, ee  . Так как 













31

22

8

11T , то 























 


6

10

1

4

21

23
x , 







































8

1
4

5

1

4

31

22

8

1
x .  ▲ 

Пример 17. Найти матрицу перехода от базиса  
21

, aa  к базису  
21

, bb  по 

указанным разложениям этих векторов в базисе  
21

, ee : 

22211212211
,7,53,4 ebeebeeaeea  .  

∆  Так как 








,53

,4

221

121

aee

aee
  то    

).3(
7

1

),45(
7

1

212

211

aae

aae




   

21211 7

27

7

32
7 aaeeb  ,   

2122 7

1

7

3
aaeb  .  

Итак, 













127

332

7

1
T .  ▲ 

Пример 18. Найти матрицу перехода от базиса ,23(
3211

eeea   

)322,2
32133212

eeeaeeea   к базису  ,,(
312211

eebeeb   

)
3213

eeeb  . 

∆ Находим матрицы 
1

T  и 
2

T  перехода от базиса  
321

,, eee  к базису 

 
321

,, aaa  и от  
321

,, eee   к   
321

,, bbb : 


































110

101

111

,

311

222

213

21
TT . 
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Пусть    
321321

,,,,, xxxxxx  и  
321

,, xxx  – координаты одного и того же 

вектора в базисах  
321

,, eee ,   
321

,, aaa ,   
321

,, bbb  соответственно. 

Тогда xTx 
1

 и xTx 
2


. Отсюда ,

21
xTxT   xTTx  

2

1

1
, т. е. искомая 

матрица перехода есть 
2

1

1
TTT  

. Так как  

























824

274

618

20

11

1
T , то 





























































 

6122

123

3149

20

1

110

101

111

824

274

618

20

1
2

1

1
TTT .  ▲ 

 

 

Дополнительные задачи   

 

1. Доказать, что множество всех матриц размером nm  с определенны-

ми ранее операциями над матрицами является линейным пространством. Найти 

размерность этого пространства и указать простейший базис.  

Ответ: размерность равна nm .  

2. Образуют ли линейное пространство векторы плоскости, каждый из 

которых лежит на одной из осей координат: Ox  или Oy ? 

Ответ: нет. 

3. Исследовать на линейную зависимость систему векторов: 

а) )3;2;1(),4;3;1(),1;1;2(  cba ; 

б) )1;0;3(),1;2;1(),0;2;1(  cba ; 

в) .3sin,2sin,sin
321

txtxtx   

Ответ: а), в) независимы;  б) зависима. 

4. Даны векторы jia  , jib  2 . Доказать, что векторы a  и b  об-

разуют базис. Найти координаты вектора jic 42   в базисе  ba , . 

Ответ: )2;2( . 

5. Найти ранг матрицы методом окаймляющих миноров: 

а) 























28112

71524

42312

; б) 



























70531

14157

52313

43235

. 

Ответ: а) 2r ;  б) 3r . 
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6. Найти значения  , при которых матрица 





















3422

31771

1104

4113

 имеет 

наименьший ранг. Чему равен ранг при найденных   и чему он равен при дру-

гих значениях  ? 

Ответ: при ;2,0  r  при .3,0  r  

7. Вычислить ранг матрицы при помощи элементарных преобразований: 

а) 























1852312

45310

310721

; б) 





























91313

1028

40110

3012

5123

. 

Ответ: а) 2r ;  б) 3r . 

8. В 
4R  даны векторы )6;0;2;1(

1
x , )1;3;0;2(

2
x , )7;3;2;3(

3
x , 

)9;9;2;7(
4
x . Найти ранг системы векторов и указать базисные векторы.  

Ответ: 2r . Любые два вектора системы векторов образуют базис. 

9. Пусть даны векторы )1;1;1(
1
x , )3;2;1(

2
x , )0;1;2(

3
x , 

)5;4;3(
4
x . Доказать, что );();(

4321
xxLxxL  . 

10. Доказать, что вектор );()4,6,1,2(
21

xxLa  , где )1;2;5;1(
1

x , 

)19;18;11;11(
2
x . 

11. Найти матрицу перехода от базиса  
321

,, eee  к базису  cba ,,  и мат-

рицу перехода от базиса  cba ,,  к базису  
321

,, eee , если 
31

22 eea  , 

23
3 eeb  , 

31
3 eeс  .   

Ответ: 








































 

262

040

391

, 

132

010

302
1TT . 

 
 

Занятия 14–15  
 

Системы линейных уравнений 

 

Пример 1. Средствами матричного исчисления решить системы линейных 

уравнений: 
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а) 








;723

,432

21

21

xx

xx
 б) 















;3243

,172

,342

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  в)  





















.33

,4334

,3245

,1233

421

4321

4321

4321

xxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

∆ а) Данную систему можно заменить матричным уравнением CAX  , 

где 











23

32
A , 










2

1

x

x
X , 










7

4
C . Вычислим определитель матрицы A : 

1394
23

32



 . Так как 0 , то существует обратная матрица 

1A , и 

система имеет единственное решение. 

Вычислим алгебраические дополнения матрицы A :  

2,3,3,2
22211211
 AAAA . 

Присоединенная матрица B  имеет вид 











23

32
B  (совпадение с 

матрицей A  случайное). Следовательно,  






 





23

32

13

111 TBA . Умножив 

обе части равенства CAX   на 
1A  слева, получим CAX 1 , или  


































 










2

1

26

13

13

1

7

4

23

32

13

1

2

1

x

x
. 

Ответ: 2,1
21
 xx . 

б) Заменим систему линейных уравнений матричным уравнением 

CAX  . Вычислим определитель матрицы A :   

20

243

712

421









 . 

Так как 0 , то существует обратная матрица, и система имеет един-

ственное решение. Вычислим алгебраические дополнения матрицы A : 

11 12 13

1 7 2 7 2 1
26;   25; 11;

4 2 3 2 3 4
A A A

 
         

 
 

21 22 23

31 32 33

2 4 1 4 1 2
12; 10; 2;

4 2 3 2 3 4

2 4 1 4 1 2
10; 15; 5.

1 7 2 7 2 1

A A A

A A A

 
          

 

 
      

 
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Присоединенная матрица B  имеет вид 




















51510

21012

112526

B .  

Следовательно, 

























5211

151025

101226

20

111 TBA . Отсюда получаем 






















































































1

2

3

20

40

60

20

1

3

1

3

5211

151025

101226

20

1

3

2

1

x

x

x

. 

Ответ: 1,2,3
321
 xxx .   

в) Заменим данную систему матричным уравнением CXA   и найдем 

определитель матрицы A : 

0

732

971

132

1013

1334

2111

1320

1013

1334

1245

2313



























 . 

Так как 0 , то матрицы, обратной к A , не существует и следовательно 

исходную систему нельзя решить матричным методом. ▲ 

Пример 2. Решить системы линейных уравнений по правилу Крамера: 

а) 














;232

,723

,332

321

321

321

xxx

xxx

xxx

    б) 














;1742

,5

,4

321

32

31

xxx

xx

xx

  в) 


















.12

,02

,34

,143

31

41

431

421

xx

xx

xxx

xxx

 

∆ а) Вычислим определитель системы: 18

132

213

321

 . Так как 

0 , система имеет единственное решение. 

Вычисляем определители:  

.18

232

713

321

,18

122

273

331

,36

132

217

323

321
  

Следовательно, ,1,2 2

2

1

1










 xx .13

3





x  

б) Вычислим определитель системы: .01

421

110

101

  Система  
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имеет единственное решение. Вычислим определители: 

.3

1721

510

401

,2

4171

150

141

,1

4217

115

104

321
  

Следовательно, ,2
1

2
,1

1

1
21

 xx .3
1

3
3

x  

в) Вычислим определитель системы:   

01644

012

102

114

4

0102

1002

1104

1043












 . 

Следовательно, система имеет единственное решение. Вычислим опреде-

лители: 

1644

001

100

113

4

0101

1000

1103

1041

1











 ; 

 

0

146

102

113

1046

1002

1134

1013

0112

1002

1134

1013

2

























 ; 

 

16)4(4

012

102

134

4

0102

1002

1304

143

3











 ; 

 

3284

112

002

314

4

1102

0002

3104

1043

4







 . 

Следовательно, ,1
16

16
,0

16

0
,1

16

16 3

3

2

2

1

1























 xxx   

.2
16

324
4










x  ▲  

Пример 3. Решить системы линейных уравнений методом Гаусса: 
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а) 














;2563

,23

,952

321

321

321

xxx

xxx

xxx

    б) 














;11186

,223

,342

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  в) 














;134

,52

,23

321

31

321

xxx

xx

xxx

 

 

г) 


















;8778

,4455

,42

,032

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

     д) 


















.6778

,4455

,42

,032

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

 

∆ а) Преобразуем расширенную матрицу этой системы: 





















25163

2311

9521

  




















5216120

11230

9521

  




















8800

11230

9521

. 

Мы пришли к системе уравнений  














,88

,1123

,952

3

32

321

x

xx

xxx

  обладающей 

единственным решением: 1,3,2
321

 xxx . 

б) Выпишем расширенную матрицу системы и преобразуем ее: 



















11186

2213

3142

 ~  


















11186

1331

3142

 ~  


















11186

3142

1331

 ~ 

~  












 

57100

57100

1331

 ~ 












 

0000

57100

1331

. 

Минор 010
100

31



, отсюда ранг основной и расширенной матрицы 

системы равен 2, т. е. система совместна. Так как число неизвестных системы 

23 n , то система имеет бесконечное множество решений. Найдем их. 

Исходная система равносильна следующей: 








.5710

,133

32

321

xx

xxx
 

В качестве базисных неизвестных возьмем 
1

x  и 
2

x , тогда 
3

x  – свободная 

неизвестная. Перенося 
3

x  в правую часть, получаем: 









.7510

,313

32

321

xx

xxx
 

Отсюда имеем: R
3323132

,
10

9

2

1
331,

10

7

2

1
xxxxxxx . 
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в) Составим расширенную матрицу системы и преобразуем ее: 
 





















1314

5201

2113

 ~ 




















1314

2113

5201

 ~ 




















19510

13510

5201

 ~ 




















4000

13510

5201

. 

Ранг основной матрицы системы равен 2, а расширенной матрицы равен 3. 

Значит система несовместна. 

г) Преобразуем расширенную матрицу системы:  



























87781

44551

42111

01321

  



























86460

43230

43230

01321

  























00000

00000

43230

01321

,  

откуда 








,4323

,032

432

4321

xxx

xxxx
 а значит 

432 3

2

3

4
xxx  ; 

4321
32 xxxx  

R
4343

,,
3

5

3

8
xxxx . 

д) Преобразуем расширенную матрицу системы: 



























67781

44551

42111

01321

  



























66460

43230

43230

01321

  























140000

00000

43230

01321

. 

Система несовместна, т. к. равносильная ей система содержит уравнение 

140000
4321
 xxxx . ▲ 

Пример 4. Исследовать на совместность системы линейных уравнений, 

заданные своими расширенными матрицами: 

а)  



























3125

3112

0111

4513

2111

~
A ;  б) 























47564

54731

25342
~
A ; 

в)  

























56142

2010542

83211

41111

~
A . 

∆ а) Используя элементарные преобразования приведем расширенную 

матрицу системы к ступенчатому виду:  
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

























3125

3112

0111

4513

2111

~
A  ~  





























7670

1310

2020

2220

2111

 ~ 























7670

1310

1010

1110

2111

 ~ 

~ 























01300

0400

0100

1110

2111

 ~  























0000

0000

0100

1110

2111

. 

Теперь ясно, что 3)
~

()(  ArAr . Согласно теореме Кронекера – Капелли 

система совместна. Так как число неизвестных 3n , то система имеет един-

ственное решение. 

б)  






















47564

54731

25342
~
A  ~ 





















37564

25342

54731

 ~  

~ 




















2493360

831120

54731

 ~ 


















00000

831120

54731

. 

Минор  02
20

312,1

2,1



M , следовательно 2)

~
()(  ArAr , систе-

ма совместна. Число неизвестных системы 4n , значит система имеет беско-

нечное множество решений.  

в) Преобразуем расширенную матрицу этой системы при помощи эле-

ментарных преобразований к ступенчатому виду: 

A
~

  























56142

2010542

83211

41111

  























34120

1212360

44120

41111

  .

10000

00000

44120

41111

















 

 

Теперь видно, что в преобразованной матрице минор 
2,1
2,1M  является  

базисным для матрицы системы, а минор 
5,2,1
4,2,1M  – базисным для расширенной 

матрицы. Так как 3)
~

(,2)(  ArAr , то согласно теореме Кронекера –

 Капелли система несовместна. ▲ 

Пример 5. При каком значении параметра t  совместна система линейных 

уравнений: 
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












.13151132

,3264

,17532

4321

4321

4321

xxxx

txxxx

xxxx

 

∆ Согласно теореме Кронекера – Капелли данная система будет совмест-

ной тогда и только тогда, когда ранг основной матрицы будет равен рангу рас-

ширенной матрицы, т. е. )
~

()( ArAr  .  

Выпишем расширенную матрицу системы и приведем ее к ступенчатому 

виду: 





















13151132

3264

17532

t  ~ 




















12221600

211800

17532

t  ~ 




















t

t

2160000

211800

17532

. 

Очевидно, что 2)( Ar . Для совместности системы должно быть выпол-

нено условие 2)
~

( Ar , что возможно только при выполнении равенства 

0216  t , откуда  8t . ▲ 

Пример 6. Найти общее решение однородной системы линейных уравнений: 

а) 














;078

,034

,0542

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 б) 














;033

,043

,042

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 в) 


















.0642

,010542

,032

,0

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

∆ а) Определитель этой системы ,064

718

314

542







  поэтому 

система имеет только тривиальное решение: 0
321
 xxx .   

б) Можно увидеть, что третья строка равна разности второй и первой 

строк. Вычеркнув третью строку, получим эквивалентную систему: 









.043

,042

321

321

xxx

xxx
 

Так как ранг системы равен 2  фундаментальная система решений состоит 

из 123  rn  решения. В качестве базисных переменных можно выбрать 
1

x  и 

2
x . Тогда, положив свободную переменную ,1

3
x  получим следующую систему 

уравнений: 








.143

,42

21

21

xx

xx
 

Решим ее по правилу Крамера: 

10
13

42
,15

41

14
,5

43

12
21

 , ,31
1





x  

2
5

10
2




x . 
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Фундаментальная система решений состоит из одного вектора  

















1

2

3

1
x . 

Общее решение системы имеет вид 































1

2

3

3

2

1

c

x

x

x

x , или 














.,

,2

,3

3

2

1

Rccx

cx

cx

 

в) Запишем матрицу системы и преобразуем ее при помощи элементар-

ных преобразований строк к ступенчатому виду: 























6142

10542

3211

1111

  























4120

12360

4120

1111

  

















 

0000

0000

4120

1111

. 

Базисный минор в преобразованной матрице находится вверху слева и 

имеет второй порядок. Это значит, что ранг r  матрицы системы равен двум, 

фундаментальная система решений состоит из 224  rn  решений.  

Система уравнений эквивалентна следующей преобразованной системе: 









.042

,0

432

4321

xxx

xxxx
 

Найдем фундаментальную систему решений однородной системы. В ка-

честве базисных переменных можно выбрать 
1

x  и 
2

x . Тогда 
3

x  и 
4

x  будут сво-

бодными переменными. Положив 0,1
43
 xx , находим 5,1

1
x , 5,0

2
x . 

Положив 1,0
43
 xx , находим 1

1
x , 2

2
x . Нормальная фундаментальная 

система решений имеет следующий вид: 

















































1

0

2

1

   ,

0

1

5,0

5,1

21
xx . 

Запишем общее решение однородной системы:  
2211

xcxcx  , или 



































































1

0

2

1

0

1

5,0

5,1

21

4

3

2

1

cc

x

x

x

x

.  ▲ 

Пример 7. Исследовать на совместность, найти общее и одно частное  

решение системы линейных уравнений 














.13103129

,75286

,3243

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx
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∆ Преобразуем расширенную матрицу системы к ступенчатому виду: 

















13103129

75286

32143
~
A  ~ 















44000

11000

32143

 ~ 














00000

11000

32143

 

2)
~

()(  ArAr . 

Значит, система совместна и имеет бесконечное множество решений. В 

преобразованной матрице минор 01
10

214,3

2,1
M , поэтому неизвестные 

43
, xx  – базисные, а 

21
, xx  – свободные. 

По последней матрице записываем систему, эквивалентную исходной: 
 









.1

,3243

4

4321

x

xxxx
 

Перенося свободные неизвестные в правую часть, получим систему 









,1

,4332

4

2143

x

xxxx
 

откуда 









.1

,431

4

213

x

xxx
 

Положив 1,1
21
 xx , получим 0

3
x . Тогда частное решение исход-

ной системы имеет вид: 





















1

0

1

1

0
x . 

Найдем, далее, фундаментальную систему решений соответствующей  

однородной системы: 









.0

,432

4

2143

x

xxxx
 

Полагая 0,1
21
 xx , находим 0,3

43
 xx . Полагая 1,0

21
 xx ,  

получаем 0,4
43
 xx .  

Таким образом, фундаментальная система решений имеет следующий 

вид: .

0

4

1

0

,

0

3

0

1

21









































 xx  

Тогда общее решение неоднородной системы будет иметь следующий 

вид: 
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





























































0

4

1

0

0

3

0

1

1

0

1

1

2122110
ccxcxcxx , 

в координатной форме  


















.1

43

1

1

4

213

22

11

x

ccx

cx

cx

   ▲ 

Пример 8. Доказать, что неоднородная система линейных уравнений сов-

местна и найти ее общее решение: 














1282

,17524

,14232

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

∆ Можно увидеть, что последний столбец расширенной матрицы, 

умноженный на 6, равен разности пятого и четвертого столбцов матрицы A . 

Следовательно, ранг матрицы A  равен рангу расширенной матрицы A
~

. Систе-

ма совместна. 

Выпишем и преобразуем матрицу соответствующей однородной системы: 























28112

71524

42312

A   




















210200

15100

42312

  


















00000

15100

42312

. 

Последнее уравнение есть следствие первых двух уравнений. Минор 

0
52

31





. Неизвестные 

541
,, xxx  можно считать свободными. Поэтому 

исходная система эквивалентна системе 








.74152

,42213

54132

54132

xxxxx

xxxxx
 

Положим в ней свободные неизвестные равными, например, нулю, т. е. 

0
541
 xxx . В результате получим систему 









.152

,13

32

32

xx

xx
 

Решив ее, находим единственное решение: 1,2
32
 xx . Таким образом, 

найдено частное решение системы: 























0

0

1

2

0

0
x . 

Найдем фундаментальную систему решений соответствующей однород-

ной системы: 
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







.7452

,4223

54132

54132

xxxxx

xxxxx
 

Положив: 1) 0,0,1
541
 xxx , находим 0,2

32
 xx ; 2) 0,1,0

541
 xxx , 

находим 5,13
32
 xx ; 3) 1,0,0

541
 xxx , находим 1,1

32
 xx .  

Фундаментальная система решений имеет вид 



































































1

0

1

1

0

,

0

1

5

13

0

,

0

0

0

2

1

321
xxx . 

Запишем общее решение неоднородной системы: 

























































































1

0

1

1

0

0

1

5

13

0

0

0

0

2

1

0

0

1

2

0

3213322110
cccxcxcxcxx , 

в координатах  























.

,

,51

,1322

,

35

24

323

3212

11

cx

cx

ccx

cccx

cx

   ▲  

Пример 9. Исследовать системы линейных уравнений и найти общее  

решение в зависимости от параметра  : 

а)  














;567

,2345

,123

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 б)  


















.7332

,47144

,45364

,2352

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

∆ а) Найдем, при каком значении   ранги матрицы A  и расширенной 

матрицы A
~

 совпадают: 



















567

2345

1123

  


















567

2345

2246

  


















567

2345

4101

  

 


















281260

22840

4101

  


















5000

22840

4101

. 

Ранги матриц A  и A
~

 совпадают при 5 . При 5  система несов-
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местна. При 5  исходная система эквивалентна системе 








.2284

,4

32

31

xx

xx
 

Положив 
13
x , получим 















,

,2
2

11

,4

13

12

11

x

x

x

  R
1

.   

б) Найдем значение  , при котором )
~

()( ArAr  : 























7332

471144

45364

23152

~
A  ~ 

























53280

01140

01140

23152

 ~ 























51000

00000

01140

23152

. 

При 3)
~

(,2)(:1  ArAr  – система несовместна. 

При 3)
~

()(:1  ArAr , следовательно, система совместна и имеет 

бесконечное множество решений. Найдем их. 

Восстанавливаем систему по последней матрице:   














.5)1(

,04

,2352

4

432

4321

x

xxx

xxxx

 

В качестве базисных возьмем неизвестные 
421

,, xxx , тогда 
3

x  – свободная 

неизвестная. Перенесем слагаемые с 
3

x  в правую часть уравнения: 














.5)1(

,4

,32352

4

342

3421

x

xxx

xxxx

 

Тогда  .
8

9

88

843
,

4

1

44

5
,

1

5
31324

xxxxx 









  Положив ,

3
cx   

получим 

1

2

3

4

43 8 9
,

8 8 8

5 1
,

4 4 4

,

5
,

1

x c

x c

x c

x










  


   


 




 

  .c R  ▲ 

Пример 10. Существует ли система линейных уравнений, для которой 

каждая из следующих формул является общим решением:  
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



























































1

0

5/2

5/1

0

1

5/1

5/3

1

1

1

1

21
ccx , 


































































3

1

1

0

1

2

0

1

4

1

1

2

21
ccx  ? 

∆  Пусть  





















0

1

5/1

5/3

1
x , 





















1

0

5/2

5/1

2
x ,   






















1

2

0

1

3
x ,   






















3

1

1

0

4
x . 

Ранг системы векторов 
1

x  и 
2

x  равен двум, ранг системы векторов 
3

x  и  

4
x  равен двум. Найдем ранг системы векторов 

4321
,,, xxxx :  





























5021

0513

3110

1201

A   



























6220

3110

3110

1201

   












3110

1201
, 

2),,,(
4321
xxxxr . Множества решений соответствующих однородных систем 

совпадают. Выясним, является ли какое-нибудь частное решение первой систе-

мы, например 
T)1;1;1;1( , решением второй системы: 





















































































1

1

1

1

3

1

1

0

1

2

0

1

4

1

1

2

21
cc     


















,53

,02

,2

,1

21

21

2

1

cc

cc

c

c

    2,1
21
 cc . 

Такая система линейных уравнений существует. ▲ 

 
 

Дополнительные задачи 

  

1. Решить системы линейных уравнений:  а) матричным методом;  б) по 

формулам Крамера: 

а) 








.153

,52

yx

yx
   Ответ: 1 ,2  yx . 

б) 














.534

,923

,122

321

321

321

xxx

xxx

xxx

    Ответ: 1,1,2
321

 xxx . 

в) 














.52

,7623

,285

321

321

321

xxx

xxx

xxx

     Ответ: 1,2,3
321
 xxx . 
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г) 


















.343

,3232

,125

,251132

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

  Ответ: 1,1,0,2
4321

 xxxx . 

2. Решить систему линейных уравнений методом Гаусса: 

а) 














.474

,12

,38

21

21

21

xx

xx

xx

      Ответ: система несовместна. 

б) 














.442

,134

,4263

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  Ответ: 4,3,2
321

 xxx . 

в) 


















.2294

,3532

,342

,3523

4321

4321

421

4321

xxxx

xxxx

xxx

xxxx

  Ответ: 2,2,3,1
4321
 xxxx . 

г) 














.0895

,4343

,12

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

  Ответ: 













,
4

7

4

7

4

1

,
4

3

4

1

4

5

432

5431

xxx

xxxx
 .,,

543
Rxxx  

д) 





















.1254185

,1895

,5372

,3253

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

         Ответ: 








.571

,17266

432

431

xxx

xxx
 .,

43
Rxx  

е) 





















.1835

,652

,7323

,8234

4321

421

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxx

   Ответ: система несовместна. 

3. Найти общее решение однородной системы линейных уравнений: 

а) 








.0329

,02

321

321

xxx

xxx
   Ответ: cxcxcx 

321
,

5
3

,
5
1

. 

б) 














.0983

,0552

,02

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

  Ответ: 














.,

,3

,53

2413

212

211

cxcx

ccx

ccx
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в) 


















.0327

,02332

,07543

,01613114

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

  Ответ:  



















.

,
17

20

17

19

,
17

13

17

3

2413

212

211

cxcx

ccx

ccx

 

4. Найти общее решение неоднородной системы линейных уравнений, 

используя фундаментальную систему решений, соответствующей однородной: 

а) 














.32324

,14323

,23232

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

  Ответ: 










































4

15

1

10

4

15

0

10

cx . 

б)  














.15432

,25432

,05432

5432

54321

54321

xxxx

xxxxx

xxxxx

 

Ответ: 

































































































1

0

0

2/5

0

0

1

0

2

0

0

0

1

2/3

0

0

0

0

2/1

1

321
cccx .  

в) 


















.23622

,7

,123345

,2323

5432

54321

54321

54321

xxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

Ответ: 































































































1

0

0

6

5

0

1

0

2

1

0

0

1

2

1

0

0

0

23

16

321
cccx . 

 

 

Занятие 16 
  

Контрольная работа  

«Матрицы, определители, системы линейных уравнений» 

 
1. Даны матрицы BA,  и C . Какие из попарных произведений этих мат-

риц существуют? Найдите их. 
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2. Вычислите определитель, приведя его к треугольному виду. 

3. Найдите обратную матрицу 
1A . 

4. Найдите ранг матрицы A . 

5. Решите систему линейных уравнений: а) по правилу Крамера; б) мето-

дом Гаусса. 

6. Найдите фундаментальную систему решений однородной СЛУ и ука-

жите размерность пространства решений системы. 

7. Найдите общее решение неоднородной СЛУ. 
 

 

Вариант 1 

 

1.  211  , 
012

113
  , 

23

12





















 
 CBA .  Ответ: 














355

218
AB . 

2. 

3413

3213

2324

1432







A .   Ответ: 6A . 

3.  






















148

131

215

A .   Ответ: 






















141220

3117

571

38

11A . 

 

4. 

























27170

65314

42213

21132

A .   Ответ: 2r . 

5. а) 














;438

,1452

,323

zyx

zyx

zyx

   б) 














.92

,43

,134

zyx

zyx

zyx

 

Ответ:  а) )2;1;2(  ;  б) 52  cx ,  cy 519  , cz  . 

6. 


















.053

,0 322

,02

,032

5431

4321

54321

54321

xxxx

xxxx

xxxxx

xxxxx

   Ответ: 













































































3

0

0

2

1

0

3

0

1

5

0

0

3

4

1

321
cccX . 
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7. 


















.291924 83

,13254

,84653

,5342

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 Ответ: 






























































1

0

5

7

0

1

6

8

0

0

7

9

21
ccX . 

 

Вариант 2 
 

1.   

















 


42

31
   ,

120

112
   ,312 CBA .   Ответ: 










664

272
CB . 

 

2. 

1323

3122

4523

0213









A .   Ответ: 69A . 

 

3. 
















314

131

232

A .     Ответ: 






















31011

427

9710

23

11A . 

 

4. 





























820438

51802

713026

17412

A .   Ответ: 2r . 

 

5. а) 














;623

,132

,732

zyx

zyx

zyx

   б) 














.7 54

,6243

,5432

yx

zyx

zyx

 

 

Ответ:  а) )1;2;3(  ;  б) 210  cx ,  cy 83 , cz  . 

6. 


















.097822

,0 655

,0323

,03422

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

  Ответ: 







































































2

0

3

3

0

0

2

3

5

0

0

0

0

1

1

321
cccX . 

 

7. 


















.11109 48

,98736

,76524

,5432

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 Ответ: 
































































1

2

2

0

0

0

2

1

0

3

4

0

21
ccX . 
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Занятия 17–18  
 

Линейные операторы 

 

Пример 1. Доказать линейность оператора. Записать его матрицу.  

)3,2,()(
3132121

xxxxxxxxf  . 

∆ Пусть ),,(),,,(
321321

yyyyxxxx  . Тогда ,()(
2211

yxyxyxf   

 )3,2,()33,22
31321213311332211

xxxxxxxyxyxyxyxyx

)()()3,2,(
3132121

yfxfyyyyyyy  . 

Для любого R  имеем  

)()3,2,()(
3132121

xfxxxxxxxxf  . 

Так как )0;2;1()0;1;0(),3;1;1()0;0;1(  ff , )1;1;0()1;0;0( f , 

матрица A  оператора f  имеет вид  


















103

121

011

.  ▲ 

Пример 2. Доказать, что оператор ),,()(
3231

2

1
xxxxxxf   не является 

линейным. 

∆ Рассмотрим два вектора: )0;0;1(
1
x  и )0;0;2(

2
x : 

12
2xx  , 

)0;1;1()(
1
xf , )0;2;4()(

2
xf . Так как )(2)(

12
xfxf  , оператор )(xf  не 

является линейным.  ▲ 

Пример 3. Являются ли линейными следующие операторы: 

а) )32,5,3()(
13132

xxxxxxf  ; 

б) )3,2,14()(
2121

xxxxxf  . 

∆ а) Пусть ).,,(),,,(
321321

yyyyxxxx   Тогда )32,5,3()(
13132

yyyyyyf  , 

и для любых R,  имеем:  

),(5),(3)(()(
113322

yxyxyxyxf      )(2
33

yx  

 )32,5,3()32,5,3())(3
131121313211

yyyyyxxxxxxx  

),()( yfxf   т. е. оператор f  является линейным. 

б) Для любого )3,2,14()(:
2121

xxxxxf  R . Но 

)3,2,14()(
2121

xxxxxf  . Очевидно, что )()( xfxf  , если 1 . 

Поэтому оператор f  не является линейным. ▲ 

Пример 4. Найти в базисе  kji ,,  матрицу линейного оператора f , пере-

водящего каждый вектор x  в вектор  axy , , если kjia  2 . 

∆ Докажем линейность оператора f . Как известно,  

         axaxaxaxaxx ,;,,,,
2121

 .  

Следовательно, оператор f  является линейным.  
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Найдем образы базисных векторов: 

    jkkjiiai  2,, , 

    ikkjijaj  22,, , 

    ijkjikak  22,, . 





















021

201

110

A .  ▲ 

Пример 5. Найти матрицу оператора 

f  поворота векторов пространства 
3

R  от-

носительно Ox  в положительном направле-

нии на угол 
4


. 

∆ Найдем образы базисных векторов. При таком повороте векторы, па-

раллельные оси Ox , не изменяются. Следовательно, )0,0,1()(  iif . Из 

рис. 12 видно, что  

















2

2
,

2

2
,0)(

2

2

4
cos)(

4
cos)()( kjkjfjjfjf , 

















2

2
,

2

2
,0)(

2

2

4
cos)(

4
cos)()( kjkkfjkfkf . 

Тогда искомая матрица оператора поворота имеет следующий вид: 



















22220

22220

001

А .  ▲ 

Пример 6. В базисе  21,1,1 xxx   найти матрицу оператора диффе-

ренцирования (оператора f ) в пространстве многочленов степени, не превос-

ходящей 2. 

∆ Чтобы составить матрицу A  оператора f  в базисе ,1,1
21

xee   
2

3
1 xxe   найдем образы элементов 

321
,, eee : 

01)(
1

ef ; 

12
1)1()( exef  ; 

21

2

3
2)1(2121)1()( eexxxxef  . 

Отсюда следует, что  












 



000

200

110

A .  ▲ 

Пример 7. Даны два базиса  
21

,ee  и  
21

, ee   линейного пространства и 

матрица A  линейного оператора в базисе  
21

, ee . Найти матрицу этого опера-

Y  

Z  

O  

)(kf  

j  

k  

Рис. 12 

)( jf  
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тора в базисе  
21

, ee  , если  
212211

,,
11

21
eeeeeeA 












 . 

∆ Известно, что матрица B  оператора f  в базисе  
21

, ee   находится по 

формуле ATTB 1 , где T – матрица перехода от базиса  
21

, ee  к базису 

 
21

, ee  . В нашем случае 











11

11
T . 

Найдем 
1T :   

,1,1,1,1,2
22211211
 TTTT   ,

11

11

2

1

11

11

2

11
























T  





































































51

11

2

1

11

11

32

10

2

1

11

11

11

21

11

11

2

1
B .  ▲ 

Пример 8. Матрица линейного оператора f  в базисе   
321

,, eee   имеет вид 

















103

211

320

A . Найти матрицу данного оператора в базисе  
321

,, eee  , если 

321332123211
423,634,745 eeeeeeeeeeee  . 

∆ Матрица  Т  перехода от базиса  
321

,, eee  к базису  
321

,, eee   имеет вид 



















467

234

345

T . 

Находим обратную ей матрицу 
1T : 







































123

212

120
1

332313

322212

312111

1

TTT

TTT

TTT

T . 

Матрицу  B  оператора f  в базисе  
321

,, eee   находим по формуле 
1B T AT : 

0 2 1 0 2 3 5 4 3

2 1 2 1 1 2 4 3 2

3 2 1 3 0 1 7 6 4

B

     
     

         
           

 

.

213239

132327

144

467

234

345

441

657

325


















































  ▲ 

Пример 9. Линейный оператор A  в трехмерном линейном векторном 

пространстве L  имеет в некотором базисе ),,(
321

eee  матрицу 
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















203

112

021

A . Показать, что система векторов 
23211

, eeeee  

32321
2,2 eeeee   образует базис и найти матрицу оператора А в базисе 

),,(
321

eee  . 

∆ Вычислим определитель, составленный из координат векторов 
321

,, eee   

в базисе ),,(
321

eee : 

.11221)1(1)1()1(21)2(1

101

221

011









  

Так как 0 , то система векторов 
321

,, eee   линейно независима и об-

разует базис пространства .L  Для нахождения матрицы оператора A  в базисе 

),,(
321

eee   воспользуемся формулой  ,1ATTB   где T – матрица перехода 

от базиса ),,(
321

eee  к базису ),,,(
321

eee   которая имеет вид 






















101

221

011

T . 

Вычислим определитель матрицы T :  .1

101

221

011









T  Далее 

можем найти обратную матрицу 

11 21 31

1

12 22 32

13 23 33

1
T T T

T T T T
T

T T T



 
 

  
 
 

: 

3
11

21
)1(,2

10

22
)1( 3

12

2

11






 TT ; 

1
10

01
)1(,2

01

21
)1( 3

21

4

13








 TT ; 

1
01

11
)1(,1

11

01
)1( 5

23

4

22








 TT ; 

2
21

01
)1(,2

22

01
)1( 5

32

4

31





 TT ; 

.1
21

11
)1( 6

33





T  
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Итак, 

























112

213

212
1T . 

Тогда данный оператор в базисе ),,(
321

eee  имеет матрицу  



























































101

221

011

203

112

021

112

213

212

B   

.

11137

172111

13168

101

221

011

153

377

356






























































   ▲ 

Пример 10. Определить, какие из векторов 
321

,, xxx  являются собствен-

ными векторами линейного оператора f  с матрицей 













11

62
A , если 

.
1

2
,

2

4
,

1

3
321 




























 xxx  

∆ Находим 













































1

3
4

4

12

1

3

11

62
1

xA , т. е. 
11

4)( xxf  . 

Значит 
1

x  является собственным вектором линейного оператора f . 

Для вектора 
2

x :  
22 6

20

2

4

11

62
xxA 





























  ни при каком 

R , т. е. 
2

x  собственным вектором линейного оператора f  не является. 

Для 
3

x  имеем: 











































1

2
1

1

2

1

2

11

62
3

xA , т. е. выполняется 

равенство 
33

1)( xxf  , следовательно 
3

x  – собственный вектор линейного 

оператора f . ▲ 

Пример 11. Пользуясь определением доказать, что вектор 
















0

0

2

x  явля-

ется собственным вектором оператора f  с матрицей 
















120

230

795

A . Найти 

собственное значение для указанного  вектора. 

∆  




























































0

0

2

5

0

0

10

0

0

2

120

230

795

xA ,    5,5)(  xxf .  ▲ 
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Пример 12. Найти собственные векторы и собственные значения линей-

ного оператора f , заданного в некотором базисе матрицей:  

1) 









34

52
A ; 2) 

















300

030

003

A ; 3) 


















113

104

210

A ; 4) 
















100

121

112

A . 

∆ 1) Составим характеристическое уравнение матрицы и найдем его корни: 

0
34

52
)(det 




 EA ,   01452  ,  откуда 2,7

21
 . 

Для определения координат собственных векторов, соответствующих 

собственным значениям 
1

  и 
2

 , решаем для каждого из этих значений одно-

родную систему линейных уравнений 





























0

0

34

52

2

1

x

x
. 

Для 7
1
  система имеет следующий вид:  































0

0

44

55

2

1

x

x
 или  









,044

,055

21

21

xx

xx
   

откуда получаем 
21

xx  . Положив, например 1
2
x , получим 1

1
x . Таким об-

разом, собственному значению 7  соответствует собственный вектор 











1

1
1

x . 

Значение 2
2

  приводит к следующей системе уравнений: 









,054

,054

21

21

xx

xx
 

откуда получаем 
21

54 xx   или 
21

4

5
xx  . Полагая 4

2
x , получим 5

1
x . 

Следовательно, собственный вектор оператора f , соответствующий собствен-

ному значению 2 , имеет вид 











4

5
2

x .  

2) Возьмем произвольный вектор 
















3

2

1

x

x

x

x  и найдем его образ: 

x

x

x

x

x

x

x

xf 3

3

3

3

300

030

003

)(

3

2

1

3

2

1













































 . 

Все ненулевые векторы из 
3R  являются собственными для указанного 

оператора с собственным значением 3 . Геометрически это означает растяжение 

всех векторов в три раза.  
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3) Находим собственные значения, решая характеристическое уравнение 

матрицы: 

0)32)(3(

113

14

21
2 







, 

откуда 3,1,3
321
 . 

Решая для каждого из трех собственных значений однородную систему 


















































0

0

0

113

14

21

3

2

1

x

x

x

, находим координаты собственных векторов.  

Для 3
1

  указанная система имеет вид 












































 0

0

0

413

134

213

3

2

1

x

x

x

,   















.043

,034

,023

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Ранг матрицы системы равен 2 , поэтому фундаментальная система реше-

ний содержит одно решение. 

Отбрасывая третье уравнение системы и положив, например 1
3
x , полу-

чим ,1
1

x  1
2
x . Собственному значению 3  соответствует собствен-

ный вектор 
















1

1

1

1
x .   

При 1  получим систему уравнений 








.0   4 

,02

321

321

xxx

xxx
 Ей соответ-

ствует собственный вектор  


















1

3

1

2
x . Для 3  получим систему уравнений  









.034   

,023

321

321

xxx

xxx
  Положив 1

3
x , получим 

5

7
1
x , 

5

11
2
x . Так как соб-

ственный вектор находится с точностью до постоянного множителя, получим  

















5

11

7

3
x . 

4) Находим собственные значения, решая характеристическое уравнение 

матрицы: 0)1)2(()1(,0

100

121

112
2 







, откуда 3
1
 , 1

32
 . 
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Для собственного значения 3  получаем следующую систему уравнений:  














.02

,0

,0

3

321

321

x

xxx

xxx

 

Ранг матрицы системы равен 2 . Полагая 1
1
x , получим 1

2
x , 0

3
x . 

Собственный вектор имеет вид 
















0

1

1

1
x . 

Для собственного значения 1  получаем следующую систему уравнений: 














.0000

,0   

,0   

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Ранг матрицы этой системы равен 1. Размерность пространства решений 

этой системы равна 123  . Положив 1
2
x  и ,0

3
x  получим 

















0

1

1

2
x . 

Положим 0
2
x , 1

3
x , получим 

















1

0

1

3
x .  ▲ 

Пример 13. Найти матрицу линейного оператора, для которого собствен-

ными значениями являются ,3,2,1
321
  а собственными векто-

рами )2;1;0(),3;0;1(),0;1;1(
321
 aaa . 

∆ Если известно n  собственных значений и n  собственных векторов, 

можно определить матрицу оператора, для которого данные значения и векто-

ры будут собственными. 

Рассмотрим формулу ,1ATTB   где B  – матрица оператора в новом 

базисе, которая содержит n  собственных значений по диагонали, т. е. является 

диагональной; T – матрица перехода от старого базиса к новому базису. 

Умножая это матричное равенство справа на 
1T  и слева на T , получим 

формулу для вычисления матрицы оператора: 
1TBTA . 

 

По условию ,

230

101

011

















T  
















300

020

001

B . 

Найдем 
1T :   



















332313

322212

312111

1 1

TTT

TTT

TTT

T
T ,  123 T ,  ,2,3

1211
 TT   
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1,3,2,2,3
3123222113
 TTTTT , .1,1

3332
 TT  

Получаем  






















133

122

123
1T . 

Итак,  


















































 

133

122

123

300

020

001

230

101

011
1TBTA  

.

066

276

121

133

122

123

660

301

021






















































  ▲ 

Пример 14. Является ли нормальным линейный оператор, заданный в  

некотором ортонормированном базисе матрицей 


















011

111

111

A ? 

∆ Линейный оператор, действующий в конечномерном вещественном ев-

клидовом пространстве, нормален, если существует ортонормированный базис, 

в котором матрица этого оператора коммутирует со своей транспонированной. 

Нам достаточно проверить равенство  AAАA TT  : 




















































200

031

013

011

111

111

011

111

111
TАA , 





















































200

031

013

011

111

111

011

111

111

AAT
. 

Итак, линейный оператор с такой матрицей является нормальным. ▲ 

Пример 15. Найти матрицу оператора f  в базисе ),(
21

ee линейного про-

странства, если известно, что линейный оператор f  переводит векторы 
Tp )4,3(

1
  и 

Tp )5,4(
2
  в векторы 

Tq )2,1(
1
  и 

Tq )3,3(
2
 . 

∆ Рассмотрим три подхода к решению задачи: 

1) Пусть А – искомая матрица линейного оператора f . 

По условию QAP  , где P  – матрица, столбцами которой являются 

столбцы координат векторов 
1

p  и 
2

p ; Q  – матрица, столбцами которой явля-

ются столбцы координат векторов 
1

q  и 
2

q . Имеем матричное равенство 



















32

31

54

43
A . 
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После умножения равенства QAP   справа на 
1P  получаем 

1QPA , 

если матрица 
1P  существует. Вычислим 

111615
54

43  PP  

существует. 

Найдем обратную матрицу: 











2212

21111 1

PP

PP

P
P , 

,44)1(,44)1(,55)1(
21

3

2112

3

1211

2

11
 MPMPMP  

33)1(
22

4

22
 MP .  

Итак, 




























34

45

34

45

1

11P . 

Тогда 
































 

12

57

34

45

32

311QPA . 

2) Примем систему векторов 
1

p  и 
2

p  за базис ),(
21

ee  . Тогда матрица 

перехода от базиса ),(
21

ee  к базису ),(
21

ee  имеет вид 









54

43
P . 

Найдем координаты векторов 
1

q  и 
2

q  в базисе ),(
21

ee  : 









































 

2

3

2

1

34

45

2

11

1
Pq , 






































 

3

3

3

3

34

45

3

31

2
Pq . 

В базисе ),(
21

ee   оператор f  имеет матрицу 













32

33
Q . 

Заметим, что матрица Q , является матрицей перехода от базиса  
21

, pp  

к базису  
21

,qq . Ее можно было находить следующим образом: 


































 

32

33

32

31

34

451 QPQ . 

Найдем матрицу оператора f  в базисе ),(
21

ee : 

































 

34

45

32

33

54

431PQPA  




































12

57

34

45

32

31
. 

3) Обозначим через   оператор, переводящий векторы 
1

e  и 
2

e  в векторы 

1
p  и 

2
p . Его матрицей в базисе ),(

21
ee будет 










54

43
P . 

Оператор f  переводит векторы 
1

p  и 
2

p  в векторы 
1

q  и 
2

q . Значит, про-

изведение f  операторов   и f  переводит векторы 
21

,ee  в векторы 
21

,qq . 
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Поэтому в базисе ),(
21

ee  оператор f  имеет матрицу  









32

31
Q . 

Матрица Q  оператора f  равна произведению матриц операторов f  и 

 , т. е. если A  – матрица оператора f  в базисе ),(
21

ee , то APQ  . Отсюда  

получаем, что 
































 

12

57

34

45

32

311QPA . ▲ 

Пример 16. Задан линейный оператор f  проектирования на плоскость 

0432  zyx . Найти матрицу этого линейного оператора в базисе 

).1;0;0(),0;1;0(),0;0;1(
321
 eee  

∆  )4;3;2(n


 – нормаль плоскости 0432  zyx . Тогда линейный 

оператор f  действует по следующему правилу: 

   n
n

ne
e

n

n

n

ne
e

n

n
enpeef

n 2

),(),(
 

Найдем образы базисных векторов под действием линейного оператора: 

  



 )4;3;2(

)432(

403021
)0;0;1(

),(
22222

1

11
n

n

ne
eef


 

2 25 6 8
(1; 0; 0) (2; 3; 4) ; ; ;

29 29 29 29

 
     

 
 

  2
2 2 2

( , ) 0 2 1 3 0 1 6 20 12
(0;1; 0) (2; 3; 4) ; ; ;

29 29 29 29

e n
f e e n

n

      
        

 
 

  


 )4;3;2(
29

413020
)1;0;0(

),(
2

3

33
n

n

ne
eef .

29

13
;

29

12
;

29

8







   

Итак, матрица линейного оператора равна .

13128

12206

8625

29

1





















A  ▲ 

Пример 17. Выяснить, можно ли привести к диагональному виду матрицу 











30

23
A . 

∆ Найдем собственные значения этой матрицы: 

3,0
30

23
)(det

2,1





 EA . 

Ранг матрицы 








00

20
 равен 1. 

Размерность подпространства решений линейной системы равна 112  . 

Следовательно, найти два линейно независимых вектора для этого линейного 
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оператора невозможно и базиса из собственных векторов не существует. Мат-

рицу A  нельзя привести к диагональному виду. ▲ 

Пример 18. Найти матрицу T , диагонализирующую данную матрицу A , 

и записать соответствующую матрицу, если 













11

41
A . 

∆ Составим и решим характеристическое уравнение 

3,1,4)1(,0
11

41
21

2 



. 

Для собственного значения 1  получим систему  

1 2

1

1 2

2 4 0, 2
  

  2 0, 1

x x
x

x x

    
  

   
. 

При 3  система линейных уравнений имеет вид 

1 2

2

1 2

2 4 0, 2

 2 0, 1

x x
x

x x

   
  

   
. 

Следовательно, 











11

22
T . 

В базисе, состоящем из векторов 
1

x  и 
2

x , матрица оператора будет иметь 

вид 









 

30

011 TATB .  ▲ 

Пример 19. Выяснить, можно ли привести к диагональному виду матрицы: 

а)  






















132412

101910

6127

A ; б)  
















001

221

112

A . 

Если это возможно, найти соответствующую диагональную матрицу и 

матрицу T  преобразования подобия. 

∆ а) Найдем собственные значения этой матрицы. Ее характеристическое 

уравнение имеет вид 

0

132412

101910

6127

)(det 







 EA . 

Находим корни этого уравнения: 1,1
321
 . Координаты соб-

ственного вектора с собственным значением 1  находим из системы 


















































0

0

0

142412

101810

6128

3

2

1

x

x

x

. 

Очевидно, ранг матрицы этой системы равен двум. Отбросив третье 

уравнение системы и положив в первых двух уравнениях 1
3
x , получим 
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6

5
,

2

1
21
 xx . В качестве собственного вектора можно взять вектор 

















6

5

3

1
x . 

Для собственного значения 1  получаем систему 


















































0

0

0

122412

102010

6126

3

2

1

x

x

x

. 

Ранг матрицы этой системы равен 1. Так как 21n , фундаментальная 

система решений имеет два столбца. Следовательно, существует базис состоя-

щий из собственных векторов. Найдем 
2

x  и 
3

x : 

02
321
 xxx , 

















0

1

2

2
x , 

















2

1

0

3
x . 

Столбцы матрицы  T определяются векторами «нового» базиса (
1

x ,
2

x ,
3

x ): 

















206

115

023

T . 

В этом базисе матрица оператора будет иметь следующий вид:  















 

100

010

001
1ATTB .   

б) Находим собственные значения матрицы A : 

0,20)2(

01

221

112

)(det
32,1

2 







 EA . 

Для двукратного  2k  собственного значения 2  находим 

rEArang  )2( :   


















201

201

110

2EA  ~ 2

000

201

110















 r . 

Так как )123()2(  knr , то матрица A  к диагональному виду не 

приводится.  ▲ 

Пример 20. Выяснить, является ли матрица 




















30/16/15/2

30/56/10

30/26/25/1

A  

ортогональной, и если является, то найти обратную е й. 
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Δ  Легко проверить, что столбцы матрицы ,

6/1

6/1

6/2

,

5/2

0

5/1

21




































 xx  





















30/1

30/5

30/2

3
x  удовлетворяют следующим условиям: 

1) 0),(),(),(
323121
 xxxxxx ; 

2) 1
321
 xxx . 

Следовательно, матрица A  является ортогональной. Для ортогональной 

матрицы 
TAA 1

. Поэтому 




















30/130/530/2

6/16/16/2

5/205/1
1A .  ▲ 

Пример 21. Найти ортогональную матрицу Q , приводящую симметриче-

скую матрицу 









06

65
A  к диагональному виду. Убедиться, что матрица 

AQQB T  является диагональной матрицей. 

∆ Находим собственные значения и собственные векторы матрицы A : 

9,40365
6

65
21

2 



 EA . 

Для 4  получаем систему уравнений: 






















3

2
023     

046

069
121

21

21 xxx
xx

xx
. 

Нормируем этот вектор и находим 
1

e : 













13/3

13/2
1 x

x
e . 

Аналогично для 9 : 





























13/2

13/3

2

3
032     

096   

,064
2221

21

21 exxx
xx

xx
. 

Запишем ортогональную матрицу Q : 


















13/213/3

13/313/2
Q , 



































 


90

04

13/213/3

13/313/2

06

65

13/213/3

13/313/2
AQQB T

.  ▲ 
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Пример 22. Найти ортогональную матрицу Q , приводящую симметриче-

скую матрицу 




















022

231

213

A   к диагональному виду. 

∆ Решим уравнение  0

22

231

213









, получим  0)4)(2( 2
 

4,2
3,21
 . 

Для 2  собственный вектор 
1

x  находится из системы  
































2

1

1

0222

,025

,025

1

321

321

321

x

xxx

xxx

xxx

. 

Находим собственный вектор 
2

x , соответствующий собственному значению 

4 : 
















02

0422

,02

,02

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

  
















1

0

2

2
x . 

Для симметрической матрицы существует базис, состоящий из собствен-

ных векторов. Поскольку 
13

xx   и 
23

xx  , то в качестве 3x  можно взять 

],[
21

xx : 

kji

kji

x 25

102

211
3

 . 

Нормируем векторы 
321

,, xxx  и составляем матрицу перехода (искомую 

ортогональную матрицу): 





















30/25/16/2

30/506/1

30/15/26/1

Q . 

Диагональная матрица 
















400

040

002

AQQB T
.  ▲ 

Пример 23. Известно, что симметрическая матрица третьего порядка  

имеет единственное трехкратное собственное значение a . Найти эту  

матрицу. 

∆ Фундаментальная система решений системы уравнений 0)(  XaEA  

состоит из трех векторов. Таким образом, 33  r . Ранг матрицы aEA   
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равен нулю. Следовательно, 



















a

a

a

A

00

00

00

. ▲ 

 
 

Дополнительные задачи 

 

1. Доказать, что оператор )1,,()(
21321
 xxxxxxf  не является  

линейным. 

2.  Доказать линейность оператора и записать его матрицу: 

а) )3,2,()(
3213131

xxxxxxxxf  ; 

б) )0,,0()(
32

xxxf  . 

Ответ: а) 


















113

102

101

A ;   б) 
















000

110

000

A . 

3. Записать в базисе  2,,1 xx  линейного пространства многочленов сте-

пени не выше двух матрицу оператора дифференцирования. 

Ответ: 



















000

200

010

A . 

4. Найти в базисе  kji ,,  матрицу оператора f , если f – проектирова-

ние: 

а) на прямую 
33

2

2

1 zyx








;      б) на плоскость 0522  zyx . 

Ответ: а) 



































16

3

16

33

8

3

16

33

16

9

8

3

8

3

8

3

4

1

A ;   б) 

































9

5

9

2

9

4

9

2

9

8

9

2

9

4

9

2

9

5

A . 

5. В базисе, состоящем из векторов 
321

,, eee ,  линейный оператор f  задан 

матрицей 
















101

110

101

A . Найти матрицу этого оператора в базисе  
321

,, eee  ,  

если  
3211

22 eeee  ,   
3212

2 eeee  ,   
3213

35 eeee  . 
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Ответ: 




















436

241836

16919

. 

6. Определить, могут ли матрицы 








45

32
 и 









23

46
 быть матрицами одно-

го линейного оператора в разных базисах. 

Ответ: нет. 

7. Найти матрицу линейного оператора, переводящего векторы 

)2;1;3(),5;1;4(),3;0;2(
321
 aaa  в векторы ),2;5;4(),1;2;1(

21
 bb  

)1;1;1(
3

b , в том же базисе, в котором даны координаты векторов. 

Ответ: 




















556

101312

5116

3

1
. 

8. Задан линейный оператор f  проектирования на плоскость 

023  zyx . Определить матрицу этого линейного оператора в базисе 

)1;0;0(),0;1;0(),0;0;1(
321
 eee . 

Ответ: 


















1016

2133

635

14

1
. 

9. Найти собственные значения и собственные векторы матриц:   

а)  









31

22
A ; б) 























148

474

841

A . 

Ответ: а)  )1;1(,4);1;2(,1
2211
 xx ; 

б) )1;2;0();0;2;1();2;1;2(,9,9
321321

 xxx . 

10. Выяснить, можно ли привести к диагональному виду следующую 

матрицу: 























201

335

212

A . 

Ответ: нет. 
 

11. В некотором базисе  
21

, ee  линейный оператор f  задан матрицей 











13

20
A . Найти базис, в котором матрица оператора f  имеет диагональный вид. 

Ответ: 
212211

32, eeeeee  . 

12. Привести матрицу А линейного оператора f  к диагональному виду. 
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Указать соответствующую матрицу перехода, если 






















211

121

112

A . 

Ответ: 












 

101

011

111

. 

13. Найти ортогональную матрицу Q , диагонализирующую симметриче-

скую матрицу 
















302

050

203

A , и записать диагональный вид этой матрицы. 

Ответ: 


















02/12/1

100

02/12/1

Q , 
















500

050

001

AQQT
. 

14. Является ли нормальным линейный оператор, заданный в некотором 

ортонормированном базисе матрицей 




















011

111

110

A ? 

Ответ: да. 

 
 

Занятие 19  
 

Квадратичные формы 

 

Пример 1. Записать матрицу для данной квадратичной формы: 

а) 
21

2

2

2

121
83),( xxxxxxL  ; 

б) 
3221

2

3

2

2

2

1321
6234),,( xxxxxxxxxxL  ; 

в) 
3241

2

34321
34),,,( xxxxxxxxxL  . 

∆ а) Для ),(
21

xxL  имеем: 4,1,3
21122211

 aaaa . Тогда 













14

43
A . 

б) Для ),,(
321

xxxL  получаем: ,1,3,4,1
2112332211

 aaaaa  

3,0
32233113
 aaaa . Таким образом, 























330

341

011

A . 

в) Для  ),,,(
4321

xxxxL  имеем:  ,0,0,4,0,0
211244332211
 aaaaaa  

0,0,
2

1
,

2

3
,0

43344224322341143133
 aaaaaaaaaa . Тогда  
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





























000
2

3

04
2

1
0

0
2

1
00

2

3
000

A . ▲ 

Пример 2. По данной матрице написать соответствующую ей квадратич-

ную форму: 

а) 












32

21
; б) 

















112

120

203

;    в) 

























1518

5020

1273

8032

. 

∆  а) 
22 34),( yxyxyxL  ; б) yzxzzyxzyxL 2423),,( 222  ;   

в) 
4342324121

2

4

2

2

2

14321
102416672),,,( xxxxxxxxxxxxxxxxxL  . ▲ 

Пример 3. Записать в матричном виде квадратичную форму, если: 

а) xyyxyxL 532),( 22  ; 

б) 
2

332

2

23121

2

1321
712544),,( xxxxxxxxxxxxL  ; 

в) 
4342323121

2

4

2

3

2

14321
6810625),,,( xxxxxxxxxxxxxxxxxL  . 

∆  а) 













32/5

2/52
A ,    






















y

x
yxyxL

32/5

2/52
)(),( ; 

б) 
















762

652

221

A ,   






























3

2

1

321321

762

652

221

)(),,(

x

x

x

xxxxxxL ;   

в) 





























1340

3153

4501

0315

A , 















































4

3

2

1

43214321

1340

3153

4501

0315

)(),,,(

x

x

x

x

xxxxxxxxL . ▲ 

Пример 4. В базисе   
321

,, eee  задана квадратичная форма ),,(
321

xxxL  

.22432
323121

2

3

2

2

2

1
xxxxxxxxx   Записать эту квадратичную форму в ба-

зисе  
321

,, eee  , если 
3213312321

35,2, eeeeeeeeee  . 

∆ Матрица A  квадратичной формы и матрица Т перехода от базиса 

 
321

,, eee  к базису  
321

,, eee   имеют вид 








































311

101

520

,

111

132

122

TA . 
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Тогда в базисе  
321

,, eee   матрица квадратичной формы 





























































311

101

520

111

132

122

315

102

110

ATTB T
 

,

1182125

2154

2546

311

101

520

91615

133

243





















































   

т. е. в новом базисе квадратичная форма имеет вид 

323121

2

3

2

2

2

1321
4250811856),,( xxxxxxxxxxxxQ  .  ▲ 

Пример 5. Привести данную квадратичную форму к каноническому виду 

с помощью метода Лагранжа: 

а) 
2

221

2

121
544),( xxxxxxL  ; 

б) 
2

3

2

2

2

13221321
),,( xxxxxxxxxxL  ; 

в) 
133221321

),,( xxxxxxxxxL  ; 

г) 
323121

2

3

2

2

2

1321
441688),,( xxxxxxxxxxxxL  . 

Выяснить, какие квадратичные формы являются положительно (отрица-

тельно) определенными, неотрицательно (неположительно) определенными и 

знакопеременными. 

∆ а) 
2

2

2

1

2

2

2

2

2

21

2

221

2

121
445

2

1
4544),( xxxxxxxxxxxxL 





  . 

Квадратичная форма является положительно определенной. 

б)  )(),,( 2

332

2

221

2

1

2

3

2

2

2

13221321
xxxxxxxxxxxxxxxxxL  

2

2 2 2

1 2 2 2 2 3 3

1 1

2 4
x x x x x x x

  
           

2 2

2 2

1 2 2 3 3 3

1 3 2 1

2 4 3 3
x x x x x x

    
                

2 2 2

1 2 3

3 2
.

4 3
x x x       

Квадратичная форма является отрицательно определенной. 

в) 









33

212

211

133221321
),,(

xx

xxx

xxx

xxxxxxxxxL


32313231

2

2

2

1
xxxxxxxxxx  2 2 2 2 2 2

1 3 2 3 1 2 3( ) .x x x x x x x              

Квадратичная форма является знакопеременной. 

г) 




 

2

321323121

2

3

2

2

2

1321 4

1
8441688),,( xxxxxxxxxxxxxxxL  

2 2 2 2 2

2 3 3 3 2 3 1 2 3

1 1
4 4 8 0 .

2 2
x x x x x x x x x          

Квадратичная форма является неотрицательно определенной.  ▲ 
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Пример 6. Методом Лагранжа привести квадратичную форму к кано-

ническому виду и указать невырожденное преобразование переменных, 

осуществляющее такое преобразование квадратичной формы: 

а) 
2

3323121

2

1321
424),,( xxxxxxxxxxxL  ; 

б) 
313221321

262),,( xxxxxxxxxL  . 

∆ а) Основная идея метода Лагранжа состоит в последовательном выде-

лении в квадратичной форме полных квадратов переменных. Проиллюстрируем 

этот метод на конкретном примере. 

Сгруппируем все слагаемые, содержащие переменную 
1

x , и дополним 

полученное выражение до полного квадрата: 

 2

32

2

32321

2

13121

2

1
)2()2()2(224 xxxxxxxxxxxxx  

.44)2( 2

332

2

2

2

321
xxxxxxx   

Итак,  2

332

2

332

2

2

2

321321
444)2(),,( xxxxxxxxxxxxxL  

32

2

2

2

321
84)2( xxxxxx  . 

Аналогичную процедуру проведем с переменной 
2

x : 

 2

332

2

232

2

232

2

2
)2(222)2(()84(84 xxxxxxxxxx  

.4)22()4)22(())2( 2

3

2

32

2

3

2

32

2

3
xxxxxxx   

Итак, 
2

3

2

32

2

321321
4)22()2(),,( xxxxxxxxxL  . 

Введем новые переменные:  














33

322

3211

,22

,2

xy

xxy

xxxy

  или в матричной  

форме:  SYXXSY   ,1
, где  

















100

220

121
1S . 

Для нахождения S  выразим переменные 
321

,, xxx  через 
321

,, yyy . 

Так как 
33

yx  , то, подставляя во второе уравнение 
322

22 yxy  , полу-

чаем  
32322

2

1
2

2

1
yyyyx  . Теперь можем найти 

1
x  из первого уравне-

ния: 
321132133211

2

1
2 yyyxyyxyyyxy 








 , 















.

,
2

1

,

33

322

3211

yx

yyx

yyyx

 

Итак, 























100

1
2

1
0

111

S . 
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Вычислим определитель матрицы S :   
2

1
1

2

1
1

100

1
2

1
0

111

det 



S . 

Так как 0det S , то матрица S  невырожденная, поэтому преобразование 

координат невырожденное.  

В новых переменных квадратичная форма имеет канонический вид: 
2

3

2

2

2

1321
4),,( yyyyyyL  . 

Матрица B  квадратичной формы ),,(
321

yyyL  в новых переменных  

диагональна: 



























































100

1
2

1
0

111

121

202

121

111

0
2

1
1

001

ASSB T
 

,

400

010

001

100

1
2

1
0

111

400

220

121


















































  

где A  – матрица квадратичной формы ),,(
321

xxxL . 

б) В квадратичной форме 
































031

301

110

262),,(
313221321

AxxxxxxxxxL  

отсутствуют члены с квадратами переменных, поэтому совершим сначала не-

вырожденное преобразование переменных 
33212211

,, yxyyxyyx   с 

матрицей  
















100

011

011

Y . 

В результате получим 


3213212121321

)(2)(6)()(2),,( yyyyyyyyyyyyyL  

.84222266)(2
3231

2

2

2

132313231

2

2

2

1
yyyyyyyyyyyyyyyy   

Выделим полный квадрат по 
1

y  и 
2

y : 

 ))2()2(22(2)2(2),,( 2

3

2

332

2

2

2

3

2

331

2

1321
yyyyyyyyyyyyyL

.6)2(2)(28)2(22)(2 2

3

2

32

2

31

2

3

2

32

2

3

2

31
yyyyyyyyyyy   

Перейдем к новым переменным: 














,

,2

,

33

322

311

yz

yyz

yyz

 что равносильно линей-

ному преобразованию переменных ,
311

zzy   
33322

,2 zyzzy     
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с матрицей  
















100

210

101

z . 

В новых переменных квадратичная форма ),,(
321

yyyL  уже имеет кано-

нический вид: 
2

3

2

2

2

1321
622),,( zzzzzzL  . 

Линейное преобразование переменных, сразу приводящее квадратичную 

форму ),,(
321

xxxL  к полученному каноническому виду, имеет следующую 

матрицу: 














































100

111

311

100

210

101

100

011

011

ZYS , т. е. определяется 

формулами 














.

,

,3

33

3212

3211

zx

zzzx

zzzx

 

Матрица квадратичной формы ),,(
321

zzzL  является диагональной: 
 




















































100

111

311

031

301

110

113

011

011

ASSB T
 

.

600

020

002

100

111

311

600

411

211

















































  ▲ 

 

Пример 7. Привести квадратичную форму к каноническому виду и ука-

зать соответствующее ортогональное преобразование: 

а) 
323121

2

3

2

2

2

1321
2442),,( xxxxxxxxxxxxL  ; 

б) 
2

221

2

121
767),( xxxxxxL  ; 

в) 
21

2

2

2

121
42),( xxxxxxL  . 

∆ Приведем квадратичные формы к каноническому виду по следующему 

алгоритму. 

а)  I. Составим матрицу данной квадратичной формы: 

323121

2

3

2

2

2

1321
2442),,( xxxxxxxxxxxxL  ,  





















112

112

222

A . 

II. Найдем собственные значения матрицы А , т. е. спектр матрицы квад-

ратичной формы. 
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Решим характеристическое уравнение: 









112

112

222

EA  

 )2(11)1(22)2(121)2(2)1()1()2(  

 8)2()1(8)1)(2()1()2()2( 2
 

 )2(8)2()2()11(8)1)1(()2( 22
 

.0)82()2()2(8)2()2( 2   

Итак, собственными значениями матрицы А  являются ,2
21
  4

3
 . 

III. Запишем канонический вид квадратичной формы по формуле 
22

22

2

1121
...),...,,(

nnn
yyyyyyL  . 

Канонический вид рассматриваемой квадратичной формы будет иметь 

вид 
2

3

2

2

2

1321
422),,( yyyyyyL  . 

Для определения ортогонального преобразования, приводящего квадра-

тичную форму к каноническому виду, или, другими словами, для построения 

канонического ортонормированного базиса данной квадратичной формы необ-

ходимо в дополнение к предыдущему алгоритму выполнить следующее. 

IV. Для каждого собственного значения   матрицы А  построить фунда-

ментальную систему решений (ФСР) однородной системы 0)(  xEА
i

. 

Определяем собственные векторы.  

При 2
1
  система 0)(

1
 xEА  )),,((

321
xxxx   имеет следующий  

вид: 














.02

,02

,0224

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Эта система равносильна уравнению  ,024
321
 xxx  следовательно, 

общее решение можно записать в виде ,)2,,(
2121

Txxxxx   а фундаменталь-

ная система решений состоит из двух векторов, например, 
Tb )1,1,0(

1
  и 

Tb )1,1,1(
2

 . Эти векторы уже ортогональны. Поэтому их не надо ортогона-

лизировать, а достаточно лишь нормировать. 

Для того, чтобы нормировать вектор нам необходимо найти его модуль, и 

каждую координату разделить на него:  

.31)1(1,2110 222

2

222

1
 bb  

После нормирования получим два вектора: 

,
2

1
,

2

1
,0)1,1,0(

2

1

1

1

1

T

T

b

b
e 







   .
3

1
,

3

1
,

3

1
2

T

e 






   
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При 4
3

  система 0)(
3

 xEА  имеет вид 














.052

,052

,0222

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  

Ее общим решением является ,),,2(
333

Txxxx   фундаментальная система  

решений состоит из одного вектора, например 
Tb )1,1,2(

3
 . Нормируя его, 

получим вектор  .
6

1
,

6

1
,

6

2
3

T

e 






   

Векторы 
321

,, eee   составляют канонический ортонормированный базис 

данной квадратичной формы. Из столбцов их координат строим искомую орто-

гональную матрицу: 



























6

1

3

1

2

1
6

1

3

1

2

1
6

2

3

1
0

S . 

По строкам этой матрицы записываем искомое ортогональное преобразо-

вание переменных: 




















.
6

1

3

1

2

1

,
6

1

3

1

2

1

,
6

2

3

1

3213

3212

321

yyyx

yyyx

yyx

 

б) Запишем симметрическую матрицу  А  данной квадратичной формы 

2

221

2

121
767),( xxxxxxL  :   










73

37
A . 

Найдем ее собственные значения, решая характеристическое уравнение: 

09)7(
73

37 2 



 EА . 

Отсюда  437
1
   и  1037

2
 . Эти собственные 

значения дают нам коэффициенты квадратичной формы в каноническом виде: 
2

2

2

121
104),( yyyyL  . 

Для построения ортогонального преобразования найдем ортонормиро-

ванный базис из собственных векторов матрицы А. 

При 4
1
  координаты собственного вектора находим из однородной  

системы линейных алгебраических уравнений 0)(
1

 xEА :  








.033

,033

21

21

xx

xx
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Ее общим решением является 
Txxx ),(

22
 , полагая 1

2
x , получим  

собственный вектор 
Tb )1,1(

1
 . Нормируя его, получим вектор .

2

1
,

2

1
1

T

e 






   

При 10
2
  получаем систему 









.033

,033

21

21

xx

xx
 

Общее решение: 
Txxx ),(

11
 . ФСР: 

Tb )1,1(
2
 . Так как нас интересует 

нормированный собственный вектор, то .
2

1
,

2

1
2

T

e 






  

Составляем из столбцов координат векторов 
21

,ee   матрицу ортогонально-

го преобразования ,

2

1

2

1
2

1

2

1



















S  которой соответствует линейная замена 

переменных ySx  . 

По строкам этой матрицы записываем искомое ортогональное преобразо-

вание переменных:  













.
2

1

2

1

,
2

1

2

1

212

211

yyx

yyx

 

Чтобы получить квадратичную форму канонического вида, необходимо 

подставить ортогональное преобразование переменных в квадратичную форму 

по условию: 





























2121

2

21

2

221

2

1
2

1

2

1

2

1

2

1
6

2

1

2

1
7767 yyyyyyxxxx








 






 







 2

22121

2

1

2

221

2

1

2

21
2

1

2

1

2

1

2

1
6

2

1

2

1
7

2

1

2

1
7 yyyyyyyyyyyy

).,(104
2

1

2

1
7

21

2

2

2

1

2

221

2

1
yyLyyyyyy 







   

Следует отметить, что сразу можем записать канонический вид  

квадратичной формы по известным собственным значениям. 

Отметим, что матрицу квадратичной формы канонического вида можно 

найти по формуле ASST  и убедимся, что она диагональна. Действительно: 

.
100

04

2

1

2

1
2

1

2

1

2

10

2

10
2

4

2

4

2

1

2

1
2

1

2

1

73

37

2

1

2

1
2

1

2

1









































 










































 

 ASST
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Итак, 
2

2

2

121
104),( yyyyL  .  

в) Матрица квадратичной формы имеет вид 













22

21
A . Составим  

характеристическое уравнение и решим его: 

2,3,06,0
22

21
21

2 



. 

Найдем соответствующие ортонормированные собственные векторы: 




















5/2

5/1

,02

,024
,3

1

22

21 e
xx

xx
; 




















5/1

5/2

,042

,02
,2

2

21

21 e
xx

xx
. 

В базисе ),(
21

ee   заданная квадратичная форма имеет вид  
2

2

2

1
23 yy  , а 

соответствующее преобразование координат 














 










2

1

2

1

5/15/2

5/25/1

y

y

x

x
  

или  













.
5

1

5

2

,
5

2

5

1

212

211

yyx

yyx

   ▲ 

Пример 8. Пусть квадратичная форма задана своей матрицей A : 

а)  









31

14
A ; б) 














21

11
A ; в) 














912

1216
A ; 

г) 
















1902

094

242

A ; д) 






















310

121

011

A ; е) 
















412

111

211

A . 

С помощью критерия Сильвестра установить является ли данная квадра-

тичная форма знакоопределенной. 

∆   а) 011
31

14
,4

21
 . 

Квадратичная форма является знакоположительной. 

б) 01
21

11
,1

21





 . 

Квадратичная форма является знакоотрицательной; 

в) 0
912

1216
,16

21





 . 

Квадратичная форма не является знакоопределенной. 
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г) 2

1902

094

242

,2
94

42
,2

321
 . 

Квадратичная форма является знакоположительной. 

д) 2

310

121

011

,1
21

11
,1

321












 . 

Квадратичная форма является знакоотрицательной. 

е) 0
11

11
,1

21
 . 

Квадратичная форма не является знакоопределенной. 

Пример 9. Исследовать на знакоопределенность квадратичную форму:  

а) 
2

1323121

2

3

2

2321
116121266),,( xxxxxxxxxxxxL  ; 

б) 
2

3

2

221

2

1321
223),,( xxxxxxxxL  ; 

в) 
323121321

622),,( xxxxxxxxxL  ; 

г) 
2

442314321
24),,,( xxxxxxxxxL  ; 

д) 
2121

2),( xxxxL  . 

∆  а) Составим матрицу квадратичной формы:  






















636

366

6611

A . 

Найдем угловые миноры матрицы A : 

,030366666)6)(11(
66

611
,011

21





  









 )6)(6)(6()6(36)6(36)6()6()11(

636

366

6611

3
 

 53161221699216108108396)6(66)11(33  

.081  

Поскольку знаки угловых миноров чередуются, начиная с минуса, то 

квадратичная форма является отрицательно определенной по критерию  

Сильвестра. 

б) Рассмотрим матрицу квадратичной формы и найдем ее угловые миноры: 























100

021

013

A , ,0516
21

13
,03

21





  
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051123

100

021

013

3




 . 

По критерию Сильвестра квадратичная форма является положительно 

определенной.  

в) Матрица квадратичной формы 


















031

301

110

A . 

По критерию Сильвестра  

,01
01

10
,0

21
  





031

301

110

3
 .06   

Данная квадратичная форма не является положительно (отрицательно) 

определенной. 

г) Запишем матрицу A  этой квадратичной формы и определитель  

матрицы  A : 

422

101

100

020

)1(2

1010

0002

1000

0200

,

1010

0002

1000

0200

13 



















 AA . 

Так как главные (угловые) миноры матрицы A   4,0
4321
 , 

то квадратичная форма является знакопеременной. 

д) Квадратичная форма является знакопеременной, т. к. невырождена 

01
01

10
2

 , а 0
1
 . 

Невырожденная квадратичная форма знакопеременна тогда и только то-

гда, когда для матрицы квадратичной формы выполнено хотя бы одно из условий: 

1) один из угловых миноров равен нулю; 

2) один из угловых миноров четного порядка отрицателен; 

3) два угловых минора нечетного порядка имеют разные знаки. ▲ 

Пример 10. Выяснить, является ли положительно (отрицательно) опреде-

ленной квадратичная форма 
2

221

2

121
565),( xxxxxxL  , найдя все собствен-

ные значения ее матрицы. 

∆ По собственным значениям матрицы квадратичной формы можно 

определить тип квадратичной формы. 
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Тип  квадратичной  формы Множество собственных  значений 

Положительно определенная Все собственные значения положительны 

Отрицательно определенная Все собственные значения отрицательны 

Положительно полуопределенная Все собственные значения неотрицательны 

Отрицательно полуопределенная Все собственные значения неположительны 

Неопределенная (знакопеременная) 
Есть и положительные, и отрицательные собствен-

ные значения 

 

Квадратичная форма 
2

221

2

121
565),( xxxxxxL   имеет матрицу 











53

35
A  с характеристическим уравнением матрицы 

09)5(
53

35 2 



. 

Собственные значения матрицы данной квадратичной формы равны: 

2,8
21
 . Следовательно, форма положительно определенная. ▲ 

Пример 11. Определить методом Якоби нормальный вид квадратичной фор-

мы 
2

3

2

221

2

1321
),,( xxxxxxxxL   и найти ранг, сигнатуру квадратичной формы. 

∆ В методе Якоби утверждается, что отрицательный индекс инерции квад-

ратичной формы равен числу перемен знака в последовательности угловых ми-

норов матрицы квадратичной формы. При этом предполагается, что все 0
i

. 

Составим матрицу квадратичной формы: 

























100

01
2

1

0
2

1
1

A . 

Угловые миноры: 

0
4

3

4

1
1

1
2

1
2

1
1

,01
21

 , .0
4

3

4

1
1

100

01
2

1

0
2

1
1

3




  

В этой последовательности одна перемена знака. Поэтому отрицательный 

индекс инерции квадратичной формы 1

i . Тогда положительный индекс 

инерции квадратичной формы 2131 


ni , где п  – порядок квадратич-

ной формы. 

Итак, нормальный вид квадратичной формы:  
2

3

2

2

2

1321
),,( zzzzzzQ  . 
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По известным индексам инерции 

i  и  


i  определяются и ранг квадратич-

ной формы 


 iir , и ее сигнатура 


 iis . 

Следовательно, 312 r  и 112 s . ▲ 

Пример 12. Найти все значения параметра  , при которых положительно 

определены следующие квадратичные формы: 

а) 
3121

2

3

2

2

2

1321
2232),,( xxxxxxxxxxL  ; 

б) 
32

2

21

2

3

2

2

2

1321
)1(242),,( xxxxxxxxxxL  ; 

в) 
31

2

332

2

221

2

1321
244),,( xxxxxxxxxxxxL  . 

∆  а)  






















301

01

12

A .    

02
1

 , 2202
1

2 22

2





 , 

 

3

5

3

5
035

301

01

12
22

3




 . 

Из последних двух неравенств получаем 
3

5

3

5
 . 

б) 





























4
2

1
0

2

1
1

2

1

0
2

1
2

2

2A .     

02
1

 , 0
4

9

2

1
2

1
2

1
2

1
2

2

2

2






 




 . 

Последнее неравенство не выполняется ни при каких значениях R , 

следовательно, ни при каких R  квадратичная форма не является положи-

тельно определенной.   

в) Рассмотрим матрицу квадратичной формы  


















21

22

121

A  и 

найдем ее угловые миноры:  

4
2

21
,1

21



 , 
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3

2 2

1 2 1

2 λ 2 1 ( λ) ( λ) 2 2 1 2 2 1 1 1 ( λ) 2 2 1 2 2 ( λ)

1 2 λ

λ 8 λ 4 4λ λ 5λ 4.

                         



       

 

Применяя критерий Сильвестра квадратичная форма является положи-

тельно определенной, если  























,1,4

,4

045

,04

,01

2

3

2

1

 

т. е. при )4;(  . При этих значениях параметра квадратичная форма  

положительна определена. 

Приведение квадратичной формы к каноническому виду находит приме-

нение при исследовании уравнений кривых и поверхностей второго порядка. ▲ 

Пример 13. Привести к каноническому виду уравнение кривой второго 

порядка 0207122 22  yxyx  и построить эту кривую в исходной системе 

координат. 

∆ 1) Составим матрицу A  квадратичной формы 
22 7122),( yxyxyxL  , 

соответствующая данному уравнению кривой второго порядка: 











76

62
A . 

2) Найдем собственные значения матрицы A . Для этого решим характе-

ристическое уравнение 





 36721436)7)(2(

76

62
2EA

,05052    .10,5
21

  

3) Найдем собственные векторы матрицы A . Координаты собственного 

вектора, отвечающего собственному значению 5
1
 , найдем из СЛАУ 

0)(  xEA : 

.02
0126

,063
21

21

21









xx

xx

xx
 

)1,2(
1
e  – собственный вектор матрицы A . Координаты собственного 

вектора, отвечающего собственному значению 10
2

 , найдем из СЛАУ  



























0

0

36

612

2

1

x

x
:     









,036

,0612

21

21

xx

xx
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которая равносильна уравнению 02
21
 xx  и  )2,1(

2
e . 

Нормируя собственные векторы, получим ортонормированный базис,  

состоящий из собственных векторов матрицы A :  







5

1
,

5

2

1

1

1 e

e
e , 








 
5

2
,

5

1

2

2

2 e

e
e . 

Матрица 














 



5

2

5

1
5

1

5

2

T  является ортогональной матрицей перехода 

от старого ортонормированного базиса e  к новому ортонормированному бази-

су e  , состоящему из собственных векторов матрицы А , 1det T . 

4) Формулы преобразования имеют следующий вид: 
 













.
5

2

5

1

,
5

1

5

2

yxy

yxx

 

Можем записать канонический вид квадратичной формы кривой по из-

вестным собственным значениям:  
22 )(10)(5 yx  . 

Уравнение линии в системе координат, определяемой векторами 
21

, ee  , 

имеет вид 20)(10)(5 22  yx , которое легко преобразуется к каноническому 

уравнению заданной линии делением на 20: 
 

1
2

)(

4

)( 22





 yx

. 

Полученному уравнению соответствует гипербола (сопряженная  

гиперболе 1
2

)(

4

)( 22





 yx

). 

Для кривой второго порядка 0222
332313

2

2212

2

11
 ayaxayaxyaxa  

можно вычислить следующие однозначно определяющие тип кривой  

инварианты:  

,,

332313

232212

131211

2212

1211

aaa

aaa

aaa

aa

aa
    

3323

2322

3313

1311

222111
,

aa

aa

aa

aa
aa  . 

По следующей таблице определяют вид линии: 

 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



122 

 

 

Признаки вида Название линии 
Ц

ен
тр

ал
ь
н

ы
е 

л
и

н
и

и
 

Э
л
л
и

п
ти

ч
ес

к
и

й
  

ти
п

 

)0(

0

21




  

0  
0

1
  Эллипс 

0
1

  Эллипс мнимый 

0  
Пара мнимых  

пересекающихся  

прямых 

Г
и

п
ер

б
о
л
и

ч
ес

к
и

й
 

ти
п

 

)0(

0

21




  

0  Гипербола 

0  
Пара пересекающихся 

прямых 

Н
ец

ен
тр

ал
ь
н

ы
е 

л
и

н
и

и
 

П
ар

аб
о
л
и

ч
ес

к
и

й
 

ти
п

 

)0(

0

21




  

0  Парабола 

0  

0
2
  

Пара параллельных 

прямых 

0
2
  

Пара мнимых  

параллельных прямых 

0
2
  

Пара совпадающих  

прямых 

 

В нашем случае  ,0
76

62
050)10(5

21 










   

0

2000

076

062

 , следовательно, по 

таблице – это гипербола. 

Для построения гиперболы, задан-

ной в исходной системе координат урав-

нением 0207122 22  yxyx , надо 

изобразить исходную систему координат 

Oxy , а в ней отложить от точки O  соб-

ственные векторы 
1

e  и 
2

e  и вдоль них 

направить координатные оси новой си-

стемы координат yxO  . Началом кано-

нической системы координат yxO   будет 

точка )0;0(O  (рис. 13). 

Координаты 
00

, yx  начала O  канонической системы координат находят 

 

y 

x 

x  1 

1 –1 2 

2 

O  

1
e  

2
e  

Рис. 13 

y  
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из системы линейных уравнений  








.0

,0

23022012

13012011

ayaxa

ayaxa
 

В этой системе координат строим гиперболу 1
2

)(

4

)( 22





 yx

 с полу-

осями 2,2  ba , но ее действительной осью a2  является ось Oy  (рис. 14). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Матрица ),1(det
cossin

sincos

5

2

5

1
5

1

5

2





























 

 TT  где 







5

2
arccos , 

является матрицей линейного оператора поворота вектора, лежащего на плос-

кости, на угол   против часовой стрелки. Таким образом, система координат 

yxO   получена поворотом системы Oxy  на угол 









5

2
arccos  вокруг 

начала координат. ▲ 

Пример 14. Написать каноническое уравнение поверхности второго  

порядка 04848484363 222  zyxyzxzxyzyx , определить ее 

тип и найти каноническую систему координат. 

∆  Квадратичная форма данной поверхности имеет следующий вид:  

yzxzxyzyx 484363 222  . 

Запишем ее матрицу: 

y 

x 

1 

1 –1 

2 

2 O  

2  

2  

Рис. 14 

2  

2  

 y  

 x  
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





















324

262

423

A . 

Составим характеристическое уравнение матрицы A : 

0)982112(

324

262

423
23 







. 

Решая уравнение, находим его корни: 

7,7,2
321
 . 

Для собственного значения 2  получаем систему уравнений: 



















































3/2

3/1

3/2

,

2

1

2

0524

,0282

,0425

11

321

321

321

ex

xxx

xxx

xxx

. 

Для собственного значения 7 : 



















































23/1

23/4

23/1

,

1

4

1

0424

,022

,0424

22

321

321

321

ex

xxx

xxx

xxx

. 

В качестве 
3

e   можно взять ],[
21

ee  : 

























2/1

0

2/1

141

212
29

1
3

kji

e . 

Искомое ортогональное преобразование, приводящее квадратичную фор-

му к каноническому виду, будет иметь следующий вид: 

zyxx 
2

1

23

1

3

2
,  ,

23

4

3

1
yxy    zyxz 

2

1

23

1

3

2
. 

Отметим, что канонический вид квадратичной формы поверхности мож-

но было записать сразу по известным собственным значениям: 
222 772 zyx  . Линейные слагаемые будут иметь вид 

2 1 1 1 4
8 4 8 4 8 4

3 33 2 2 3 2
x y z x y z x y

   
               

   

2 1 1
8 4 12 4.

3 3 2 2
x y z x

 
         

 
 

 

Выполнив указанное ортогональное преобразование получаем 
2 2 22 7 7 12 4 0x y z x          
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или 

  147732 222

 zyx . 

Второе преобразование координат имеет следующий вид: 

zzyyxx  ,,3 , 

откуда окончательно получаем каноническое уравнение двуполостного гипер-

болоида: 

1
227

222











zyx

. 

Результирующее преобразование будет таким: 

,2
2

1

23

1

3

2
 zyxx   

,1
23

4

3

1
 yxy  

,2
2

1

23

1

3

2
 zyxz  

а каноническая система координат –  
321

,,,0 eee  , где  2;1;20 .  ▲ 

 

Дополнительные задачи 

 

1. Составить матрицу квадратичной формы и найти собственные значения 

матрицы: 

а) 
323121321

222),,( xxxxxxxxxL  ; 

б) 
3221

2

3

2

2

2

1321
44543),,( xxxxxxxxxxL  ; 

в) 
2

221

2

121
81217),( xxxxxxL  ; 

г) 
323121

2

3

2

2

2

1321
222353),,( xxxxxxxxxxxxL  ; 

д) .242114),(
21

2

2

2

121
xxxxxxL   

Ответ: а)  2,1,

011

101

110

21




















; 

б)  7,4,1,

520

242

023

321


















 ; 

в)  20,5,
86

617
21









; 
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г)  6,3,2,

311

151

113

321






















; 

д)  5,30,
2112

1214
21









. 

 2. Привести квадратичную форму к каноническому виду методом  

Лагранжа: 

а) 
323121

2

3

2

1321
243),,( xxxxxxxxxxxL  ; 

б) 
21

2

2

2

121
2443),( xxxxxxL  ; 

в) 
323121

2

3

2

2

2

1321
42272),,( xxxxxxxxxxxxL  ; 

г) 
3121321

),,( xxxxxxxL  ; 

д) .62),( 2

221

2

121
xxxxxxL   

Ответ: а)  ,2
2

3
,

9

37

4

9
),,(

3211

2

3

2

2

2

1321
xxxyyyyyyyL   ,

9

16
322

xxy    

33
xy  ; 

б)  
21211

2

2

2

121
22,,5),( xxyxyyyyyL  ; 

в)  
333223211

2

3

2

2

2

1321
,,,5),,( xyxxyxxxyyyyyyyL  ; 

г)   
3332123211

2

2

2

1321
),(

2

1
,

2

1
,),,( xyxxxyxxxyyyyyyL  ; 

д)  
21211

2

2

2

121
3,,7),( xxyxyyyyyL  . 

3. Найти ортогональное преобразование переменных, приводящее квад-

ратичную форму к каноническому виду и записать этот канонический вид: 

а) 
323121

2

3

2

2

2

1321
4842),,( xxxxxxxxxxxxL  ; 

б) 
2

22132

2

1321
442),,( xxxxxxxxxL  ; 

в) 
2

321

2

2

2

131321
74564),,( xxxxxxxxxxL  ; 

г) 
2

121

2

221
1116),( xxxxxxL  ; 

д) .22),,(
3121321

xxxxxxxL   

Ответ: а)  

 

 

 

















.22
3

1

,22
3

1

,22
3

1

3213

3212

3211

yyyx

yyyx

yyyx

       ;336),,( 2

3

2

2

2

1321
yyyyyyL   
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б)  





















 








 








 

.
2

1

3

2

,
2

1

3

2

,
2

1

3

2

3213

3212

3211

yyyx

yyyx

yyyx

      ;24),,( 2

3

2

2

2

1321
yyyyyyL   

в)  
 

 

 



















.22
3

1

,22
3

1

,22
3

1

3213

3212

3211

yyyx

yyyx

yyyx

      ;963),,( 2

3

2

2

2

1321
yyyyyyL   

г)  
 

 











.2
5

1

,2
5

1

212

211

yyx

yyx
       ;155),( 2

2

2

121
yyyyL   

д) 
 

 

 



















.
2

1

2

1

,
2

1

2

1

,
2

1

3213

3212

321

yyyx

yyyx

yyx

    
2

3

2

2321
22),,( yyyyyL  . 

4. Исследовать знакоопределенность квадратичной формы с матрицей: 

а) 






















111

143

133

A ; б) 






















111

130

107

A ; в) 













46

69
A ;  

г) 






















100

011

011

A ; д) 






















433

322

322

A . 

Ответ: а) положительно определена; б) отрицательно определена; в) по-

луопределенная; г) неотрицательно определенная;  д) неопределена. 

5. Не приводя квадратичную форму к каноническому виду, найти все  

значения параметра  , при которых она является положительно определенной 

и отрицательно определенной: 

а) 
323121

2

3

2

2

2

1321
424)3(),,( xxxxxxxxxxxxL  ; 

б) 
2

221

2

121
)3(4),( xxxxxxL  . 

Ответ: а)  положительно определена при 5 , отрицательно определена 

при 1 ; б) положительно определена при 1 , отрицательно определена 

при 4 . 

6. Найти каноническое уравнение кривой второго порядка, записать все 

использованные преобразования и построить кривую в исходной системе коор-

динат: 

а)  0139184212414 22  yxyxyx ; 

б)  06257487 22  yxyx ; 
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в)  0256102 22  yxyxyx ; 

г)  0129188 22  xyxyx . 

Ответ: а) 1
30

)(

5

)( 22





 yx

 – эллипс; б) 1
25

)(

25

)( 22





 yx

 – гипербола;  

в) парабола xy  242
;  г) две пересекающиеся прямые 









.0134

,0132

yx

yx
 

7. Привести к каноническому виду уравнение поверхности второго порядка: 

а) 0201244 222  xyzyx ;  б) 1844756 222  xzxyzyx . 

Ответ: а) 1
10220

222








 zyx

;   б)  1
236

222








 zyx

. 

8. Написать каноническое уравнение поверхности второго порядка, опре-

делить ее тип и найти каноническую систему координат: 

0301824644567 222  zyxyzxyzyx . 

Ответ: Эллипсоид 1
3/212

222








 zyx

,  )1;2;1(0  , 







3

2
;

3

2
;

3

1
1

e , 








 
3

2
;

3

1
;

3

2
2

e , 






 
3

1
;

3

2
;

3

2
3

e . 

 

Занятия 20–21 
 

Числовая последовательность 

  

Пример 1. Написать первые пять членов последовательности   
n

x , если:  

а)  
12

)1(






n

n
x

n

n
; 

б)  nx – n-я цифра в десятичной записи числа  ; 

в) ...,5,4,3  ,,1
2121




nxxxxx
nnn

 (последовательность Фибоначчи). 

Δ  а) Последовательно подставляя 5,4,3,2,1n  в формулу общего чле-

на последовательности, находим 

11

5
,

9

4
,

7

3
,

5

2
,

3

1
54321

 xxxxx . 

б) Так как ...1415926,3 , то получаем ,1,4,1,3
4321
 xxxx  

5
5
x . 

в) Имеем 1
21
 xx . Пользуясь формулой 

21 


nnn
xxx  последовательно 

находим 5,3 ,2
543
 xxx .  ▲ 

Пример 2. Записать формулу общего члена последовательности: 

а) ...,
17

9
,

10

7
,

5

5
,

2

3
; б) ...,5,

4

1
,3,

2

1
,1  .  
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Ответ: а)  
1

12
2 




n

n
x

n
;  б) 

1)1( 
n

nx
n

. 

Пример 3.  Найти наименьший и наибольший члены последовательности 

193

183






n

n
x

n
. 

∆  
193

1
1




n
xn . Выражение 

193

1

n
 принимает наименьшее значение 

1  при 6n , а наибольшее значение 
2

1
 при 7n . 0

6
x  является наимень-

шим членом последовательности, 
2

3
7
x  является наибольшим членом после-

довательности. ▲ 

Пример 4. Доказать, что последовательность с общим членом 
!

100

n
x

n

n
  

является ограниченной. 

∆ 
1

100

!

100
:

)!1(

100
,0

1

1











nnnx

x
x

nn

n

n

n
. При 1001n  члены 

последовательности не возрастают, при 1001n  члены последовательности 

не убывают. Таким образом, 
!99

100
0

99


n

x . ▲ 

Пример 5. Доказать, что последовательность 
nn

n
x )1(2  не ограничена.  

∆  В силу определения нужно показать, что N nM 0 , для которо-

го Mxn  . 

Зададим произвольное 0M  и возьмем любое четное Mn
2

log . 

Mx
Mn

n
 2log

22 . ▲ 

Пример 6.  Доказать, что последовательность 
n

n nx )1(  не является 

монотонной. 

Δ Полагая 22  ,12  ,2  knknkn , находим  ,12
2

 kx
k

 

 ,2
12

kx
k



32 

22



kx

k
. Имеем 

22122 


kkk
xxx . Последовательность не явля-

ется монотонной.  ▲ 

Пример 7.  Доказать по определению, что  3
4

13
lim

2

2





 n

n
n

. 

∆ 



3

4

13
2

2

n

n
. Преобразуем левую часть неравенства: 

nnnnn

n 1111

4

11

4

11
3

4

13
2222

2













; 




11
,

11
n

n
, т. е. за число N  можно взять, например, 









11
 (целая 
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часть числа  


11
). ▲ 

Пример 8.  Доказать, что последовательность 
n

x n

n

1
)1(   является рас-

ходящейся.  

Δ Находим 0
12

1
1  ,1

2

1
1

122





 k
x

k
x

kk
. Следовательно 

1 
122


kk
xx . Предположим, что axn

n



lim . Рассмотрим интервал 








 
2

1
  ;

2

1
aa . Никакие два соседние члена последовательности не могут по-

пасть в этот интервал, т. к. расстояние между ними больше 1. Следовательно, 

последовательность является расходящейся.  ▲ 

Пример 9. Докажите, что последовательность nx n
n ))1(1(   неогра-

ниченная, но не является бесконечно большой. 

∆ Зададим произвольное 0M . Для любого четного 
2

M
n   

Mnxn  2 . Последовательность неограниченная. Для любого нечетного n  

0nx , следовательно, последовательность не является бесконечно большой. ▲ 

Пример 10. Доказать по определению, что последовательность nx n
n )1(  

является бесконечно большой. 

∆ Возьмем произвольное число 0M  и положим ][MN  . Тогда для 

любого Nn   справедливо MMnx
n

 1][ , а это означает, что 


n

n
xlim , 

т. е. последовательность nx n
n )1(  является бесконечно большой. ▲ 

Пример 11. Доказать по определению, что последовательность 
n

n qx  , 

10  q  является бесконечно малой. 

∆ Зададим произвольное 0  и решим относительно n  неравенство 

0nq ,  qn log . Положим ][log)(  qN . Тогда Nn   и выполняется 

неравенство nq .  ▲ 

Пример 12. Доказать, что последовательность 
2

)4(
sin

1

1
2








n

nn

n
x

n
 

является бесконечно малой. 

∆ Последовательность 
2

)4(
sin

2






n

nn
b

n
 является ограниченной,  

последовательность 
1

1




nn
 является бесконечно малой. Следовательно,  

последовательность 
nnn

bx   так же является бесконечно малой.  ▲ 
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Пример 13. Найти пределы числовых последовательностей: 

а)  
125

)43)(3)(2(
lim

3 


 nn

nnn
n

;  б)  
  3 34

5 106

1

132
lim




 nnn

nnn
n

;  

 

в)  ;)11(lim 22 


nnnn
n

 г)  );(lim 3 32 nnn
n




 

 

д)  
)!2()!1(

)!2()!3(
lim

2




 nn

nnn
n

; е) 






 





 2

12

1

)12(...531
lim

n

n

n
n

; 

 

ж) )1 ( sinlim 2 


n
n

; з) n
n

 sinlim


. 

∆  а) 
5

3

12
5

4
3

3
1

2
1

lim:
125

)43)(3)(2(
lim

32

3

3











 






 






 







nn

nnn
n

nn

nnn
nn

.  

б) 
 

2
1

1
1

1

1
32

1

lim:
1

132
lim

3
3

4
3

5
10

6
5

2

3 34

5 106





















nn

nnn
nnn

nnn
nn

. 

в) 


)11(lim 22 nnnn
n

 







 11

)11)(11(
lim

22

2222

nnnn

nnnnnnnn
n

 

   
.1

11
1

11
1

2
lim

11

11
lim

22

22

22













nnnn

nnnn

nnnn
nn

 

г)   





 23 323 654

23 323 2323 32

3 32

2

))(()(
limlim

nnnnnnn

nnnnnnnnn
nnn

nn
 





 23 323 654

2

2
lim

nnnnnnn

n
n

.
3

1

11
1

1
21

1
lim

33
2






nnn

n
 

д) 








 )11()!2(

)2()!3(
lim

)!2()!1(

)!2()!3(
lim

22

nn

nnn

nn

nnn
nn

 

1
2

1

21
1

lim
)2()2(

2
lim 2

22








 











n

nn
nn

nn
nn

. 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



132 

 

е) 
2

2

121
)12(...531 nn

n
n 


 . 

2

3

)1(2

13
lim

)1(2

1322
lim

2

12

1
lim

222

















 


  n

n

n

nnnn

n

n
nnn

. 

ж) 


)sin 1 (sinlim)1 ( sinlim 22 nnn
nn

 

 








nn
nn

n
1

2
cos

2

1 
 sin2lim 2

2

 

  01 
2

cos 
1

1
  

2
 sin2lim 2

2

22











nn

nn

nn
n

. 

з) Докажем, что последовательность nxn  sin  расходится. Пусть 

an
n




 sinlim . Тогда an
n




)2( sinlim , откуда 0)sin)2( (sinlim 


nn
n

.  

Получаем 0 cos lim  ,0)1( cos lim  ,0))1( cos 1 sin2(lim 


nnn
nnn

. Из ра-

венства 1sin sin1cos  cos nn   получаем, что 0in  lim cos lim 


nsn
nn

, что 

противоречит равенству 1 cos sin 22  nn . Следовательно, последовательность 

nxn sin  расходится. ▲ 

Пример 14.  Вычислить 














 )1(

1
...

32

1

21

1
lim

nnn
. 

∆ Заметим, что 
1

1
1

1

11
...

3

1

2

1

2

1
1





















 






 
nnn

x
n

. 

1
1

1
1lim 












 nn
.  ▲ 

Пример 15.  Вычислить .)33(lim 23 23 nnnn
n




  

∆   


)3()3(lim)33(lim 23 2323 23 nnnnnnnnnn
nn

 

5,2
2

3
1lim

3

3

3)3(

3
lim

223 233 223

2








 
















 nn nnn

n

nnnnnn

n
. ▲ 

Пример 16.  Записать по формуле бинома Ньютона 
5)2( x . 

∆ 
kkn

n

k

k

n

n baCba 




0

)( . 

 505

5

44

5

323

5

232

5

41

5

50

5

5 22222)2( xCxCxCxCxCxCx  

3280804010 2345  xxxxx .  ▲ 

Пример 17.  Доказать, что 15lim 


n

n
. 

∆ Для любого 2n   15n , поэтому 015  n

n
. Отсюда имеем 

n

n

nnn

n

n
n

nn
n 


 ...

!2

)1(
1)1(5 2

, значит 
nn

5
0   для всех 
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2n , и поэтому 15lim 


n

n
.  ▲ 

Пример 18.  Доказать, что 1lim 


n

n
n . 

∆ При 2n  число 1n n . Поэтому 02  nn  такое, что 

n
n n 1 . 

22

2

)1(
...

2

)1(
1)1(

n

n

nnn

n

n

nnnn
nn 





 .  

Отсюда находим, что 2,
1

2
0 


 n

n
n . 0lim 


n

n
, 1lim 



n

n
n .  ▲ 

Пример 19. Доказать, что последовательность 
!)!12(

!




n

n
xn ,  Nn  

имеет предел и найти его. 

∆  Составим соотношение 
2

1

22

1

32

1

!!)!32(

!)!12()!1(1 















n

n

n

n

nn

nn

x

x

n

n
. 

nnn xxx 
2

1
1 . Последовательность убывающая. Очевидно, 

3

1
0 1  xxn , 

т. е. последовательность ограничена, а значит, имеет предел. Перейдем к преде-

лу в равенстве. 

,
32

1
1 




 n

n
xx

nn
 

32

1
limlimlim 1









 n

n
xx

n
n

n
n

n
, cc

2

1
 , 0c . Значит, 

0lim 


n
n

x .  ▲ 

Пример 20. Доказать сходимость последовательности и найти ее предел: 

...,2...,,222,22,2
1321 


nn

xxxxx  . 

∆ Очевидно, что ......
21


n

xxx , т. е. наша последовательность воз-

растающая. Покажем, что эта последовательность ограничена. Так как 

22
1

x , то ...,2222...,,2222
112


nn

xxxx . 

Следовательно, она имеет конечный предел yxn
n




lim . 

)2(limlim,2,2
1

2

1

2

1 





n
n

n
n

nnnn
xxxxxx , или yy  22

, 

1,2
21

 yy . Так как 0nx , 2lim 


n
n

x .  ▲ 

Пример 21.  Вычислить 

13

5

3
lim















n

n n

n
. 

∆  






























 


















5

)13()2(

2

5
1313

5

2
1lim

5

2
1lim

5

3
lim

n

nn

n

n

n

n

n nnn

n
 

65

26
lim





  ee
n

n

n .  ▲ 

Пример 22.  Вычислить 

2

325

135
lim

2

2 n

n nn

nn















. 
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∆  
































22

325

4
1lim

325

135
lim

22

2 n

n

n

n nn

n

nn

nn
 

0
325

4
1lim

325

)4(

4

325

2

2

22











 









e

nn

n nn

nn

n

nn

n
.  ▲ 

Пример 23.  Доказать, что 


 n

n

n n

n!3
  lim . 

Δ Предположим, что существует a
n

n
x

n

n

n
n

n







!3
 lim  lim . Так как 

1

1

1 )1(

)!1(3




 




n

n

n n

n
x , то 

e

n

nnn

nn

x

x
n

n
nn

nn

n
n

n

n

3

1

3
 lim

!3)1(

 )!1(3
 lim lim

1

1

1 






 

















. 

Существует N , что при  Nn   последовательность nx  является моно-

тонно возрастающей. Следовательно, 0a . Так как axx n
n

n
n

 


1lim lim , т. е. 

1
3

  ,
3


e

a
e

a . Полученное противоречие доказывает, что последовательность 

nx  монотонно возрастает и не имеет предела, следовательно 


n
n

x lim . ▲ 

 
 

Дополнительные задачи 

 

1. Найти наименьший член последовательности: 

а) 10092  nnxn ; б) 
n

nx
n

100
 .  

Ответ: а) 12054  xx ;  б) 2010 x . 

2. Доказать, что последовательность 
2

1)1(
2 




n

n
x

n

n
 является ограни-

ченной. 

3. Доказать, что последовательность 12  nx
n

 является монотонной. 

4. Доказать, что последовательность nxn ln  является бесконечно боль-

шой. 

5. Пользуясь определением предела последовательности показать, что 

5
23

35
 lim 







n

n

n
n

x  (указать )(N ).    

Ответ: 













 


 2
10

 log)(
3

N . 

6. Найти пределы последовательностей: 

а) 
2510

31,0
2

3






nn

n
x

n
. Ответ:  . 
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б) nnnx
n

2154 2  . Ответ: 
4

5
. 

в) 
13

2
sin






n

n
x n

n
. Ответ: 0 . 

г) 
n

n

n

n

nx
)1(

1

1
)1(

2



 . Ответ: 1 . 

д) 
nnn

nn
x

n  )! )!1((

)!2( !




 . Ответ: 1. 

е) 
43

4 55 6

 )cos(

8163

nnn

nn
x

n




 . Ответ: 2 . 

ж) 
44

44

)1()2(

)2()5(






nn

nn
x

n
.  Ответ: 

3

7
. 

з) 






 





22

...21 n

n

n
x

n
.  Ответ: 5,0 . 

и) ... ;111,0  ;11,0  ;1,0
321
 xxx . Ответ: 

9

1
. 

к) 
nn

nn

nx
32

32
3

3










.  Ответ: 27 . 

л) )0 ,0(   babax n nn
n . Ответ:  ba  ; max . 

м) 

n

n nn

nn
x 














222

2

.  Ответ: 
e

1
. 

н) 
n

n

n

n

n
x

!2 
 .  Ответ: 0 . 

о) 

















 )12)(12(

1
...

53

1

31

1
  lim

nn
x

n
n

. Ответ: 
2

1
.  

7. Доказать, что 1   lim 2 


n

n
n . 
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Занятие 22 
 

Предел функции 

  

Пример 1. Доказать, используя определение предела функции по Коши, 

что 5)12( lim
2




x
n

.  

Δ Рассмотрим произвольное число 0 . Надо убедиться в существова-

нии такого числа 0)(  , чтобы из неравенства 2  ,2  xx , следовало 

неравенство ,512 x  т. е.  42x . Последнее неравенство равносиль-

но следующему: ,
2

2


x  так что можно взять 
2

)(


  или любое положи-

тельное число меньше его. Следовательно, 5)12( lim
2




x
n

.  ▲ 

Пример 2. Доказать, используя определение предела функции по Коши, 

что  2
2

54
lim

2

2

1





 xx

xx
x

. 

∆ Рассмотрим данную функцию в некоторой проколотой окрестности 

точки 1x , например, )2,1()1,0( x . Зададим произвольное 0  и выяс-

ним, при каких x  заведомо выполняется неравенство  2)(xf . Оценим 

сверху величину 2)( xf : 

















)2)(1(

)1(

2

42254
2

2

54
2)(

2

2

22

2

2

xx

x

xx

xxxx

xx

xx
xf  

2

1

2

1 







x

x

x
. 

Таким образом, если 


2

1x
, т. е. )(21 x , то  2)(xf . 

Нужное нам неравенство выполняется при всех x , удовлетворяющих условию 

 210 x . ▲ 

Пример 3. Доказать, используя определение предела функции по Гейне, 

что 2
2

54
  lim

2

2

1





 xx

xx
n

. 

Δ Будем рассматривать функцию 
2

54
)(

2

2






xx

xx
xf  в некоторой проколо-

той окрестности точки 1x , например, )2 ;1()1 ;0( x . Возьмем какую-либо 

последовательность 
n

x  из этой окрестности, причем такую, что )1( 1  lim 


nn
n

xx . 

Тогда на основании теорем о пределах последовательностей имеем 

2
21

51

2lim

5lim

2

5
 lim

)2)(1(

)5)(1(
 lim

2

54
 lim)(  lim

2

2































 n
n

n
n

n

n

nnn

nn

n
nn

nn

n
n

n x

x

x

x

xx

xx

xx

xx
xf . 
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В силу произвольности выбранной последовательности nx  и согласно 

определению предела функции по Гейне 2
2

54
  lim

2

2

1





 xx

xx
n

. ▲ 

Пример 4. Доказать, используя определение предела функции по Гейне, 

что x
x

sinlim


 не существует. 

∆ Для доказательства достаточно выбрать две последовательности }{ nx  и 

}{ nx   с пределами, равными  , для которых последовательности }{sin nx  и 

}{sin nx   сходились бы к разным пределам. В качестве таких последовательностей 

можно взять следующие: nxn   и nx
n




 2
2

. Тогда, так как 0sinlim 


n
n

, 

а 12
2

sinlim 




 



n

n
, то x

x
sinlim


 не существует.  ▲ 

Пример 5. Доказать, что 
2

3

2

53
  lim 


 x

x
n

. 

Δ Пусть 0  – произвольное число. Нужно доказать, что существует  

такое число 0M , что при Mx   выполняется неравенство 
2

3
)(xf , т. е. 




2

3

2

53

x

x
. Последнее неравенство равносильно следующему:  .

2

5


x  Так 

что положив 



2

5
M , при Mx  , получим 



2

3

2

53

x

x
. Следовательно, 

2

3

2

53
  lim 


 x

x
n

.  ▲ 

Пример 6. Вычислить 
6

293
lim

3

23

2 


 xx

xxx
x

. 

∆  
11

15

)32)(2(

)15)(2(
lim

6

293
lim

2

2

2
3

23

2










 xxx

xxx

xx

xxx
xx

.  ▲ 

Пример 7. Вычислить N





kn
x

x
k

n

x
 ,  ,

1

1
  lim

1
. 

Δ  
k

n

xxx

xxx

x

x
kk

nn

x
k

n

x














 )1...)(1(

)1...)(1(
  lim

1

1
  lim

21

21

11
. ▲ 

Пример 8.  Вычислить 









 2343
lim

2

2

3

x

x

x

x
x

. 

∆  














  81269

42
lim

2343
lim

23

232

2

3

xxx

xx

x

x

x

x
xx

 

9

2

8126
9

4
2

lim

32










xxx

x
x

.  ▲ 
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Пример 9. Вычислить 
1

lim



 x

xxx
x

. 

∆  Разделив числитель и знаменатель на x , получим 

1
1

1

11
1

lim
3









x

xx
x

.  ▲ 

Пример 10. Вычислить 
104

31311

)1(

)71(
lim

x

xx
x 




. 

Δ 0
...

...7
lim

)1(

)71(
lim

3940

38393

104

31311










 bxx

axx

x

xx
xx

.  ▲ 

Пример 11.  Вычислить 
1

23
lim

1 


 x

x
x

. 

∆  
4

1

)23()1(

)1(
lim

)23()1(

)23()23(
lim

11











 xx

x

xx

xx

xx
.  ▲ 

Пример 12.  Вычислить 
2

529
lim

38 


 x

x
x

. 

∆  








 )529)(42()2(

)42()529()529(
lim

2

529
lim

333 23

333 2

838 xxxx

xxxx

x

x
xx

 

5

12

)592()8(

)42)(8(2
lim

333 2

8







 xx

xxx
x

.  ▲ 

Пример 13. Найти односторонние пределы следующей функции:  

1  точкев
1 если ,53

1 если,32
)( 








 x

xx

xx
xf . 

∆  Пусть 1x . Тогда 32)(  xxf . Следовательно, 1)(lim)01(
01




xff
x

 – 

предел слева. Если 1x , то 53)(  xxf . Следовательно,  )01(f  

2)(lim
01




xf
x

 – предел справа.  ▲ 

Пример 14. Найти односторонние пределы функции 
x

xf



1/171

1
3)(  

при 1x . 

∆ Выражение 
x1

1
 стремится к  , когда 1x , оставаясь меньше 

единицы, поэтому 0

71

1
lim,7lim

1

1
01

1

1

01












x

x

x

x
, 3)01( f . Далее, при 
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01x  имеем 
 x1

1
. Поэтому 

























x

x

x

x
1

1
01

1

1

01

71

1
3lim,07lim  

4)01(,413  f . ▲ 

Пример 15. Доказать, что функция 
3

62
)(

3 




x

x
xf  является бесконечно 

малой при 3x . 

∆  Достаточно вычислить 0
3

62
lim

3
3





 x

x
x

.  ▲ 

Пример 16. При каких значениях   и   функция ,
)1(

)1(
)(

2

2





 x

x

xx
xf  

x  является бесконечно малой? 

Δ 










2

223

2

2

)1(

))(12(

)1(

)1(
)(

x

xxxxx
x

x

xx
xf  

2

23

)1(

...)21()1(






x

xx
. 0)(lim 


xf

x
, если 

















.3

,1

,021

,01
 ▲ 

Пример 17. Доказать, что функция 
2

1
sin)2()( 42




x
xxf  является  

бесконечно малой при 2x . 

∆  Функция 
2)2()(  xx  является бесконечно малой при 2x . 

Функция 
2

1
sin)( 4




x
x  является ограниченной )2( x . Произведение огра-

ниченной функции на бесконечно малую есть функция бесконечно малая.  ▲ 

Пример 18. Доказать, что функция 
x

x
xf

12
)(

2 
  является бесконечно 

большой при x . 

∆    






 1

1
2

lim
12

lim
2

x
x

x

x
xx

.  ▲ 

 
 

Дополнительные задачи 

 

1.  Доказать, используя определение предела функции по Коши, что 

5

4

6

32
lim

2

2

3





 xx

xx
x

. 

2. Доказать, используя определение предела по Гейне, что функция 

x
xf

1
sin)(   не имеет предела в точке 0

0
x . 
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3.  Вычислить пределы:   

а) 
752

23
lim

2

2

1 


 xx

xx
x

. Ответ:  
9

5
. 

б) 
37

357

0 2

45
lim

xx

xxx
x 




. Ответ:  2 . 

в) 










 1

1

1

3
lim

3
1 xxx

. Ответ:  1. 

г) 
5

3

1 1

1
lim

x

x
x 




. Ответ:  
3

5
. 

д) 
x

x
x 


 43

16
lim

5
. Ответ:  3 . 

е)   











 3515
lim

2

2

3

x

x

x

x
x

. Ответ: 
25

3
 . 

ж)   
xx

xx

x 



 6 4

2

2

6
lim . Ответ:  2 . 

з)   
38 2

31
lim

x

x
x 




.  Ответ:  2 . 

и)   
35

1520

)173(

)32()1(
lim




 x

xx
x

.  Ответ:  
35

15

3

2
. 

к) 
)2( ln

)1( ln
lim

10

2




 xx

xx
x

. Ответ:  
5

1
. 

л) 
1sin3sin2

1sinsin2
lim

2

2

6





 xx

xx

x

. Ответ:  3 . 

м) 
4 4

3 32

5

382
lim




 x

xx
x

. Ответ:  3 . 

н) 
12

12
lim

5

3

1 


 xx

xx
x

 Ответ:  
3

1
. 

о) 
2

0

)1()1(
lim

x

nxmx mn

x




. Ответ: 
2

)( mnmn 
. 

4. Найти односторонние пределы функции 
x

xx
xf

2
)(


  при 0x .   
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Ответ:  0)0(  ,1)0(  ff . 

5. Найти односторонние пределы функции 
xxf  ctg2)(   при 0x . 

Ответ:   )0(  ,0)0( ff . 

6. При каких значениях   и   функция  xxxxf 14)( 2
 явля-

ется бесконечно малой при x .    

Ответ:  
4

1
  ,2  . 

 
Занятие 23 

 
Непрерывность и точки разрыва функции. Замечательные пределы 

  

Пример 1. Пользуясь определением непрерывности, доказать, что функ-

ция 132)( 2  xxxf  непрерывна в произвольной точке 
0

x  числовой оси. 

Δ Функция )(xf  определена в точке 
0

x  и в некоторой ее окрестности. 

Пусть x  – приращение аргумента в точке 
0

x . Найдем соответствующее при-

ращение функции: 

 1321)(3)( 2)()(
0

2

00

2

00
xxxxxxxfxxf

.)( 2 )34(

3)( 24132133)( 242

2

0

2

00

2

00

2

0

2

0

xxx

xxxxxxxxxxxx





 Вычислим предел приращения функции, когда приращение аргумента 

стремится к нулю:  0)( 2 )34(lim 2
0

0



xxx

x
. 

Это означает по определению непрерывность функции )(xf  для любого 

R
0

x . ▲ 

Пример 2. С помощью «  » рассуждений доказать непрерывность 

функции R xabaxxf ,0,)( . 

∆ Функция определена на всей числовой оси. Выберем произвольное 

0 . Для любого фиксированного R
0

x  имеем 


00

xxabaxbax , если 



а

xx
0

.  ▲ 

Пример 3. Исследовать на непрерывность в точке 10 x  следующую 

функцию:  










.1   при1 

,1   при1
)(

2

xx

xx
xf  

∆ Функция определена в точке 10 x  и в некоторой ее окрестности.  

.2)1(,2)(lim,2)(lim
0101




fxfxf
xx
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)1()01()01( fff  . В точке 1x  функция непрерывна.  ▲ 

Пример 4. Функцию 
2

4
)(

2






x

x
xf  доопределить так, чтобы новая функ-

ция в точке 2
0
x  была непрерывной. 

∆ Для непрерывности функции в точке 2
0
x  необходимо положить 

,4
2

)2)(2(
lim

2

4
lim)2(

2

2

2
1












 x

xx

x

x
f

xx
 значит, новая функция будет выгля-

деть так: 

















.2   при  4   

,2   при  
2

4

)(

2

1

x

x
x

x

xf  

Отметим, что для функции )(xf  точка 2
0
x  является точкой устрани-

мого разрыва.  ▲ 

Пример 5. Исследовать на непрерывность следующую функцию и по-

строить ее график: 























   .0    ln

   ,01       

,12  1

,2  5

)(

   при 

  при

   при

   при

2

xx

xx

xx

x

xf  

∆ При различных значениях x  

функция задана различными формула-

ми. В каждом из промежутков 

);0(),0;1(),1;2(),2;(   она 

непрерывна как элементарная, следо-

вательно, разрыв может быть только в 

граничных точках промежутков, т. е. в 

точках 0,1,2  xxx . Вычис-

лим значения функции в этих точках и 

ее односторонние пределы: 

.5)2(,5)1(lim)(lim,55lim)(lim 2

02020202



fxxfxf

xxxx
 

Функция непрерывна в точке 2x . 

.1)1(,1lim)(lim,2)1(lim)(lim
0101

2

0101



fxxfxxf

xxxx
 

Функция )(xf  в точке 1x  терпит разрыв первого рода )3(  , при-

чем в точке  1x  она непрерывна справа, т. к. )1()01(  ff . 

.0)0(,lnlim)(lim,0lim)(lim
00000000




fxxfxxf
xxxx

 

В точке 0x  функция )(xf  имеет разрыв второго рода, причем в этой 

точке она непрерывна слева, т. к. )0()00( ff  . 

График функции изображен на рис. 15. 

)(xf  

x  0  1 1  2  

1  

2  

5  

Рис. 15 
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Пример 6. Исследовать на непрерывность функцию 2

1

3)(  xxf  в точках 

3
1
x  и 2

2
x . Начертить схематический график функции. 

∆  Для точки 3
1
x :  

3)3()(lim)(lim
0303




fxfxf
xx

. 

Точка 3
1
x  является точкой непрерывности функции. Для точки 2

2
x : 

 






33lim,033lim 2

1

02

2

1

02

x

x

x

x
. 

Значит 2x  – точка разрыва второго рода. Для построения схематиче-

ского графика (рис. 16) вычислим 13lim 2

1





x

x
.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

При нахождении пределов функций используются так называемые заме-

чательные пределы: 

1)  ;1
sin

lim
0


 x

x
x

 2)  ;)1(lim
1

0
ex x

x



  3)  ;1

)1(ln
lim

0



 x

x
x

 

4)  ;0,ln
1

lim
0





aa

x

a x

x
     5)  1

1
lim

0



 x

ex

x
;  6)  p

x

x p

x





1)1(
lim

0
. 

Пример 7. Вычислить 
x

x
x 7sin

5sin
lim

0
. 

∆  
7

5

77sin5

755sin
lim

7sin

5sin
lim

00







 xxx

xxx

x

x
xx

.  ▲ 

Пример 8. Вычислить 
x

x

x 4sin

5cos
lim

2




. 

∆  Введем новую переменную xt 



2

 (при 0,
2




 tx ). Тогда 

)(xf  

x  0  1 2  3  

1 

Рис. 16 
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4

5

44sin5

455sin
lim

)42(sin

5
2

5
cos

lim
4sin

5cos
lim

00
2














 





 ttt

ttt

t

t

x

x
ttx

.  ▲ 

Пример 9. Вычислить 
x

x
x sin

cos1
lim

0




. 

Δ  










2
cos

2
sin2

2
cos2

lim

2
cos

2
sin2

2
cos2

lim
sin

cos1
lim

0

2

00 xx

x

xx

x

x

x
xxx

 

2

2

2
cos

2
sin2

2
cos2

lim
0







 xx

x

x
.  ▲ 

Пример 10.  Вычислить 
32

2

4

12
sinlim

xx

x
x

x 





. 

∆ Заметив, что при x  0
4

12
32






xx

x
, выделим первый замечатель-

ный предел: 

2

1

4

2
lim

4

12
4

12

4

12
sin

lim
4

12
sinlim

23

23

32

32

2

32

32

2 





















 xx

xx

xx

x
xx

x
x

xx

x

xx

x
x

xxx
.  ▲ 

Пример 11. Вычислить 
72

53

1
1lim














x

x x
. 

∆ Поскольку 1
53

1
1 




x
 при x , то имеем неопределенность  

типа 
1 . Выделим второй замечательный предел: 

3

2
)53(

72
lim)53(

72
)53(72

53

1
1lim

53

1
1lim



































  ee

xx
x

x
x

x
x

x

x

x

x .  ▲ 

Пример 12. Вычислить 

x

x xx

xx
6

2

2

53

94
lim 












. 

∆ Имеем неопределенность типа 
1 . Выделим второй замечательный 

предел 

653

246
lim

53

)4(6

4

53

2

6

2

2
2

2

2

2

53

4
1lim

53

94
lim ee

xx

x

xx

xx xx

xx
xx

xx

x

xx

x

x

x

x 



















 













 . ▲ 

 

Пример 13. Вычислить 
x

x

x tg

2

)(sinlim




. 

∆ Имеем неопределенность типа 
1 . 
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














x

xx

x

x

x

x

x

x

xxx cos2

sin)cos(

cos

1

2

2

2

tg

2

2

tg

2

2

2

)cos1(lim)cos1(lim)(sinlim  

10

sincoslim
2

1

2 






ee

xx

x

.  ▲ 

Пример 14. Вычислить 
65

13
lim

2

2

2

2





 xx

xx

x
. 

∆ 3ln3
)3)(2(

)1)(2(
lim3ln

65

2

2

13
lim

2
2

2

2

2

2

2



















 xx

xx

xx

xx

xx x

xx

x
.  ▲ 

Пример 15. Вычислить 
1

lim
514

1

22



 

 x

ee xxx

x
. 

∆ 
6

)1(45

1

514

1
4

)1(4

4)1(
lim

1
lim

222

e
x

ee

x

ee
xx

x

xxx

x

















.  ▲ 

Пример 16. Вычислить 
x

x
x

2

2
cos

sinln
lim




. 

∆ 















 )1)(sin1(sin

))1(sin1(ln
lim

cos

))1(sin1(ln
lim

cos

sinln
lim

2

2

2

2

2
xx

x

x

x

x

x
xxx

 

2

1

1sin

1
lim

2







 xx

. ▲ 

Пример 17. Найти точки разрыва функции  
x

x

x
xf






1

1
ln

1
)( . 

Δ Функция )(xf  определена в области  















.0

,0
1

1

x

x

x

 

Решив систему методом интервалов, получаем )1 ;0()0 ;1( x . Следо-

вательно, функция )(xf  имеет единственную точку разрыва 0x . Находим 





























 x

x

xx

xx

xx

x

x xxx 1

2
1ln

1
lim

1

21
ln

1
lim

1

1
ln

1
lim

000
 

.2

1

2
1

2

1

2
1ln

lim
0






















x

x
x

x

x

x

x

x
 

Точка 0x  является точкой устранимого разрыва. ▲ 

 

 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



146 

 

Дополнительные задачи 

 

1. При каких значениях  a  и b  функция  

















1   при         

,10   при    

,0   при  )1(

)(

3

xx

xbax

xx

xf  

будет непрерывной?     

Ответ:  1,2  ba . 

2. При каком значении  a  функция 















Nnxa

x
x

x

xf

n

  ,0  ,

,0  ,
1)1(

)(   будет  

непрерывной?     

Ответ:  n . 
 

3. Найти точки разрыва функции, установить их род, найти скачки в точ-

ках разрыва 1-го рода: 

а) 
62 


xx

x
y ; б) 

1

1
2 


x

y ; в) 
1

1
2 




x

x
y ; г) )32( sign 2  xxy ;  

д) 







2

1
  arcctg

x
y ;  е) 








x

y
1

  arctg ;  ж)  
1 2

23






x

xx
y . 

Ответ:  а) 2  ,3  xx  – точки разрыва 2-го рода;  

б) точек разрыва нет;   

в) 1x  – точка устранимого разрыва;   

г) 3  ,1  xx  – точки разрыва 1-го рода; 2)3(  ,2)1(  ff ;  

д) 0x  – точка устранимого разрыва;   

е) 0x  – точка разрыва 1-го рода; (0) π;f     

ж)  1x  – точка разрыва 1-го рода;  1)1( f .  ▲ 

4. Вычислить пределы: 

а) 



  ,

coscos
lim

2
0 x

xx
x

. Ответ: 
2

22 
. 

б) 
3

0

sin tg
lim

x

xx
x




. Ответ: 
2

1
. 

в) 
x

x

x 4

cos22
lim

4







. Ответ: 
4

2
 . 
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г) Z


nm
nx

mx
x

 ,  ,
sin

sin
lim . Ответ: 

n

mnm   )1(  . 

д) 
x

xxx
x

2
0 sin

cossin1
lim




. Ответ: 
2

3
. 

е) 

12

2

3
lim















x

x x

x
. Ответ: 

10e . 

ж) 

1

2

2

1203

763
 lim















x

x xx

xx
. Ответ: 3

26

e . 

з) 
x

x x

x 3sin

1

0 sin1

 tg1
lim 














. Ответ: e . 

и)  
xx

ee xx

x 

 

 sinsin
lim

0
. Ответ: 1. 

к)  
xx

xx

x 56

78
lim

0 




. Ответ: 
5ln6ln

7ln8ln




. 

л)  1

1

1
)23(lim 


 xx

x
. Ответ: 

4

1
. 

м)  






 
 x

x

x

3
1 ln )21( lnlim . Ответ: 8ln . 

н)  
x

eax xp

x





 )1(
lim

0
. Ответ: ap . 

 
Занятие 24 

 
Сравнение бесконечно малых и бесконечно больших функций 

  

Пример 1.  Доказать, что )1()32)(1( 23  xoxxx  при 1x . 

∆ Записанное равенство следует из того, что 

0
1

)32)(1)(1(
lim

1

)32)(1(
lim

23

1

23

1










 x

xxxx

x

xxx
xx

. ▲ 

Пример 2. Доказать, что )( sin 2/32/3 xoxxx   при 0x . 

∆ Так как 1
sin

lim
sin

lim
0

2/3
0


 xx

xx

x

xx
xx

, следовательно, 

)( sin 2/32/3 xoxxx   при 0x .  ▲ 
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Пример 3. Сравнить бесконечно малые функции: 

а)  22  x  и x  при 0x ; 

б)  xsin1  и  xcos  при 
2


x . 

∆  а)  
22

1

)22(
lim

22
lim

00






 xx

x

x

x
xx

. 

Данные функции одного порядка малости. 

б) 0
sin1

cos
lim

)sin1(cos

sin1
lim

cos

sin1
lim

2

2

22



















 x

x

xx

x

x

x

xxx

. 

Функция xsin1  есть бесконечно малая более высокого порядка по 

сравнению с xcos  при 
2


x .  )(cos sin1 xox  .  А так как 




 x

x

x
2

2
cos

sin1
lim  

2

1

sin1

1
lim

2







 xx

, то xsin1  есть бесконечно малая второго порядка относи-

тельно xcos  при 2/x . ▲ 

Пример 4. Пусть 0x . Выделить главный член  
nxc  и определить поря-

док малости относительно x  следующих функций: 

a)  
432 53)( xxxxf  ; 

б)  xxxf sintg)(  . 

∆ а) так как 1
3

53
lim

2

432

0



 x

xxx
x

, следовательно,  432 53 xxx  

)(3 22 xox  . Порядок малости равен двум. 

б) 









 nxnxnx x

x
x

xx

xx

x

xx 2
sin2sin

lim
cos

)cos1(sin
lim

sintg
lim

2

000
 

2

1

4
2

2
sin2sin

lim
3

2

2

0
























n

x

x
x

x

x
x

 при 3n . )(
2

1
sintg 33 xoxxx  . 

Порядок малости равен трем.  ▲ 

Пример 5. Выделить главную часть функции )33(ln)( 3  xxxf  вида 
nxc )1(   при 1x . 

∆ Так как выражение, стоящее под знаком логарифма, стремится к едини-

це при 0x , то его можно представить следующим образом: 

)23(133 33  xxxx , где 233  xx  – бесконечно малая функция при 

1x . Тогда ))23(1(ln)23(ln 33  xxxx ~ )2()1(23 23  xxxx ~ 

~
2)1(3 x  при 1x . Таким образом, 

223 )1( )1( 3)33( ln  xoxxx  при 
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1x . ▲ 

Пример 6. Пусть x . Выделить главную часть )(Г x  вида 
nxc  и 

определить порядок роста относительно x  функции 1358)( 3 2  xxxxf . 

∆ Так как 
2

1

3

2
 , главным является то слагаемое, порядок которого выше. 

1358
3 2  xxx ~

2

3

2

3 2

8

3

8

5
12358

xx
xxx  ~ 3

2

2x . 

 xxx ,2)(Г 3

2

. Порядок роста относительно x  равен 
3

2
.  ▲ 

Пример 7. Сравнить функции 
1

1
ln)(

2






x

x

e

e
xf  и 

3 2 95)(  xxx  при 

x . 

∆  





































x

x

x

x
x

x

x

e

e
x

e

e
e

e

e

1

1
ln

1

1
ln

1

1
ln

222

.  )(xf ~ x  при x . 

2

3

2
3 2 95

195
xx

xxx  . )(x ~ 3

2

x  при x . 

Отсюда следует, что )(xf ~ 2

3

))(( x , т. е. функция )(xf  есть бесконечно 

большая порядка 2/3  относительно бесконечно большой )(x . ▲ 

Пример 8. Пользуясь методом замены бесконечно малых эквивалентны-

ми, вычислить пределы функций: 

а)  
)31(ln

5sin
lim

0 x

x
x 

; б)  
1

2arctg
lim

5
0 

x
x e

x
; в)  

)4tg1(ln

13sin1
lim

0 x

x
x 




; 

г)  
x

x
x 4sin

12cos
lim

2

3

0




; д)  
13

12
lim

0 




x

x

x
; е)  

)(ln

)(ln
lim

24

2

0
x

x

x ex

ex






; 

ж)  
xxx

xx

x
3

42

0 sin3arcsin2tg3

55
lim



 


; з)  

29

202
lim

4

3

7 


 x

xx
x

. 

∆  а) 
3

5

3

5
lim

)31(ln

5sin
lim

00


  x

x

x

x
xx

;     

б) 
5

2

5

2
lim

1

2arctg
lim

0
5

0


  x

x

e

x

x
x

x
; 

в) 
8

3

4

3
2

1

lim
4tg

3sin
2

1

lim
)4tg1(ln

13sin1
lim

000








 x

x

x

x

x

x
xxx

; 

г) 
24

1

16

)12(cos
3

1

lim
16

)1)12(cos1(
lim

4sin

12cos
lim

202

3

1

02

3

0










 x

x

x

x

x

x
xxx

; 
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д) 
3ln

2ln

3ln

2ln
lim

13

12
lim

00





 x

x
x

x

x

x
; 

е) 














 1

1
lim

))1(1(ln

))1(1(ln
lim

)(ln

)(ln
lim

24

2

0
24

2

0
24

2

0
x

x

x
x

x

x
x

x

x ex

ex

ex

ex

ex

ex
 

2

1

2
lim

)(2

)(
lim

0
4

2

0







 x

x

xoxx

xoxx
xx

; 

ж) 














 )()()(36

)15(5
lim

sin3arcsin2tg3

55
lim

33

64

0
3

42

0 xoxoxoxxxxxx

xx

x

xx

x
 

5ln2
3

5ln6
lim

0


 x

x
x

; 

з) 













 216

279
lim

0

7

29

202
lim

4

3

04

3

7 t

tt
t

tx

x

xx
tx

 










 








 






 










2)(
164

1
12

)(
273

1
13)(

92

1
13

lim

2
16

12

27

6
13

9
13

lim
0

4

3

0

to
t

to
t

to
t

t

t

tt

 

27

112

32

1
27

1

6

1

lim
0









 




t

t

t

.  ▲ 

Пример 9. Вычислить 
x

x
xe ctg

0
))( (lnlim 


. 

Δ Пусть 
x

x
xey ctg

0
))( (lnlim 


. Тогда  
















 
 e

x
exxexy

xx
1  (ln ln ctglim)( lnln ctglimln

00
 

.
1

sin

cos

lim1 ln ctglim1ln1 ln ctglim
000 ex

e

x
x

e

x
x

e

x
x

xxx











 














 


 

Исходный предел равен ee
1

.  ▲ 

 

Дополнительные задачи 

 
 

1. Доказать, что )12sin1(cosln 3  xox  при  2x . 

2. Выделить главную часть функции 13)( 22

 xxxf  вида 
nxc )2(   при 

2x .  

Ответ:  )2()2(3ln3)(  xoxxf  при 2x . 
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3. Определить порядок малости функции  4 113 sin5tg21ln)( xxxf   

по сравнению с x  при 0x .  

Ответ:  
8

17
. 

4. Определить порядок роста бесконечно большой функции 3
2

2

1

1
)(

x

x
xf




  

по отношению к  бесконечно большой функции 
1

1
)(




x
x  при 1x .   

Ответ: 
3

1
. 

5. С помощью эквивалентных бесконечно малых и бесконечно больших 

вычислить пределы: 

а) 
2

)1( arcsin
lim

2

2

1 


 xx

x
x

. Ответ: 
3

2
. 

б) 
x

xx
x 3tg

)1( ln
lim

2

32

0




. Ответ: 
9

1
 . 

в) 
2

22

0

)1( ln)(1 ln
lim

x

xxxx
x




. Ответ: 1. 

г) 














 
 x

x

x

7
1 ln)41( lnlim . Ответ: 4ln7 . 

д) 
2sin52  tg4 2

39
lim

33

53

0 


 xxe x

xx

x
. Ответ: 3ln

2

1
 . 

е) 
pxpx

xx
x cossin1

cossin1
lim

0 




. Ответ: 
p

1
. 

ж) 
3 3

23

21327

)185( ln
lim




 xx

ee xx

x
. Ответ: 1. 

з) 
2

sin 
2

 tglim
ax

a

x
ax




. Ответ: 



a

. 

и) 
bx

ax
x cos ln

cosln
lim

0
. Ответ: 

2

2

b

a
. 

к) xx

x
xe 2

1

0
)cos2(lim 


. Ответ: e . 

6. Выделить главную часть функции 
18

arctg)25(
)(

4

2






xx

xx
xf  вида 

xc  
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при x .   

Ответ:  
2

16

5
)( 
 xxA . 

7. Сравнить бесконечно малые функции 
x

xxf
1

sin)(   и 0,sin)(  xxx .  

Ответ: функции несравнимы. 

 

 
Занятие 25 

 
Контрольная работа  

«Предел функции. Непрерывность функции на отрезке» 

 

Пример 1. Вычислить 
 

x

x
x cos21

3/sin
lim

3/ 




. 

∆  
   

 

















 x

x

x

x
xx cos3/cos2

3/sin
lim

0

0

cos21

3/sin
lim

3/3/
 

3

1

62
sin

62
sin4

62
cos

62
sin2

lim
3/










 








 









 








 



 xx

xx

x
.  ▲ 

Пример 2.  Вычислить 
ax

ax
ax 




lnln
lim . 

∆  
aax

a

x

ax

a

x

ax

ax
axaxax

1
1

lim

11ln

lim
0

0lnln
lim 















 














.  ▲ 

Пример 3.  Вычислить x

x
x ln1

1

0
lim 


. 

∆ Неопределенность вида )0(    )(ln x . Сначала находим  

1
ln1

ln
lim)(lnlim

0

ln1

1

0









 x

x
x

x

x

x
. 

Следовательно, ex x

x




ln1

1

0
lim . ▲ 

Пример 4.  Вычислить 
32)2cos1(3

)85(
lim

42

397

0
5




 xxe

x
x

xx

x
. 

∆  










44455

3

042

397

0 2)(4)(3

 ))(8ln9)(5ln7(
lim

32)2cos1(3

)85(
lim 5

xxoxxox

xxoxxox

xxe

x
xx

xx

x
 

6

8ln95ln7

6

)8ln95ln7(
lim

)(6

)()8ln95ln7(
lim

4

4

0
44

44

0












 x

x

xox

xox
xx

.  ▲ 
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Пример 5. Показать, что уравнение 133  xx  на отрезке ]2;1[  имеет  

корень и вычислить его значение с точностью до 1,0 . 

∆ 0)2(,0)1(  ff . Так как на отрезке ]2;1[  функция 13)( 3  xxxf  

непрерывна и на концах принимает значения разных знаков, то согласно первой 

теореме Больцано – Коши внутри этого отрезка есть, по крайней мере, одна 

точка, в которой функция обращается в нуль. Эта точка и есть действительный 

корень уравнения. Для его нахождения с заданной точностью отрезок ]2;1[   

разделим точками 9,1...;2,1;1,1  и в каждой из них определим знак функции 

0)9,1(...,,0)6,1(,0)5,1(...,,0)2,1(,0)1,1(  fffff . Следовательно, 

6,15,1 0  x . ▲ 

Пример 6. Принимает ли функция 127/cos)( 5  xxxf  значение 5  

внутри отрезка ]3;3[ ? 

∆ Данная функция непрерывна на отрезке ]3;3[ , 9)3( f , 9)3( f . 

Так как 959  , то по второй теореме Больцано – Коши найдется хотя бы 

одно значение x  такое, что 5)( xf .  ▲ 

Пример 7. На отрезке ]1;1[  задана функция 

2

2

1   1 0,
( )

     0 1.

при

при

x x
f x

x x

    
 

  
 

Принимает ли функция наибольшее и наименьшее значения на заданном 

отрезке? Выполняются ли при этом условия теоремы Вейерштрасса? 

∆ Функция достигает своего наибольшего значения 

1 при 0x  и наименьшего значения 1  при 1x . Хотя 

условие непрерывности функции нарушается, функция 

принимает наибольшее и наименьшее значения. Таким 

образом, условие непрерывности в теоремах Вейерштрас-

са является достаточным, но не необходимым.  ▲ 

 

Дополнительные задачи 

 

1. Найти пределы: 

а) 
x

xex

x

cos
 lim

0




. Ответ:  
2

3
. 

б) 
ax

ee ax

ax lnln
 lim






. Ответ:  
aae . 

в) 
n

x
x

ncos lim


. Ответ:  2

2x

e


. 

)(xf  

x  

1 

1 

1  

1  
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2. Доказать, что всякое алгебраическое уравнение нечетной степени с 

действительными коэффициентами 0...
12

22

1

12

0






n

nn axaxa  имеет, по 

крайней мере, один действительный корень.  

3. Доказать, что уравнение 12  xx  имеет единственное решение. 

4. Доказать, что уравнение xx 42   имеет, по крайней мере, два действи-

тельных корня. 

5. Доказать, что уравнение 05,0sin  xx  имеет бесконечно много 

решений. 

6. Построить график функции   0,2/1lim 2 


xxxy n nn

x
. 

Ответ:  

















.2   если  ,2/

,21   если    ,

,10   если     ,1

2 xx

xx

x

y  

 

Контрольная работа 
 

Вариант 1 
 

1. Вычислить 
8

26
lim

3

2

2 


 x

xx
x

. Ответ:  12/7 . 

2. Вычислить 
25

1211
lim

25 


 x

xx
x

. Ответ:  80/3 . 

3. Вычислить )5322(lim 2424 


xxxx
x

.  Ответ:  2/5 . 

4. Вычислить 
x

xx
x 2sin

3coscos
lim

2
0




. Ответ:  1. 

5. Вычислить 2

4

2
)25(lim 




 x

x

x
x . Ответ:  

12e . 

6. Найти )02( f  и )02( f , если 
xx

xf



2

1

3

1
)( . 

Ответ: .2/1)02(,0)02(  ff  

7. Исследовать на непрерывность. Сделать схематический чертеж. 

















).;2[   ,3

),2;0[     ,

),0;(    ,/1

)(

x

xx

xx

xf  

Ответ: 0x  – точка разрыва II рода, 2x  – точка разрыва I рода, 5 . 
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8. Найти главную часть функции 52431)( 333 4 3

 xexxf x
 вида 

cx  при 0x . 

Ответ: )(,0),(10)( 33 xfxxoxxf  ~
310x . 

9. Пользуясь методом замены бесконечно малых эквивалентными, вычис-

лить 
33

210
lim

34

6 


 x

xx
x

.         

Ответ: 16/5 . 

 

Вариант 2 
 

1. Вычислить 
27

253
lim

3

2

3 


 x

xx
x

.    Ответ:  27/7 . 

2. Вычислить 
9

1213
lim

23 


 x

xx
x

.   Ответ:  16/1 . 

3. Вычислить )25134(lim 224 xxx
x




.  Ответ:  4/13 . 

4. Вычислить 
xx

x
x 4cos2cos

2arcsin
lim

2

0 
.    Ответ:  3/2 . 

5. Вычислить 3

1

3
)27(lim 




 x

x

x
x .     Ответ:  

4e . 

6. Найти )03( f  и )03( f , если 
3

1

52

1
)(




xx

xf .  Ответ: 0;6/1 . 

7. Исследовать на непрерывность. Сделать схематический чертеж. 

















).;2[   ,1

),2;0[     ,/1

),0;(    ,1

)(

x

xx

xx

xf  

Ответ: 0x  – точка разрыва II рода, 2x  – точка разрыва I рода, 5,1 . 

8. Найти главную часть функции 321)( 324 2 2

 xexxf x
 вида 

xc  

при 0x . 

Ответ: )(),(
4

1
4)( 22 xfxoxxf  ~

2

4

1
4 x . 

9. Пользуясь методом замены бесконечно малых эквивалентными,  

вычислить 
459

111
lim

3

4

5 


 x

xx
x

.        

Ответ: 2/21 . 
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Занятие 26 
 

Производная функции 

 

Пример 1. Исходя из определения, вычислить производную функции 
2/1)( xxf   в точке 1x . 

∆ 2
)1(

Δ2
lim

)1(

2
lim

1
)1(

1

lim)1(
2

0
2

2

0

2

0


















 x

x

xx

xx

x

x
f

xxx
.  ▲ 

Пример 2. Пользуясь определением, вычислить производную функции  

















 


0                   ,0                       

,0,
2

1
cos2arcsin

)(
2/3

x

x
x

xx
xf   в точке 0x . 

∆  










 


 x

x
xx

x

x
xx

f
xx

2

1
cos2

lim
2

1
cos2arcsin

lim)0(

2/3

0

2/3

0
 

2
2

1
cos2lim 2/1

0








 
 x

x
x

.  ▲ 

Пример 3. Исследовать дифференцируемость функции xy 2cos1  в 

точке 0x . 

∆  















.0  sin2

,0  sin2
sin2sin22cos1

  при

  при
2

xx

xx
xxxy  

2
sin2

limlim)0(
0000













 x

x

x

y
f

xx
. 

2
sin2

limlim)0(
0000













 x

x

x

y
f

xx
. 

Односторонние производные в точке 0x  не равны, следовательно, 

функция в этой точке не дифференцируема.  ▲ 

Пример 4. Вычислить производные функций: 

а) xxy /161
3 2  ; б) xey x 3cos2  ; в) 

1

32
2

2






xx

xx
y ;   

г) 
42 )23( xy  ; д) 

32sin xy  ; е) 
33ln xy  ; ж) 

x

xx
y

2

44

sin

cossin 
 ;   

з) )1(ln 2xxy  ; и) 
xey  1arcsin ; к) 

x

xx
y

ln

sin2 
 ; 

л) 
2332 chsh xxy  ; м) 

xxy ctg)41(  ; н) 3

5

23

5

)1(

x

xx
y




 ; о) 

21

2
arcsin

x

x
y


 . 
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∆  а) 
13/2 161  xxy ; 

23

23/1 16

3

2
16

3

2

xx
xxy  

;   

б) xexey xx 3sin33cos2 22  ; 

в) 
22

2

22

22

)1(

543

)1(

)32)(12()1)(22(











xx

xx

xx

xxxxxx
y ; 

г) 
3232 )23(164)23(4 xxxxy  ; 

д) 
32233 2sin33cossin2 xxxxxy  ; 

е) xy 3ln27  ; 
x

x

x
xy

2

2 ln811
ln81


 ; 

ж) x
x

xxxx
y 2

2

2222

ctg1
sin

)cos(sin)cos(sin



 , 

x

x

x
xxy

22

2

sin

ctg2

sin

1
ctg2)ctg1( 







 
 ; 

з) 
222 1

1

12

2
1

1

1

xx

x

xx
y
















 ; 

и) 
x

x

x

xx e

e
e

ee
y












12
)(

12

1

)1(1

1 2

; 

к) 



x

x
xxxxxxx

y
2

22

ln

1
sinln)cossin2(

 

x

xxxxxxx
2ln

sinln)sin2cos( 
 ; 

л) )2shch2sh(32shch33chsh2 223222233 xxxxxxxxxxxy  ; 

м)  Первый способ: 
)41(lnctg xxey  . 














 

x

x

x

x
ey xx

41

ctg4

sin

)41(ln
2

)41(lnctg
. 

Второй способ: )41(lnctgln xxy  . 

















x

x

x

x

y

y

41

ctg4

sin

)41(ln
2

.  












 

x

x

x

x
ey xx

41

ctg4

sin

)41(ln
2

)41(lnctg
. 

н) xxxy  5ln
15

1
)1(ln

3

1
lnln 2

. 

)5)(1(15

751412524

5

1

15

1

)13(3

21
2

23

2 xxx

xxx

xx

x

xy

y













, 
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)5)(1(15

751412524

5

)1(
2

23

3

5

23











xxx

xxx

x

xx
y .  

      о) 






























.1,
1

2

,1,
1

2

)1(|1|

)1(2

)1(

4)1(2

)1/(41

1

2

2

22

2

22

22

222

x
x

x
x

xx

x

x

xx

xx
y  ▲ 

 

Дополнительные задачи 

 

1. Пользуясь определением, вычислить производную функции xy   в 

точке 1x .   

Ответ: 5,0 . 

2. Определить значения   и  , при которых следующая функция всюду 

дифференцируема:  












.0  если   ,1

,0  если  ,)(

2 xxx

xex
y

x

 

 Ответ: 2/1,1  . 

3. Найти производную функции 









0  при     

,0  при  1
)(

xe

xx
xf x   и построить 

графики функций )(xf  и )(xf  .  

Ответ: 









.0  при   

,0  при  1
)(

xe

x
xf x   В точке 0x  производная не существует. 

4. Найти левую )0(f  и правую )0(f  производные в точке 0x , если 










.0  если   ),1(ln

,0  если          ,2
)(

5 7 xx

xx
xf     

Ответ: 2)0( 


f ;  0)0( 


f . 

5. Найти производные следующих функций: 

а) 
1

12
2 




xx

x
y . Ответ: 

22

2

)1(

223






xx

xx
y . 

б) 
22  xxey .  Ответ: 

22

)12(
2

22








xx

ex
y

xx

. 

в) 
xy

2ctg2 .  Ответ: 
x

x
y x

2

ctg

sin

ctg
22ln2

2

 . 

г) xy sin .  Ответ: 
xx

x
y

sin4

cos
 . 
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д) xy lnsin .  Ответ: 
x

x
y

lncos
 . 

е) xxy 22 coslntg  .  Ответ: xy 3tg2 . 

ж) 
1

1
ln

4

1
2

2






x

x
y .  Ответ: 

14 


x

x
y . 

з)   
6

12

6

 arctg
1

x
x

x
y 


 .  Ответ: 

212

5

)1(

12

x

x
y


 . 

и)   
xx eey 21 arcsin arcsin  . Ответ: 0y . 

к) 
x

x
y






2

2
.  Ответ: 

2)2(

2

xx
y


 . 

л) 
x

x

e

e
y

2

2

4
ln


 .  Ответ: 

xe
y

24

4


 . 

м) 
24

2
arccos x

x
xy  .  Ответ: 

2
arccos

x
y  . 

н) 
x

x
y

211
 arctg


 .  Ответ: 

212

1

x
y


 . 

о) xxey x cossin 2 .        Ответ: )sincossincos2(sin 22 xxxxxey x  . 

п) xexxxey xx cos)cos(sin  . Ответ: xxey x sin2 . 

6. Найти производные функций, используя метод логарифмического 

дифференцирования: 

а) 3
2

2

)3(

3

1 x

x

x

x
y







 ;   б) 

)1(sin 2  xxy .      

Ответ: а) 
)9)(1(3

243654
2

32

xxx

xxx




;   

б) 






 


x

x
xxxx x )1(sin

)1(cosln2
22

2)1(sin 2

. 

7. Решить уравнение 0y , если }8,{min)( 2  xxxxy .   

Ответ: 
2

1
. 

 

Занятие 27 
 

Дифференцируемость функций 

 

Пример 1. Доказать дифференцируемость функции 13 3  xxy  в про-

извольной точке Rx .  Найти  приращение и  дифференциал  этой  функции  в 
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точке 1x  при 1,0x . Найти абсолютную и относительную погрешности, 

которые допускаются при замене приращения функции ее дифференциалом.  

∆   32233 399)13()1)()(3( xxxxxxxxxxxy  

0),()19(39)19( 2322  xxoxxxxxxxx ;  

xxyd )19( 2  , отсюда 
32 39 xxxdyy   . При  1x  и 

1,0x  получим 093,0003,009,0  dyy , 1dy , 093,1y . Абсолют-

ная погрешность 093,0 dyy , относительная погрешность  




093,1

093,0

Δ

Δ

y

dyy  %5,8085,0  . ▲ 

Пример 2. Найти )(
2xexd . 

∆ Первый способ:  dxxedxexexd xxx )12()()( 2222

 . 

Второй способ:  )()(
222 xxx edxdxeexd  . Так как dxxeed xx 2)(

22

 , то 

dxxeexd xx )12()( 222

 . ▲ 

Пример 3. Вычислить приближенно с помощью дифференциала 41,4 . 

∆ Рассмотрим функцию xy  . В основе приближенного вычисления 

значений функции )(xfy   в точке xxx 
0

 лежит формула 

)(
0

xxf  xxfxf  )()(
00

, которая для нашей функции имеет вид 

xx 
0

x
x

x 
0

0
2

1
. Следовательно, 41,4 1025,2

42

41,0
4   (точное 

значение 1,241,4  ). ▲ 

Пример 4. Вычислить приближенно с помощью дифференциала 29sin . 

∆ Рассмотрим функцию xy sin . Приближенная формула имеет следу-

ющий вид: xxxxx 
000

cossin)(sin . Тогда  

484,0
360

3

2

1

1806
cos

6
sin29sin 











 . ▲ 

Пример 5. Пользуясь правилом дифференцирования обратной функции, 

найти 
x

y  для функции xy arcsin . 

∆ Обратная функция yx 2sin  имеет производную yyx
y

cossin2  . 

Следовательно, 
xxyyx

y
y

x










12

1

cossin2

11
. ▲ 

Пример 6.  Найти 
x

y  для функции  2/;0
,sin

,cos

3

3









t

tby

tax
. 

∆ Функции )(tx  и )(ty  дифференцируемы при всех t  и  

0sincos3 2  ttax
t

 на интервале  2/;0  . Следовательно, 
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,tg
sincos3

cossin3
2

2

t
a

b

tta

ttb

x

y
y

t

t

x










    2/;0 t . ▲ 

Пример 7.  Функция )(xyy   задана параметрически R







t

tty

tx

,1

,1

2

3

. 

Чему равна производная 
dx

dy
 при 0x ? 

∆ Очевидно, что 0x  при 1t . 
3

1

3

12

1

2

1

0














t

t

t

t

xx t

t

tx

y
y . ▲ 

Пример 8. Найти производную неявно заданной функции 0223  yyxx . 

∆ Имеем 0223,0)( 22223  yyyxyxxyyxx
dx

d
, 

yx

xyx
y

2

23
2

2




 .  ▲ 

Пример 9.  Пусть );(),( aaxtyy   – положительная функция, заданная 

неявно уравнением 1
2

2

2

2


b

y

a

x
. Найти 

x
y . 

∆ ,0
22

,01
222

2

2

2









 y

b

y

a

x

b

y

a

x

dx

d
 

y

x

a

b
y

x


2

2

, 0),;(  yaax . ▲ 

Пример 10. Под какими углами синусоида xy sin  пересекает ось абсцисс? 

∆ Синусоида xy sin  пересекает ось абсцисс в точках Z kkx , .  

Z







 n

nk

nk
kyxy k

,12   ,1

,2   ,1   
)1()(,cos . Следовательно, в 

точках nx  2  синусоида пересекает ось абсцисс под углом 45  и в точках 

 )12( nx  –  под углом 135 . ▲ 

Пример 11. Составить уравнение касательной и нормали к параболе 

xxy 42   в точке 1
0
x . 

∆  Находим 2)1(,42,3)1(  yxyy . 

Угловой коэффициент касательной равен 2 , угловой коэффициент 

нормали равен 
2

1
. Уравнение касательной )1(23  xy ; 12  xy . 

Уравнение нормали )1(
2

1
3  xy  или 072  yx .  ▲ 

Пример 12. Составить уравнение касательной и нормали к кривой 
3 32  xy , проведенных в точке с абсциссой 3x . 
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∆ Находим   




 )3(,
)3(3

1
,2)3(

3 2
y

x
yy .  

Уравнение касательной 3x . Уравне-

ние нормали 2y  (рис. 17). ▲ 

Пример 13. В какой точке параболы 

xy 182   ордината возрастает вдвое быстрее 

абсциссы? 

∆ Считая x  и y  функциями времени t , дифференцируем обе части урав-

нения xy 182   по t . Получим 
tt

xyy  182 . 

8/9
18

)2/9(
,2/9:2/9

2





xyy

x

y

t

t . 

Следовательно, ордината возрастает вдвое быстрее абсциссы в точке 

)2/9;8/9(M . ▲ 

Пример 14. По оси OX  движутся материальные точки, законы движения 

которых 5102 2  ttx  и 532  ttx . С какой скоростью удаляются эти 

точки друг от друга в момент встречи? 

∆ Определим момент времени встречи точек: 535102 22  tttt ; 

01072  tt ; 2)104()5102()2(,5,2 22

2

121
  tt tttVtt ; 

1)32()53()2(
22

2

2


 tt
tttV . Аналогично 10)104()5( 51

 ttV ; 

7)32()5( 52
 ttV . В момент времени 2t  скорости точек противоположно 

направлены, поэтому скорость удаления точек друг от друга равна модулю 

суммы этих скоростей 112)2( V . В момент времени 5t  скорость 

удаления точек друг от друга равна модулю разности их скоростей 

3710)5( V .  ▲ 

Пример 15. С какой относительной погрешностью допустимо измерить 

радиус шара, чтобы объем его можно было определить с точностью до одного 

процента? 

∆ Объем шара 
3

3

4
RV  . RRdRRdRVdVV

R
 22 44 .  

R

dR

R

dRR

V

dV
V

3
3/4

4
3

2





 . 

R

dR
R
 . Следовательно, 

VR


3

1
 . При  

δ 1%V   , %3/1
R . ▲ 

Пример 16. Тело движется по оси абсцисс, подчиняясь закону 
2)( tttx  . С какой скоростью оно удаляется от точки )1;0(A  в момент вре-

мени 
2

1
t ? 

y  

x  0  

2  

3  

Рис. 17 
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∆ Расстояние )(tS  тела от точки )1;0(A  в момент времени t  равно 
22 )(1)( tttS  . Следовательно, тело удаляется от точки )1;0(A  со скоро-

стью 
432

32

212

462
)(

ttt

ttt
tS




 . 

5

6

2

1








S . ▲ 

 

Дополнительные задачи 

 

1. Какой порядок при 0x имеет бесконечно малая dyy  , если 

xxy 33  ?       

Ответ:  второй, если 0x ; третий, если 0x . 

2. Вычислить приближенное значение с помощью дифференциала: 

а)  01,1ln ; б)  98,0arctg .      

Ответ:  а) 01,0 ;  б) 775,0 . 

3. Радиус круга увеличен на 1. Дифференциал площади круга при этом 

оказался равен 16 . Найти первоначальную величину радиуса.      

Ответ: 8 . 

4. Найти производные функций, заданных параметрически и неявно: 

а)  















.
1

3

,
1

3

3

2

3

t

at
y

t

at
x

    Ответ: 
3

4

21

2

t

tt
y

x



 . 

 

б)  









 .

,1

at

at

eaty

ex
    Ответ: 

atat

x
eey 2  . 

 

в)  
2

0
,cos

,sin

2

2











t

ty

tx
.  Ответ: 10,1  xy

x
. 

 

г)  013 22  yxyx .  Ответ: 
yx

yx
y

x
23

32




 . 

д)  
22lnarctg yx

x

y
 .  Ответ: 

yx

yx
y

x



 . 

е)  
xy yx  .  Ответ: 

xxy

yyx

x

y
y

x





ln

ln
. 

5. Вычислить расстояние от начала координат до нормали к кривой 
22 xey x  , проведенной через точку с абсциссой 0x .  

Ответ: 
5

2
. 
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6. Определить в каких точках и под каким углом пересекаются кривые 

44)( 2

1
 xxxf  и 46)( 2

2
 xxxf .   

Ответ: )1;1(M , )4;4(N , 
7

6
arctg . 

7. Составить уравнение касательной и нормали к кривой, заданной пара-

метрически  .
2),cos1(2

),sin(2 









t

ty

ttx
  

Ответ:  04  yx ;   yx . 

8. Написать уравнение касательной и нормали к кривой 06223  xyx  

в точке )3;1(M .  

Ответ: 01365  yx ;  02156  yx . 

9. В какой из точек x  скорость изменения функции 7553 35  xxxy  

наименьшая?  

Ответ:  
2

1
x . 

 
Занятие 28 

 
Производные и дифференциалы высших порядков 

 

Пример 1. Найти )(xy   для функции 
21 xxy  . 

∆  
2

2

2

2

1

21

12

21
1

x

x

x

x
xxy









 , 

2/32

3

2/32

33

2

2

2

2

)1(

32

)1(

244

1

)1(
1

14

x

xx

x

xxxx

x

x
x

x
xx

y

















 . ▲ 

Пример 2. Для функции xey x 2sin  найти )0(y  . 

∆  Последовательно находим xexey xx 2cos22sin  , 

xexexexexexey xxxxxx 2sin32cos42sin42cos22cos22sin  , 

xexexexexexey xxxxxx 2sin112cos22cos62sin32sin82cos4  , 

2)0( y . ▲ 

Пример 3. Показать, что функция 
xx ececy 2

21

   при любых постоян-

ных 
1

c и  
2

c  удовлетворяет уравнению 023  yyy . 

∆ 
xxxx ececyececy 2

21

2

21
4;2   . 

  )(2)2(34 2

21

2

21

2

21

xxxxxx ecececececec  

0)264()23(
222

2

111
  cсcecсce xx

. ▲ 
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Пример 4.  Для функции )1( 2  xey x
 найти )()24( xy . 

∆  Применяя формулу Лейбница, получим  

 )1()()1()())1(()( 2)23(1

24

2)24(0

24

)24(2)24( xeCxeCxexy xxx
 

.)1()( 2)22(2

24
 xeC x

 

Все последующие слагаемые равны 0 , т. к. все высшие производные от 

функции 12 x , начиная с третьей, тождественно равны нулю. 

)55148(2
2

2324
224)1()( 22)24( 


 xxeexexexy xxxx

. ▲ 

Пример 5.  Для функции xxy sh  найти 
)100())(( xy . 

∆ Применяя формулу Лейбница, получаем  

 




)99(99

100

)()100(
100

0
100

)100()100( )sh()sh()()sh())(( xxCxxCxxxy kk

k

k
 

.)sh( )100(100

100
xxC   

Все предыдущие слагаемые в формуле Лейбница равны нулю. 

xxxy shch100)100(  . ▲ 

Пример 6. Найти )()( xy n
 для функции 

x

x
y






1

1
. 

∆  
1)1(21

1

21

1

1 








 x

x

x

x

x
y . 

432 )1(!32,)1(212,)1(12   xyxyxy . 

Естественно предположить, что 
)1()( )1(!2  nn xny . Докажем справед-

ливость этой формулы методом математической индукции. При 1n  формула 

верна. Предположим, что она верна при kn  , т. е. 
)1()( )1(!2  kk xky . Тогда  

)2()2()1( )1()!1(2)1()1(!2   kkk xkxkky . 

Следовательно, формула верна при 1 kn . Отсюда вытекает справед-

ливость формулы при всех значениях n .  
1

)(

)1(

!2

1

1
















n

n

x

n

x

x
. ▲ 

Пример 7.  Найти )(xy  , если 0  
,

,ln

3









t

ty

tx
. 

∆ Последовательно находим 

,3
/1

3
)( 3

2

t
t

t

tx

y
xy t 




  

3
2

9
/1

9)(
)( t

t

t

x

y
xy

t

tx 



 , 

3
2

27
/1

27)(
)(

2

t
t

t

x

y
xy

t

tx 



 . ▲ 

Пример 8.  Для функции 









13

,13

3

3

tty

ttx
  найти 

xx
y  . 

∆  Производную второго порядка можно найти по следующей формуле:  
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3)(
t

tttttt

xx
x

yxyx
y




 . 

tytytxtx
tttttt

6,33,6,33 22  , 

323232

22

)1(3

4

)33(

36

)33(

)33(66)33(












t

t

t

t

t

tttt
y

xx
.  ▲ 

Пример 9.  Вычислить y   в точке )1;1(M , если 

0625 22  yxyxyx . 

∆  Дифференцируя равенство по x , получаем  

022552  yyyyxyx , 

откуда 
125

252






yx

yx
y  и 

8

5

125

252
)( 




 My . Еще раз дифференциру-

ем равенство по 0225552:  yyyyyyxyyx . Найдем y   из 

соотношения 
125

2102 2






yx

yy
y . Подставляя в последнее равенство 

1,1  yx ,  
8

5
y , получаем 

256

111
)(  My . ▲ 

Пример 10. Найти yd 2
, если 

2xey  ( x – независимая переменная). 

∆ Дифференциал второго порядка вычисляется по формуле  
222 )()()(

2

dxedxyyd x  
. 

22

2)( xx exey   ; )12(2 22

  xey x
. 

Следовательно, 
222 )()12(2

2

dxxeyd x  
.  ▲ 

Пример 11. Найти yd n
, если )53(sin  xy ( x – независимая переменная). 

∆  Как известно,   nnn dxnxyd )(2/53sin3  .  ▲ 

Пример 12. Найти yd 2
, если 324 3  xxy  и )(txx  – функция  

аргумента t . 

∆ В силу свойства инвариантности dxxdxydy )212( 2  . 

 22222 )(24)()212()212())212(()( dxxdxdxdxxddxxddydyd

 

xdx 22 )212(  . ▲ 

 

Дополнительные задачи 

 

1. Найти производные второго порядка: 

а) xy 2cos . Ответ: xy 2cos2 . 

б) 
2arctg xy  . Ответ: 

24

4

)1(

62

x

x
y




 . 
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в)  )3ln2(
4

1 2  xxy . Ответ: xy ln . 

г)  )1(ln 2xxy  . Ответ: 
2/32 )1( x

x
y


 . 

2. Найти )2(y  , если )1(ln  xy . Ответ: 2 . 

3. Найти 
)8(y  для функции 

x

x
y




1

2

.     Ответ:  )1()1(!8 9)8(   xxy . 

4. Для функции 
xexy  2
 найти yd 3

.   

Ответ: 
323 ))(66( dxxxeyd x  
. 

5. Найти второй дифференциал функции 
2sin xy  , считая x функцией 

некоторой независимой переменной.  

Ответ: xdxxdxxxxxyd 22222222 cos2)sin44cos2(  . 

6. Для функции  









3

2

3

,2

tty

ttx
  найти 

2x
y   и  

3x
y  .  

Ответ:  
t

y
x 


1

1

4

3
2

,  )1(
)1(

1

8

3
33




 t
t

y
x

. 

7. Для функции, заданной неявно, 2522  yx  найти 
2x

y   и  
3x

y  . 

Ответ:  
3

25
2

y
y

x


 ,  

5

75
3

y

x
y

x


 . 

8. Применяя формулу Лейбница для функции )43( 2  xey x
, найти 

)20(y . 

Ответ:  )11361203( 2)20(  xxey x
. 

9. Для следующих функций найти 
)(ny : 

а) xxy 44 cossin  ;   б)  
23

1
2 


xx

y . 

Ответ: а) 






 
 

2
4cos4 1)( n

xy nn
; б)  















 11

)(

)1(

1

)2(

1
!)1(

nn

nn

xx
ny . 

 

 

Самостоятельная работа 

 

Вариант 1 

 

1. ?;2sin 3  yxy  Ответ:  xxy 2cos2sin6 2  . 

2. ?;
)34(

)25(
3

4





 y

x

x
y  Ответ:  

4

3

)34(

)677()25(

x

xx
y




 . 
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3. ?;
1

ln
1arctg

2

2 


 y
x

x
xy  Ответ:  

2/32 )1(

ln






x

xx
y . 

4. ?;)2(sin
2

1

 yxy x    Ответ:  






 
32

1
2sinln21

2ctg2)2(sin
2

x

x

x
xxy x . 

5. ?;lnarctg 22 
x

yyx
x

y
 Ответ:  

yx

yx
y




 . 

6. Вычислить приращение и дифференциал функции 322  xxy  в 

точке 1x  при 2,0x . Оценить погрешность при замене y  на dy . 

Ответ: 04,0;8,01;84,01
2,02,0




dyyxyxy
xx

. 

7. Найти расстояние между кривой 12  xxy  и прямой 103  xy . 

Ответ: 10 . 

8. ?
;sin)(

,cos)(









xxt

t

y
tety

tetx
 Ответ:  

3)sin(cos

2

tt

e
y

t

xx 






. 

9. xxy 2sh)95( 2  ;  ?)20( y  Ответ:  )2ch202sh(220)20( xxxxy  . 

 

 

Вариант 2 
 

1. ?;3tg2  yxy  Ответ:  
x

x
y

3cos

3sin6
3

 . 

2. ?;
)43(

)32(
2

3





 y

x

x
y  Ответ:  

3

2

)43(

)1243()32(

x

xx
y




 . 

3. ?;
1

1
ln

2

1

1

arcsin
2








 y

x

x

x

x
y  Ответ:  

2/32 )1(

arcsin

x

xx
y




 . 

4. ?;)3(cos
3

1

 yxy x   Ответ: 




  x

xx
xxy x 3cosln

31
3tg3)3(cos

43

1
3

. 

5. ?;333 
x

yxyayxy  Ответ:  
2

2

yxa

yax
y




 . 

6. Вычислить приращение и дифференциал функции 
23xxy   в точке 

1x  при 1,0x . Оценить погрешность при замене y  на dy . 

Ответ: 03,0;50,01;53,01
1,01,0




dyyxyxy
xx

. 

7. Найти расстояние между кривой 322  xxy  и прямой 62  xy . 

Ответ: 5 . 
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8. ?
;2cosln)(

,cosln)(









xx

y
tty

ttx
 Ответ:  

t

t
y

xx 2cos

cos8
2

2
 . 

9. xxy 2ch)60( 2  ;  ?)16( y  Ответ:  )2sh162ch(216)16( xxxxy  . 

 
 

Занятие 29 
 

Теоремы о среднем. Правило Лопиталя 

 

Пример 1. Методом выделения полного квадрата найти для функции 

752)( 2  xxxf  точку, в которой она принимает наименьшее значение, и 

для этой точки проверить выполнение всех условий теоремы Ферма. 

∆ 













 














 





 

16

31

4

5
2

2

7

16

25

4

5
2

2

7

2

5
2752

22

22 xxxxxx . 

Функция принимает наименьшее значение при 
4

5
x . Функция определена 

на ),(  . В точке 
4
5

x  существует конечная производная. 

0)54(
4

5

4

5








x
xf . Производная в этой точке действительно равна нулю. ▲ 

Пример 2. Проверить выполнение всех условий теоремы Роля для функции 
3 21)( xxf  ,  заданной на отрезке ]1;1[ . 

∆ Функция 3 21)( xxf   непрерывна на 

]1;1[ , ее значения 0)1()1(  ff  на концах 

этого отрезка равны, ее производная 
33

2
)(

x
xf




  

конечна во всех точках интервала )1;1(  кроме 

точки 0x . Таким образом, одно из условий тео-

ремы Роля не выполнено, и эта теорема не приме-

нима к данной функции (рис. 18). ▲ 

Пример 3. Доказать, что yxyxyx ,coscos  . 

∆ По формуле Лагранжа, )(sincoscos yxyx   yx coscos  

yx sin , где   – некоторая точка из интервала );( yx . Так как 1sin  , 

то yxyx  coscos . ▲ 

Пример 4. Доказать тождество 
21

arcsinarctg
x

x
x


 . 

∆ Обе функции определены на всей числовой прямой. Найдем производ-

ные этих функций: 

y  

x  0  1 

1 

1  

Рис. 18 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



170 

 

21

1
)arctg(

x
x


 , 

22

2

2

2

22 1

1

1
1

1

1
1

1

1
arcsin

xx
x

x
x

x

xx

x




























. 

На основании следствия из теоремы Лагранжа можно сделать вывод, что 

сами функции отличаются на постоянную, т. е. с
x

x
x 




21
arcsinarctg . Для 

определения постоянной с  в этом равенстве положим, например, 0x , тогда и 

0c . ▲ 

Пример 5. Проверить, что функции 32)( 2  xxxf  и 5207)( 23  xxxxg  

удовлетворяют условиям теоремы Коши на отрезке ]4;1[  и найти соответству-

ющее значение  . 

∆  Данные функции непрерывны на ]4;1[ , их производные 22)(  xxf  

и 20143)( 2  xxxg  конечны везде; кроме того, )(xg  не обращается в нуль 

ни при одном значении x . Таким образом, формула Коши к заданным функци-

ям применима. 

)(

)(

)1()4(

)1()4(










g

f

gg

ff
, 

20143

22

927

211
2 







   )41(  . 

Решая это уравнение, получим 2
1
  и 4

2
 . Внутренней точкой  

является 2 .  ▲ 

Пример 6.  Найти 
x

x
x 


 tg

sin
lim

0
. 

∆  Данный предел является неопределенностью 
0

0
. Проверим выполнение 

всех условий, позволяющих применять правило Лопиталя: 

1) функции xy  sin  и xy  tg  дифференцируемы в окрестности точ-

ки 0x ; 

2)  0tglimsinlim
00




xx
xx

; 

3)  0
cos

)tg(
2







x
x  в окрестности точки 0x ; 

4)  


















xx

x

x

x

x
xxx

2

000

coscos
lim

)(tg

)(sin
lim

tg

sin
lim . ▲ 

Пример 7.  Найти 
3

0

tg
lim

x

xx
x




. 

∆  Неопределенность 
0

0
. Все условия теоремы выполнены. Найдем пре-

дел отношения производных: 
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22

2

0
2

2

0
3

0 3cos

sinlim
3

1
cos

1

lim
)(

)(tg
lim

xx

x

x
x

x

xx
xxx 










. 

Это выражение также является неопределенностью типа 
0

0
. Можно опять 

находить предел отношения производных, но проще использовать первый  

замечательный предел 
3
1

3

sinlim
2

2

0


 x

x
x

. 

Таким образом, 
3
1tg

lim
3

0



 x

xx
x

.  ▲ 

Пример 8.  Найти 
n

x

x x

a


lim   ),1( Nna  . 

∆  














 !
lnlim...lnlimlim

1 n
aa

xn

aa

x

a nx

x
n

x

x
n

x

x
.  ▲ 

Пример 9.  Найти 
x

x e

x





lim , где 0,0  . 

∆ Если   является целым числом, то применив правило Лопиталя,   раз, 

получим  

0
!

lim...limlim
1

























x

x
x

x
x

x ee

x

e

x
. 

Если   не является целым числом, то положим 1][ k ; тогда 

0 k . Применяя правило Лопиталя k  раз, получаем 

0
)1)...(1(

lim...limlim
1



























xk

k

x
x

x
x

x e

xk

e

x

e

x
. 

Следовательно, 0lim 





x

x e

x
, где 0,0  . ▲ 

Пример 10.  Найти  











 1

11lim
0

x
x ex

. 

∆ Неопределенность )(   приводим к неопределенности типа 
0
0

: 

)1(

1

1

11







x

x

x ex

xe

ex
.  Дважды применяем правило Лопиталя: 

2
1

)2(
lim

0
0

1

1lim
0
0

)1(

1lim
000























 xe

e

exe

e

ex

xe
x

x

x
xx

x

x
x

x

x
. ▲ 

Пример 11.  Вычислить xx
x

lnlim
0




. 

∆ Неопределенность )(0  . Простое изменение записи позволяет полу-

чить неопределенность 

  и применить правило Лопиталя: 
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0
)/1(

/1
lim

/1

ln
limlnlim

2
000





 x

x

x

x
xx

xxx
. ▲ 

Пример 12.  Вычислить 
x

x x

x 2sin

1

0

arctg
lim 










. 

∆ Представим 
x

x

x 2sin

1

arctg








 в виде 











x

x

xe
arctg

ln
sin

1
2

 и вычислим 
x

x

x

x
2

0 sin

arctg
ln

lim










. 

Предварительно произведем упрощение 

0

0arctg
lim

1
arctg

1ln

lim
sin

arctg
ln

lim
3

0
2

0
2

0












 











 x

xx

x

x

x

x

x

x

xxx
. 

Применим правило Лопиталя: 

3

1

)1(
lim

3

1

3

1
1

1

lim
)(

)(arctg
lim

arctg
lim

22

2

0
2

2

0
3

0
3

0
















 xx

x

x
x

x

xx

x

xx
xxxx

. 

Следовательно, 
3

12sin

1

0

arctg
lim













e
x

x x

x
. ▲ 

Пример 13. Найти 
xx

xx
x cos3

sin2
lim






. 

∆ 
x

x

xx

xx
xx sin3

cos2
lim

)cos3(

)sin2(
lim










. Этот предел не существует, т. е. прави-

ло Лопиталя применять нельзя. Покажем, что искомый предел существует. 

Действительно, 
3

2
cos

3

sin
2

lim
cos3

sin2
lim 











x

x
x

x

xx

xx
xx

. ▲ 

 

Дополнительные задачи 

 

1. Доказать, что корни производной следующего многочлена действи-

тельные, простые и лежат на интервалах )4;3(),3;2(),2;1(),1;0( : 

)4)(3)(2)(1()(  xxxxxxP . 

2. Определить промежуточное значение c  формулы конечных прираще-

ний для функции  
















x
x

x
x

xf

1   при        
1

  

,10   при   
2

3

)(

2

   на отрезке ]2;0[ .   
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Ответ:  2,
2
1

21
 cc . 

3. Пользуясь теоремой Лагранжа, доказать, что baba  arctgarctg . 

4. В какой точке касательная к графику 
24 xy   параллельна хорде, со-

единяющей точки )0;2(A  и )3;1(B ?     

Ответ: 






4

15
;

2

1
M . 

5. Написать формулу Коши и найти соответствующее значение c  для 

функций xy   и 
2xy   на отрезке ]4;1[ .    

Ответ: 
3

2

4

15





c . 

6. Найти пределы функций: 

а) 
55

77

2 2

2
lim




 x

x
x

. Ответ: 
5

28
. 

б) 
99100

4950
lim

100

50

1 


 xx

xx
x

. Ответ: 
198

49
. 

в)  
121)31(

116)21(
lim

7

8

0 


 xx

xx
x

. Ответ: 
27

16
. 

г)  
x

ee xx

x 4sin
lim

3

0




.  Ответ: 
2

1
 . 

д)  
x

xx

x tg

25
lim

0




. Ответ: 5,2ln . 

е)  )(
shsh

sinsin
lim

0
ba

bxax

bxax
x







. Ответ: 1 . 

ж)  
xx

xee xx

x sin

2
lim

0 

 


. Ответ: 2 . 

з)  
2

0

12ch
lim

x

x
x




. Ответ: 2 . 

и)  
2

0

cosln
lim

x

ax
x

.        Ответ: 
2

2a
 . 

к) 
xx

xx
x arcsin

22sin
lim

20




.        Ответ: 
3

4
 . 

л) 
)1(ln

tg
lim

3
0 x

xx
x 




.        Ответ: 
3

1
. 

м) 




 

 x
x

x

1
ctglim

0
.        Ответ:  . 
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н) 










2

0

1

sin

1
lim

xxxx
.       Ответ: 

6

1
. 

о) 









 xxx

1

arctg

1
lim

0
.       Ответ: 0 . 

п) x

x x

x cos1

1

0

sin
lim 







 .        Ответ: 

3

1

e
. 

р)   xx

x
x

1

2lim 


.        Ответ: 2 . 

с)   xx

x
xe

1

0
lim 


.        Ответ: 
2e . 

7. Установить эквивалентность функций 
2

cos1
2x

x   и 
24

4x
  при 0x . 

8. Показать, что 
x

x
x

x sin

1
sin

lim

2

0





 не может быть вычислен по правилу  

Лопиталя, и найти его.   

Ответ:  0 . 

 
Занятие 30 

 
Формула Тейлора 

 

Пример 1. Разложить многочлен 532)( 23  xxxxP  по степеням 

2x , пользуясь формулой Тейлора. 

∆ Запишем формулу Тейлора при 2
0
x : 

n

n

n

Rx
n

P
xx

P
x

P
PxP 





 )2(

!

)2(
...)(

!2

)2(
)2(

!1

)2(
)2()(

)(

2

0
. 

;8)2(;46)(;7)2(;343)(;11)2( 2  PxxPPxxxPP  

.6)2(;6)(  PxP  

Все остальные производные равны нулю. Подставляя найденные значе-

ния производных в формулу Тейлора, получаем  
32 )2()2(4)2(711)(  xxxxP . 

В данном случае 0
3
R . ▲ 

Пример 2. Представить функцию xy tg  по формуле Маклорена до чле-

на с 
3x  включительно с остаточным членом в форме Пеано. 

∆ Найдем производные функции xxf tg)(   до третьего порядка вклю-

чительно: x
x

xf 2

2
cos

cos

1
)(  ; xxxf sincos2)( 3  

; xxxxf 224 cos2sincos6)(   . 

Отсюда получаем 2)0(,0)0(,1)0(,0)0(  ffff . По формуле 
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Маклорена с остаточным членом в форме Пеано имеем )(
3

tg 3
3

xo
x

xx  . 

Заметим, что 0)0()4( f , т. к. функция xtg  является нечетной. Поэтому можно 

записать )(
3

tg 4
3

xo
x

xx  .  ▲ 

Пример 3. Разложить по формуле Маклорена до )( 12 nxo  функцию 

xxxf 22 cos)(  . 

∆ Как известно,  

)(
)!2(

2
)1(

)!22(

2
)1(...

!4

2

!2

2
12cos 122

222
14

4
2

2



 


 nn

n
n

n
n xox

n
x

n
xxx . 

Следовательно,  )2cos1(
2

cos
2

22 x
x

xx  












 


 )(

)!22(

2
)1(...

!4

2

!2

2
1

22
1222

22
14

4
2

222
nn

n
n xox

n
xx

xx
 

).(
)!22(

2
)1( 122

32

2

12 




 


 
nk

kn

k

k xox
k

x   ▲ 

Пример 4. Разложить по формуле Тейлора по степеням )1( x  до 

))1(( nxo   функцию 
32

4
)(

2 


xx
xf . 

∆ Как известно,  

)(...1
1

1 2 nn xoxxx
x




,  )()1(...1
1

1 2 nnn xoxxx
x




. 

Следовательно, 












 2)1(

1

1

1

3

1

)1)(3(

4

32

4
2 xxxxxxx

 








 




















n

nxxx
xxx 2

)1(
...

2

)1(

2

1
1

2

1

2

1
1

1

2

1

2

1
1

1

2

1

2)1(

1
2

2








 






 ))1((

2

)1()1(
...

2

)1(

2

1
1

2

1
))1((

2

2

n

n

nn

n xo
xxx

xo  

))1(()1(
2

)1(1

2

1

0

nk
n

k
k

k

xox 


 


.  ▲ 

Пример 5. Используя основные разложения, представить функцию 

xxf cosln)(   по формуле Маклорена до члена с 
4x  включительно. 

∆ Пользуясь разложением косинуса, получим  

)1(ln)(
242

1ln)(cosln 5
42

txo
xx

x 




  , 

где )(
242

5
42

xo
xx

t  . Теперь воспользуемся разложением логарифма 
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




 

2

5
42

5
42

3
32

)(
2422

1
)(

242
)(

32
)1(lncosln xo

xx
xo

xx
to

tt
ttx  

)(
122

)(
8242

)( 5
42

5
442

5 xo
xx

xo
xxx

xo  . (Очевидно, что 

)(
3

5
3

xo
t
 ). ▲ 

Пример 6. Вычислить приближенно 9cos , ограничившись тремя члена-

ми формулы Тейлора. Оценить допущенную при этом погрешность. 

∆  
6

)6(

42

20
)(cos

!6

1

20!4

1

202

1
1

20
cos9cos 





 





 





 




x

x . 

98769,0
204

1

202

1
19cos

42






 





  . 

Оценим допущенную погрешность:  

5

66

10
20!6

1
cos

20!6

1 




 





  . ▲ 

Пример 7. Оценить погрешность приближенной формулы  

32
)1(ln

32 xx
xx   при  2,0x . 

∆ Остаточный член формулы Тейлора 
4

43

3 )1(4

)1(
)(

x

x
xR




 ,  10  . При 

2,0x  найдем 0004,0
4

2,0
)(

4

3
xR . ▲ 

Пример 8. Оценить абсолютную погрешность приближенной формулы 

)(
!

...
!2

1
2

xP
n

xx
xe

n

n
x   при 10  x . 

∆ Оценим 10,
)!1(

)(
1




 


x
n

n
e

n

x
xR . 

)!1(
3

)(



n

xR
n

. ▲ 

Пример 9.  Вычислить 
xx

ex
x

x tg

cos
lim

3

2

0

2







. 

∆  Исходя из вида знаменателя, можно предположить, что определяющую 

роль при вычислении этого предела должны играть члены четвертого порядка 

малости по сравнению с x : 














 ))((

)(
82

1)(
242

1
lim

tg

cos
lim

3

4
42

4
42

0
3

2

0

2

xoxx

xo
xx

xo
xx

xx

ex
x

x

x
 

12

1

)(

)(
12lim

44

4
4

0







 xox

xo
x

x
. 
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Заметим, что в числителе вместо )( 5xo  мы записали )( 4xo , что в нашем 

примере является допустимым. ▲ 

Пример 10. Вычислить 
)tg(

1
2

0 2
coslim

xxx

x

x
x









  . 

∆ Обозначим выражение под знаком предела через y  и прологарифмиру-

ем его: 









 






 




 )tg(

2
cosln

limlnlim;
2

cosln
)tg(

1
ln

2

00

2

xxx

x
x

y
x

x
xxx

y
xx

 

8

1

)(
3

)(
24lim

)(
3

)(
!4

1ln

lim
5

4

4
4

0
4

3

4
4

0












 






 




xo
x

xo
x

xxo
x

xx

xo
x

xx

, 

8

1)tg(

1
2

0 2
coslim e

x
x

xxx

x






 




.  ▲ 

Пример 11. Используя метод неопределенных коэффициентов, предста-

вить функцию xy tg  формулой Маклорена до члена с 
5x . 

∆ Поскольку функция xtg  нечетная, то ее разложение в окрестности точ-

ки 0x  имеет вид )(tg 653 xoCxBxAxx  . Так как  

)(
!4!2

1

)(
!5!3

cos

sin
tg

5
42

6
53

xo
xx

xo
xx

x

x

x
x




 , 

то 






  )(

!4!2
1))(()(

!5!3
5

42
6536

53

xo
xx

xoCxBxAxxo
xx

x ,

)(
2!42

)(
!5!3

6536
53

xox
BA

Cx
A

BAxxo
xx

x 




 





  . 

Отсюда, приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x , нахо-

дим 
15

2
,

3

1
,1  CBA . 

Таким образом, 0),(
15

2

3
tg 65

3

 xxox
x

xx .  ▲ 

 

Дополнительные задачи 

 

1. Многочлен 1432)( 234

4
 xxxxxP  разложить по степеням )1( x . 

Ответ: 
432

4
)1()1(2)1(3)1(41)(  xxxxxP . 
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2. Применив непосредственно формулу Тейлора, разложить функцию 

xxf )(  по степеням )1( x  до ))1(( 2xo . 

Ответ: ))1(()1(
8

1
)1(

2

1
1 22  xoxxx . 

3. Разложить по формуле Тейлора в окрестности точки 
0

x  до 
nxxo )(

0
  

функцию 2,
1

12
)(

0





 x

x

x
xf .  

Ответ: ).)2()2()1(3)(
1

nk
n

k

k xoxxf  


 

4. Вычислить приближенно (взяв два члена разложения в формуле  

Маклорена) 3 10 .   

Ответ:  17,2 . 

5. Функцию 
a

x
axf ch)(  , 0a  в окрестности точки 0x  прибли-

женно заменить параболой второго порядка. 

Ответ:  0),(
2

)( 2
2

 xxo
a

x
axf . 

6. Вычислить пределы: 

а)  
4

0

3sin2tg
lim

x

xxx
x




;  б)  
)sin1(ln

cos11
lim

4

2

0 x

xx
x 




.  

Ответ: а) 0 ;  б) 
3

1
. 

7. Известно, что )(xf  – многочлен четвертой степени, причем 1)1( f , 

2)1( f , 0)1( f , 12)1()1( )4(  ff . Найти )2(f   и )0(f  . 

Ответ:  18)2( f , 0)0( f . 

8. Для функции 2

2

)(
x

exf


  найти )0()10(f .  

Ответ: 945 . 

 

Занятие 31 
 

Исследование функций с помощью производных 

 

Пример 1. Найти промежутки возрастания и убывания функции 

2

1
)(

x
xxf   и точки экстремума. 

∆ Область определения функции );0()0;(  x . На каждом из 

бесконечных интервалов функция дифференцируема 
3

3

3

22
1)(

x

x

x
xf


 .  
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0)(  xf  при 3

0
2x . Точка 3

0
2x  разбивает область определения данной 

функции на три интервала: )2;0(),0;( 3  и );2(3  . В каждом из интерва-

лов производная сохраняет постоянный знак. 

 

 

 

 

 

 

 

На интервалах )0;(  и );2(3   функция возрастает. На интервале 

)2;0( 3  функция убывает. Точка 3 2x  является точкой минимума. 

Замечание. Поскольку )(xf  непрерывна в точке 3 2x , то эту точку 

можно присоединить и к промежутку возрастания, и к промежутку убывания 

функции. Окончательно функция возрастает на промежутках )0;(  и );2[3   и 

убывает на промежутке ]2;0( 3 . В точке 3 2x  функция достигает минимума. ▲ 

Пример 2. Найти промежутки возрастания, убывания и точки локальных 

экстремумов функции:  1) 
32 )1()1()(  xxxf ;  2) 3 2)1(1)(  xxf . 

∆ 1) Функция определена, непрерывна и дифференцируема на );(  . 

)15()1()1()( 2  xxxxf . 
5

1
,1,1,0)(

210
 xxxxf . Определя-

ем знаки производной на интервалах 










 1;

5

1
,

5

1
;1),1;(  и );1(  . 

 

 

 

 

 

 

 

0)(  xf  на следующих промежутках: )1;(  ; 






5

1
;1 ; );1(  . Так как 

точки 1;
5

1
;1  являются точками непрерывности функции, то функция возрас-

тает на промежутках 




 

5

1
;  и );1[  . Функция убывает на промежутке 





 1;
5

1
. Точка 

5

1
x  является точкой максимума функции, точка 1x  является 

точкой локального минимума. 

    ― 

0  
3 2  

))(( xfx   

      
― 

1  
5

1  1  
))(( xfx   
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2) Функция непрерывна при всех значениях x . 
3 1

1

3

2
)(




x
xf . 

 

 

 

 

 

В точке 1x  производная не существует. Но так как в этой точке функ-

ция непрерывна, то функция возрастает на промежутке ]1;( , функция убы-

вает на промежутке );1[  . Точка 1x  является точкой локального макси-

мума (острый максимум). ▲ 

Пример 3. Доказать, что при 10  x  справедливо неравенство 

6
arctg

3x
xx  . 

∆  Рассмотрим  функцию  
6

arctg
3x

xxy  .  Ее  производная имеет вид 

)1(2

)1(

2
1

1

1
2

222

2 







x

xxx

x
y . 

Функция непрерывна на ]1;0[  и ее производная 0)(  xy , если )1;0(x , 

следовательно, на отрезке ]1;0[  функция убывает. Тогда 0)0()(  yxy , или 

0
6

arctg
3


x

xx  для любого ]1;0(x . Значит, 
6

arctg
3x

xx   при 

]1;0(x .  ▲ 
 

Пример 4. Найти экстремумы функции 1036152)( 23  xxxxf . 

∆ Находим производную функции )3)(2(636306)( 2  xxxxxf , 

0)(  xf  при 3,2
21
 xx . Эти точки являются критическими. Экстремумы 

могут быть только в этих точках. 

 

 

 

 

 

Так как в окрестности 2
1
x  знак первой производной при увеличении x  

изменяется с «+» на «–», то 2
1
x  является точкой максимума. Для точки 3

2
x  

знак первой производной изменяется с «–» на «+», т. е. 3
2
x  – точка миниму-

ма. Тот же результат можно получить, используя вторую производную. Найдем 

вторую производную и вычислим значения второй производной в критических 

точках:  3012)(  xxf ,  06)2( f   и  06)3( f ,  т. е.  2
1
x  –  точка  

 

  ― 

1 

))(( xfx   

    ― 

2  3  

))(( xfx   
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максимума, а 3
2
x  – точка минимума. Вычислив значения функции в точках 

2
1
x  и 3

2
x , найдем экстремумы функции: максимум 18)2( f  и 17)3( f . ▲ 

Пример 5. Исследовать на экстремум функцию 3 2)2)(1()(  xxxf . 

∆ Функция определена и непрерывна при всех Rx . 

2,1,
)2()1(3

34
)(

3 2





 xx

xx

x
xf . 

В точках 1x  и 2x  производная не существует. Таким образом, функция 

имеет три критические точки: 2,
3

4
,1

321
 xxx . При переходе через точку 

1x  производная не меняет знака, поэтому критическая точка 1
1
x  не является 

точкой экстремума. При переходе через точку 
3

4
2
x  производная меняет знак с  

« – » на « + », поэтому в точке 
3

4
2
x  функция имеет минимум. При переходе через 

точку 2
3
x  производная меняет знак с «+» на «–», поэтому 2

3
x  – точка острого 

максимума. Минимум функции равен 
3

4

3

4 3






f , а максимум  – 0)2( f . ▲ 

Пример 6. Найти экстремумы следующих функций:  

1) 









;0при

,0при2

xx

xx
y   2)  










.0при

,0при22

xx

xx
y  

∆ 1) Производная 









0при1

,0при2

x

xx
y  

данной функции существует во всех точках, кроме 

0x . В точке 0x  функция непрерывна и про-

изводная меняет знак с « – » на « + ». Поэтому в 

точке 0x  функция имеет минимум и он равен 

0)0( y  (рис. 19). 

2) Производная 









0при1

,0при2

x

xx
y   

меняет знак при переходе через точку 0x  с « – » 

на « + ». Здесь минимума нет (рис. 20).  

В точке 0x  функция не является непре-

рывной, и поэтому нельзя пользоваться первым до-

статочным условием экстремума. ▲ 

Пример 7. Исследовать на экстремум 

функцию xxxf cosch)(   в точке 0x . 

∆ Определим порядок первой отличной от 

нуля производной в точке 0x : 

 

y  

x  0  

Рис. 19 

y  

x  0  

Рис. 20 

2  
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0)0(,sinsh)(  fxxxf ;  

0)0(,cosch)(  fxxxf ; 0)0(,sinsh)(  fxxxf ;  

02)0(,cosch)( IVIV  fxxxf . 

Так как первой отличной от нуля производной в точке 0x  оказалась 

производная четного порядка, принимающая положительное значение, то в 

этой точке минимум: 2)0( f .  ▲ 

Пример 8. Построить график функции 
2

34

34
x

xx
y   с помощью про-

изводной первого порядка. 

∆ 1. Функция определена Rx . 

2. Данная функция – функция общего вида. 

3. Найдем нули функции:   

0
3

1

4

1 234  xxx ,  01243 234  xxx ,  01243 234  xxx , 

0)1243( 22  xxx , 4,1,0
32,1

 xx , 8,2
4
x . 

Возьмем также две дополнительные точки, например:  

4

9
)3(,

12

13
)1(  ff . 

4. Находим производную: )2)(1(2)( 23  xxxxxxxf . 

Критическими точками функции являются точки 2,0,1
321
 xxx . 

Найденные критические точки разбивают числовую прямую на четыре 

интервала. Находим знаки производной )(xf   на этих промежутках. 

 

 

 

 

 

 

Результаты исследования заносим в таблицу. 
 

x  )1;(   1  )0;1(  0  )2;0(  2  );2(   

)(xf   – 0  + 0  – 0  + 

)(xf  
 

12/5

min


 

 

0

max
 

 

3/8

min


 

 

 

По этим данным строим график искомой функции (рис. 21). 

 

 

 

    ― 

2  0  

))(( xfx   
― 

1  
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Дополнительные задачи 
 

 

1. Определить интервалы монотонности функций: 

а) 533  xxy ; б) 
x

x
y

12 
 ; в)  xxy ln2 2  . 

Ответ:  а) на )1;(   и );1(   функция возрастает, на )1;1(  –  убы-

вает;  б) на )1;(   и );1(   функция возрастает, на )0;1(  и )1;0(  – убы-

вает;  в) на  2/1;0  функция убывает, на  ;2/1  – возрастает. 

2. При каких значениях параметра a  функция xxaxxf cos4sin3)(   

возрастает на всей числовой прямой.  

Ответ: 5a . 

3. Доказать, что 0,1  xxex
. 

4. Исследовать на экстремум следующие функции:  

а) 
32 )1( xy  ; б) 

2

2 8

2 x

x
y  ; в) 

xexy  2
. 

Ответ: а) 1)0(
max

 yy ; б) 4)2(
min

 yy ; в) 0)0(
min

 yy , 

2max

4
)2(

e
yy  . 

5. Найти максимумы и минимумы функции  









.0,ln

,0,
)(

xxx

xx
xf  

Ответ: Максимум  – 0y  при 0x ,  минимум  – 
e

y
1

  при 
e

x
1

 . 

 

 

x  

y  

0  

1 2  3  

1 

1  
1  

2  

2  

3  

2  3  

Рис. 21   ▲ 
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6. Пользуясь второй производной, выяснить характер экстремумов функ-

ции xxy 2cossin2  . 

Ответ: 
6


x  и 

6

5
x  – точки максимума, 

2


x  и 

2

3
x  – точки ми-

нимума.  2T . 

7. Исследовать на экстремум в точке 0x  функцию 
!4!2

1cos
42 xx

xy  . 

Ответ:  точка 0x  является точкой максимума. 

8. Построить график функции xxy 123   с помощью производной пер-

вого порядка. 

 Ответ: рис. 22. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Занятие 32 

 
Исследование функций и построение графиков 

 

Пример 1. Найти интервалы выпуклости и точки перегиба функции 

143)( 34  xxxf . 

∆ Функция )(xf  дифференцируема в каждой точке числовой прямой, 






 

3

2
362436)(,1212)( 223 xxxxxfxxxf . 

 

 

 

    ― 

3

2
 0  

))(( xfx   

y  

x  

)16,2(  

)16,2(   

0  2  12  2  12  

Рис. 22 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



185 

 

Так как 0)(  xf  при 0x  и 
3

2
x , 0)(  xf  при )0;(x  и 








3

2
;0x  и )(xf  непрерывна в точках 0x  и 

3

2
x , то функция )(xf  на 

промежутках )0;(  и 




 ;

3

2
 является выпуклой вниз, на промежутке 

2
0;

3

 
 
 

 – выпуклой вверх, а точки 0x  и 
3

2
x  являются точками перегиба 

этой функции. ▲ 

Пример 2. Найти интервалы выпуклости и точки перегиба следующей функ-

ции: 

3

2

)1(
)(




x

x
xf . 

∆ Функция дифференцируема при всех Rx , кроме 1x , причем  

,
)1(

)2(
)(

4




x

xx
xf

55

2

)1(

))32(())32((
2

)1(

14
2)(











x

xx

x

xx
xf . 

В точках 32x  вторая производная равна нулю, а в точке 1x  она не 

существует. 

 

 

 

 

 

На интервалах )32;(   и )1;32(   функция выпукла вверх, на 

интервалах )32;32(   и );1(   функция выпукла вниз. Точки 

32x  являются точками перегиба функции. (В точке 1x  функция не 

определена, поэтому эта точка не является точкой перегиба функции). ▲ 

Пример 3. Определить, является ли точка 0x  точкой перегиба функции 

6
sin)(

3x
xxxf  . 

∆  
2

1cos)(
2x

xxf  , 0)0(,sin)(  fxxxf ; 

0)0(,1cos)(  fxxf ; 0)0(,sin)( )4(

)0(

)4(  fxxf ; 

01)0(,cos)( )5()5(  fxxf . 

Так как 5 – нечетное число, точка 0x  является точкой перегиба для 

функции )(xf . ▲ 

Пример 4. Найти асимптоты графика функции 
x

xx
xf

22
)(

2 
 . 

∆ Функция определена для всех x , кроме 1x . Вычислим пределы:  

    ― 

1 

))(( xfx   
― 

32   32   
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


 x

xx
x

22
lim

2

0
,   


 x

xx
x

22
lim

2

0
. 

Следовательно, прямая 0x  – двусторонняя вертикальная асимптота 

графика функции. Для нахождения 

наклонных асимптот графика предста-

вим данную функцию в виде  

x
x

x

xx
xf

2
2

22
)(

2




 . 

Так как 0
2


x
 при x , то из 

определения наклонной асимптоты сле-

дует, что прямая 2 xy  является дву-

сторонней наклонной асимптотой гра-

фика указанной функции. Поскольку 

0
2


x
 при 0x , кривая графика лежит 

выше асимптоты при x  и ниже ее 

при x  (рис. 23). ▲ 

Пример 5. Найти асимптоты графика функции 
2

)(
2 


x

x
xf . 

∆ Функция непрерывна на всей числовой прямой, поэтому вертикальных 

асимптот нет. Найдем наклонные асимптоты bxky  : 

0
2

1
lim

)(
lim

22,1





 xx

xf
k

xx
. 
















 .  при  1

,  при 1

2
1

lim
2

lim))((lim

2

22,1
x

x

x
x

x

x

x
xkxfb

xxx

 Следовательно, график функции 

имеет две наклонные (горизонтальные) 

асимптоты: правостороннюю – 1y  и 

левостороннюю – 1y . Так как 

1
2

1
2


x
, график функции располо-

жен относительно своих асимптот сле-

дующим образом (рис. 24). ▲ 

Пример 6. Построить график 

функции 3 2)1()(  xxxf .  

∆ 1. Функция определена Rx . 

2. Функция не является четной, нечетной или периодической (это функ-

ция общего вида). 

y  

x  0  2  

2  

Рис. 23 

y  

x  0  

1 

1  

Рис. 24 
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3. График функции проходит через начало координат, т. к. 0)0( f ; кро-

ме того, 0)1( f . 

4. Производная функции 
3 2 )1(3

13
)(






xx

x
xf . Критическими точками 

функции являются 
3

1
1
x  (в ней производная обращается в нуль) и точки 

0
2
x  и 1

3
x  (в этих точках производная бесконечна). Эти точки разбивают 

область определения функции на интервалы )0;( , 
1

0;
3

 
 
 

, 
1

;1
3

 
 
 

 и );1(  . 

Исследуем знак производной на этих промежутках. Результаты исследования 

заносим в таблицу. 

 

x  )0;(  0  
1

0;
3

 
 
 

 
1

3
 

1
;1

3

 
 
 

 1 );1(   

)(xf   +   + 0  –   + 

)(xf  
 нет экст. 

0  
 

53,0

max

  
 

0

min
 

 

 

5. Находим 
3 45 )1(9

2
)(






xx
xf . Вторая производная не обращается в 

нуль, а в точках 0
1
x  и 1

2
x  не существует. Эти точки являются точками 

возможного перегиба. Составим таблицу. 
 

x  )0;(  0   1;0  1 );1(   

)(xf   + не сущ. – не сущ. – 

)(xf  выпукла 

вниз 

перегиб 

0  

выпукла 

вверх 

нет перегиба  

0  

выпукла 

вверх 

 

6. Ввиду непрерывности функции вертикальных асимптот нет. Найдем 

наклонные асимптоты: 

1
1

1
)1(

lim
)(

lim 3

23 2






 




 xx

xx

x

xf
k

xx
,   


))((lim xkxfb

x
 

.
3

2

)1()1(

)1(
lim))1((lim

23 23 42

32

3 2 





 xxxxxx

xxx
xxx

xx
 

 График функции имеет двустороннюю наклонную асимптоту 

3

2
 xy . 
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Строим график функции (рис. 25). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

Дополнительные задачи 
 

1. Найти интервалы выпуклости функции xxf arctg)(  . 

Ответ:  выпукла вверх при 0x  и выпукла вниз при 0x . 

2. При каких a  кривая 1
2

3 234  xaxxy  выпукла вниз для всех Rx ? 

Ответ:  2a . 

3. Найти точки перегиба функций: а) ;
1

4)( 2

x
xxf   б) 

xexxf  )1()( 2
. 

Ответ:  а) 
2

23

x ; б) 3x  и 1x . 

4. Каким условиям должны удовлетворять коэффициенты ba,  и c , чтобы 

функция exdxcbxxaxf  234)(  имела точки перегиба? 

Ответ: cab 83 2  . 

5. Найти асимптоты графиков функций: 

а) ;
ln

)(
x

x
xxf   б) 

x

x
xf

21
)(


 ; в) xxxf arctg2)(  . 

Ответ:  а) 0x  и xy  ;  б) 0x ; 1y  – правосторонняя асимптота, 

1y  – левосторонняя асимптота;  в)  xy  – правосторонняя асимптота и 

 xy  – левосторонняя асимптота. 

 

y  

x  0  

53,0  

1 

3

1
 

3

2
 1 

Рис. 25   ▲ 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



189 

 

6. Исследовать функцию и построить ее график 
2

3




x

x
y . 

Ответ:  рис. 26. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7. Построить графики функций: 

1)  
2

2




x

x
y ;  2) 3 2 )3( xxy  ;  3) xxy 2ln ;  4) 

21

2
arcsin

x

x
y


 ;  

5) 
24 xxey  . 

 

Занятие 33 
 

Задачи на наименьшее и наибольшее значения функции 

 

Пример 1. Найти наименьшее и наибольшее значения функции 

xxxf 4
3

4
)( 3   на отрезке ]2;0[ . 

∆ Найдем критические точки функции: 044)( 2  xxf ; 1x . Вычис-

лим значения функций в критических точках, принадлежащих интервалу )2;0(  и 

на концах отрезка: 
3

8
4

3

4
)1( f , 0)0( f , 

3

8
8

3

32
)2( f . Наименьшее 

значение функции – 
3

8
)1( f , наибольшее значение функции – 

3

8
)2( f .  ▲ 

Пример 2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 

432)( 23  xxxy  на промежутке )3;1[ . 

∆ Находим критические точки функции: )1(666)( 2  xxxxxy . 

1,00
21

 xxy . В промежутке )3;1[  нет критических точек. В этом 

промежутке производная отрицательна, следовательно, функция строго  

 

1 xy  

y  

x  0  

)33,3(  

2x  

1 xy  

Рис. 26 
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убывающая. Наибольшее значение функции равно 1)1( y . Наименьшего 

значения функции не существует (точка 3 не принадлежит промежутку). ▲ 

Пример 3.  Найти наименьшее и наибольшее значение функции 

23)( 2  xxxf  на отрезке ]10;10[ .  

∆ Находим производную 2,1),23(sign)32()( 2  xxxxxxf ; 

отсюда получаем точки, подозрительные на экстремум:  ,2,1,
2

3
321
 xxx  

10,10
54
 xx .  

Сравнивая между собой числа ,132)(,0)(,0)(,
4

1
)(

4321
 xfxfxfxf  

,72)(
5
xf  приходим к выводу, что наибольшее значение функции равно 132 , 

а наименьшее –  0 .  ▲ 

Пример 4. Определить размеры открытого бассейна с квадратным дном 

объемом 32 м3 так, чтобы на облицовку его стен и дна пошло наименьшее ко-

личество материала. 

∆ Из соображений геометрического характера можно утверждать, что за-

дача имеет хотя бы одно решение. Пусть сторона основания x , а высота y .  

Тогда объем V  бассейна будет равен 322  yxV , а облицовочная поверх-

ность в бассейне равна xyxS 42  , или 
x

xS
1282  . 

Исследуем полученную функцию на минимумы в промежутке );0(  : 

2

128
2

x
xS  ; 0

128
2

2


x
x ; 4x . Найденная единственная точка дает 

наименьшее значение функции S  (проверять не нужно). Высота бассейна равна 

2
16

32
 . Итак, искомые размеры бассейна м4x  и м2y .  ▲ 

Пример 5. Найти радиус основания цилиндра наибольшего объема, вписан-

ного в шар радиусом R . 

∆ Пусть r  и h  – радиус основания и высота 

цилиндра, вписанного в шар радиусом R , V – объ-

ем цилиндра (рис. 27). Тогда hrV 2 , 

22
2

4
Rr

h
 , 

2222 rRrV  , где Rr 0 .  

Обозначим 
2rt  , тогда tRtV  22 , 

20 Rt  .  

Рассмотрим функцию  tRtV  2222 4 . 

Так как 0V , то функция )(tV  имеет на интерва-

ле );0( 2R  те же точки экстремума, что и функция 

0  

R  

2

h
 

r  

Рис. 27 
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)()(
4

32222

2

2

tfttRtRt
V




. Найдем критические точки функции )(tf : 

0
3

2
332)( 222 





  tRtttRtf . 

Это уравнение на );0( 2R  имеет единственное решение 
3

2 2

0

R
t  , причем 

при переходе через эту точку производная меняет знак с « + » на « – ». Следова-

тельно, точка 
0

t  является точкой максимума функции. Таким образом, при 

3/2
0

Rtr   функция V  принимает наибольшее значение, т. е. радиус ос-

нования цилиндра, вписанного в шар радиусом R  и имеющего наибольший 

объем, равен 3/2R . ▲ 

Пример 6. Стоимость эксплуатации катера, плывущего со скоростью 

V км/ч, составляет 
24,090 V  р./ч. С какой скоростью должен плыть катер, 

чтобы стоимость 1 км пути была наименьшей? 

∆ За время t  катер пройдет путь tVS  , а суммарные затраты за это 

время составят );0(,)4,090( 2  VtV . Тогда удельные затраты на 1 км 

пути равны  

V
VtV

tV

5

290)4,090( 2





.  

2

2

2 5

4502

5

290
,

5

290

V

V

V
yV

V
y


 . 

На промежутке );0(   функция y  имеет единственную критическую 

точку 15V . При переходе через эту точку производная меняет знак с « – » на 

« + ». Это точка минимума. Таким образом, стоимость одного км пути будет 

наименьшей, если катер будет плыть со скоростью 15 км/ч. ▲ 

Пример 7. На прямой между двумя источниками света силы F  и F8  

найти наименее освещенную точку, если расстояние между источниками 24 м. 

(Освещенность точки обратно пропорциональна квадрату расстояния от источ-

ника света). 

∆ Пусть расстояние от более слабого источника к искомой точке равно x . 

Тогда расстояние от более сильного источника к этой точке равно )24( x . 

Суммарная освещенность точки 
22 )24(

8

x

k

x

k
E


 . Тогда 







33 )24(

162

x

k

x

k
E  

33

22

33

33

)24(

)24()24(24()242(
2

)24(

)24(8
2

xx

xxxxxx
k

xx

xx
k









 . 

На интервале )24;0(  существует единственная критическая точка 8x . 

При переходе через эту точку производная меняет знак с «–» на «+». Это точка 

минимума. Таким образом, искомая точка расположена на расстоянии 8 м от 

более слабого источника. ▲ 
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Дополнительные задачи 
 

1. Найти наибольшее и наименьшее значения функции: 

1) ]5;1[,
3

3
 x

x

x
y .  Ответ: 2;

3

10
. 

2) ]4;2[,
32

3




 x
x

x
y .  Ответ: 5,4;8 . 

3) 




 


2

3
;0,2sinsin2 xxxy .  Ответ: 2;

2

33
 . 

2. Найти наибольшее значение функции  22)( 3  xxxxf  на  

отрезке ]3;0[ .  

Ответ: 21.  

3. Представить число 12  в виде суммы двух положительных слагаемых 

так, чтобы сумма куба первого слагаемого и утроенного второго слагаемого 

была наименьшей.   

Ответ: 1  и 11 . 

4. Из куска жести размером 3016  необходимо изготовить коробку (без 

крышки) наибольшего объема, вырезая равные квадраты по углам листа и затем 

загибая их для образования боковых стенок коробки. Найти высоту коробки.  

Ответ: 
3

10
. 

5. Из трех досок одинаковой ширины сколачивается желоб с поперечным 

сечением в виде равнобедренной трапеции. При каком угле наклона боковых 

стенок площадь поперечного сечения будет наибольшей?  

Ответ: 3/2 . 

6. Два корабля плывут с постоянными скоростями 20
1
V  км/ч и  

30
2
V  км/ч по прямым, угол между которыми 60  в направлении точки пере-

сечения этих прямых. Найти наименьшее расстояние между кораблями, если в 

начальный момент времени расстояния кораблей от точки пересечения прямых 

были соответственно 10 и 20 км.  

Ответ: 
7

215
км. 
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Занятие 34 
 

Контрольная работа  

«Производная и ее применение» 

 

Вариант 1 

 

1. Вычислить по правилу Лопиталя:  

а) 
)1(ln

32
lim

2

2

0 x

ee xx

x 

 


;  б) x

x
x ln

1

0
)3(sinlim


.  

Ответ: а) 3 ;  б) e . 

2. Используя формулу Тейлора, вычислить 
x

xxxx
x

3

23

0 sin

cos2sin2)1(ln
lim




. 

Ответ: 
2

3
 . 

3. Найти область возрастания функции 
54

2
2 




xx

x
y .  

Ответ: ]3;1[x . 

4. Найти точки экстремума функции 3 2)2()12(  xxy . 

Ответ: 1x  – точка максимума, 2x  – точка минимума. 

5. Найти интервалы выпуклости и точки перегиба функции 
xey arctg . 

Ответ: 
1

;
2

x
 

  
 

 – функция выпукла вниз, 
1

;
2

x
 

  
 

 – функция вы-

пукла вверх, 
1

2
x   – точка перегиба. 

6. Найти асимптоты графика функции: 

а) 
2

352 2






x

xx
y ; б) 342  xxy . 

Ответ: а) 2,12  xxy ;  б) 2,2  xyxy . 

7. Построить график функции 
22 )1(16  xxy  с помощью производной 

первого порядка.   

Ответ: рис. 28. 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

1 

2

1  1 0  

y  

x  

 
Рис. 28 
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8. Провести полное исследование функции 
2

2










x

x
y и построить ее 

график. 

Ответ: рис. 29. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Вариант 2 

 

1. Вычислить по правилу Лопиталя: 

а) 
2

2/ )2(

sinln
lim

 x

x
x

; б) 
xx

x
xe /1

0
)(lim 


. 

Ответ: а) 
8

1
 ;  б) 

2e . 

2. Используя формулу Тейлора, вычислить 
)1(ln

1cos22sin
lim

3

22

0 x

xxxe x

x 




. 

Ответ: 
3

8
 . 

3. Найти область возрастания функции 
106

3
2 




xx

x
y .   

Ответ: ]4;2[x . 

4. Найти точки экстремума функции 3 2)3()12(  xxy . 

Ответ: 2x  – точка максимума, 3x  – точка минимума. 

5. Найти интервалы выпуклости и точки перегиба функции 
2xey  . 

Ответ: 






 
2

1
;x  и 





  ;

2

1
x  – функция выпукла вниз, 

y  

x  0  

1  

2  






 

9

1
;2  

1y  

Рис. 29 
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







2

1
;

2

1
x  – функция выпукла вверх, 

2

1
x  – точки перегиба. 

6. Найти асимптоты графика функции 

а) 
1

552 2






x

xx
y ;  

б) 262  xxy .  

Ответ: а) 1,32  xxy ;   

б) 3,3  xyxy . 

7. Построить график функции 
386 xxy   с помощью производной пер-

вого порядка. 

Ответ: рис. 30. 

8. Провести полное исследование 

функции 
2

1
1 





 

x
y и построить ее график. 

Ответ: рис. 31. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 31 
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





9

1
;

2

3  

1y  

1 






 2;

2

1  

1  0  

y  

x  






 2;

2

1  

Рис. 30 
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