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ВВЕДЕНИЕ 

 

 Перед вами – вторая часть комплекса пособий в трех частях 

«Математика. Сборник тематических заданий с образцами решений». 
В пособии приводятся: 1) варианты индивидуальных заданий по тем 

разделам высшей математики, которые изучаются во втором семестре первого 

года обучения в техническом университете: «Комплексные числа», 

«Интегральное исчисление функций одной переменной», «Дифференциальное 

исчисление функций многих переменных», «Дифференциальные уравнения и 

системы дифференциальных уравнений»; 2)  подробные решения задач из 

типовых вариантов. 

Предлагаемые наборы тематических заданий включают в себя как 

стандартные (базовые) задачи, так и оригинальные (авторские) задания. При 

этом сложность базовых задач варьируется от простых до средних, доступных 

рядовому студенту. Задачи с оригинальной постановкой отмечены звездочкой 

(*) и отличаются большей технической сложностью исполнения и, таким 

образом, ориентированы как на студентов с высоким уровнем знаний, так и на 

тех, кто поставил целью совершенствовать и улучшать свои знания высшей 

математики. 

Большое количество разобранных задач с подробными решениями 

помогут следующим категориям студентов: а) нуждающимся в детальном 

разборе базовых задач; б) пропустившим по какой-либо причине аудиторное 

занятие; в) тем, кто хочет научиться решать задачи с нестандартной 

постановкой, отмеченные звездочкой. 

Авторы полагают, что составленные в 30 вариантах индивидуальные 

тематические наборы задач будут успешно использоваться: 

– для самостоятельной контролируемой работы студентов; 

– для подведения итогов при изучении соответствующего раздела высшей 

математики; 

– для проведения аудиторных занятий, самостоятельных и контрольных 

работ, зачетов и экзаменов. 
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1. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА 

 

1.1. Задания по теме «Комплексные числа» 

Задание 1 

Найдите сумму и разность данных комплексных чисел 
1z  и 2z  в 

алгебраической форме, произведение этих чисел – в тригонометрической 

форме, а их частное – в показательной форме. 

 

Варианты 

1) 






 





3

2
sin

3

2
cos4,22 21 iziz . 

2) 






 





4

3
sin

4

3
cos22,333 21 iziz . 

3) 






 





6
sin

6
cos6,322 21 iziz . 

4) 






 





2
sin

2
cos3,44 21 iziz . 

5) 






 





3

4
sin

3

4
cos2,33 21 iziz . 

6) 






 





4

3
sin

4

3
cos6,232 21 iziz . 

7) 






 





6

5
sin

6

5
cos4,344 21 iziz . 

8) 






 





3
sin

3
cos4,33 21 iziz . 

9) 






 





4

5
sin

4

5
cos8,33 21 iziz . 

10)   sincos3,88 21 iziz . 

11) 






 





3
sin

3
cos2,55 21 iziz . 

12) 






 





2

3
sin

2

3
cos5,434 21 iziz . 

13) 














 








 


6
sin

6
cos2,66 21 iziz . 
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14) 






 





6

7
sin

6

7
cos4,22 21 iziz . 

15) 






 








 


4
sin

4
cos,326 21 iziz . 

16) 






 





4
sin

4
cos6,933 21 iziz . 

17) 














 








 


4

3
sin

4

3
cos24,1535 21 iziz . 

18) 






 





6

7
sin

6

7
cos4,632 21 iziz . 

19) 






 





3

4
sin

3

4
cos22,623 21 iziz . 

20)   2sin2cos6,326 21 iziz . 

21) 






 





3

2
sin

3

2
cos2,33 21 iziz . 

22) 






 





3

5
sin

3

5
cos24,623 21 iziz . 

23)   sincos3,22 21 iziz . 

24) 
6

sin
6

cos,33 21





 iziz . 

25) 






 





3
sin

3
cos62,2222 21 iziz . 

26) 






 





3

5
sin

3

5
cos24,66 21 iziz . 

27) 






 





4

5
sin

4

5
cos2,2 21 iziz . 

28) 






 








 


4
sin

4
cos,3 21 izz . 

29) 






 








 


6

5
sin

6

5
cos,1 21 iziz . 

30) 
2

3
sin

2

3
cos,344 21





 iziz . 
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Задание 2 

Варианты 1–15 

Для данной последовательности  
n

z
 

комплексных чисел составьте 

последовательность  
n

zRe  и вычислите ее предел, если он существует. 

Варианты 16−30 

Для данной последовательности  
n

z
 

комплексных чисел составьте 

последовательность  
n

zIm  и вычислите ее предел, если он существует. 

 

Варианты 

1) 
in

in
zn 21

32




 .  2) 

in

in
z

n 




41

5
.   3) 4

1
n

i

n e
n

z



 . 

4) 
14

3
sh3

2 




nn

ni

zn
. 5) 

235

)ch(2

n

ni
zn




 .  6) 

in

in

n

n
zn

423

5
2

2





 . 

7) 
7

)92(
2 




in

inn
zn . 8) 

in

ni

zn 2
5

sh





 .   9) )1(
1

2 i
n

izn  .  

10) 
1

32






in

in
zn . 11) 

5

3

3

2
2

2







n

in

in

n
zn .  12) 

37

6
ch4

2 








 


nn

ni
i

zn . 

13) 
in

inn
zn

54

32
2

2




 . 14) 

2

2

2

53

in

in
zn




 .  15) 8

2 4

n
i

n e
n

in
z




 . 

16) 
in

in
zn 21

32




 .  17) 

in

in
z

n 




41

5
.  18) 4

1
n

i

n e
n

z



 .  

19) 
14

3
sh3

2 




nn

ni

zn . 20) 
235

)ch(2

n

ni
zn




 .  21) 

in

in

n

n
zn

423

5
2

2





 . 

22) 
7

)92(
2 




in

inn
zn . 23) 

in

ni

zn 2
5

sh





 .   24) )1(
1

2 i
n

izn  . 

25) 
1

32






in

in
zn . 26) 

5

3

3

2
2

2







n

in

in

n
zn .  27) 

37

6
ch4

2 








 


nn

ni
i

zn . 

28) 
in

inn
zn

54

32
2

2




 . 29) 

2

2

2

53

in

in
zn




 .  30) 8

2 4

n
i

n e
n

in
z




 . 
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Задание 3 

Выполните указанные действия с комплексными числами. Ответ 

запишите в алгебраической форме. 

 

Варианты 

1)
 

  1472

3

2

5

1

3

iii

i







.    2) 

  












2320

17

21

3

iii

i
. 

3)     
 2

88
633

1

2
1122

i

i
ii


 .  4) 

  

  i

i

ii

ii

21

2523542 25

24019 





.  

5) 
 25

2827

10

3

86

1213

i

ii

i

i 












.   6) 

  

   46

99

2
5

1

2

2354

i

i

i

ii 





. 

7) 
  

 
 315

23
1

5

2134



i

i

ii
.   8) 

  
 33716

2

12

31

ii

i




. 

9) 
 
  

















 26

25

271

41

32
i

ii

i
.    10) 


















33

1

34

43

52

25

ii

i

i

i
. 

11) 
 

i

ii

i

i










1

2

32

32
2

4940

.   12) 
   

   2
3

101104

22

112

121

iii

ii




. 

13) 
  

  212019

3

21

3

iiii

i




.   14)   2725251 8iii  . 

15) 
  
 

 36766

2

2

43

34
ii

i

i





.   16) 

 
 

 
























i

i

i

ii

2

21

1

2

3

2
5180

. 

17) 
 

  
192

29

2

324

1 i

ii

i

i 



.   18) 8

1

31
6

47

53














i

i
. 

19) 
 
  

















433

6

1

31
4

i

i
.    20) 

 
  

















289

495

5

51

i

i
. 

21) 
   

  
















221

317371

2

12

i

ii
.   22) 

  














3

201

9

7208

152

25

i

i

i

ii
. 
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23) 


























6

13 1

13

i

i
.     24) 

  
 221

115

2

432

i

ii




. 

25) 
 

  32

32
303321

3





iiii

i
.   26) 

 2
101

32

25

i

i




. 

27)  291
2

1
56

65












i

i

i
.   28) 

 
 3

2151311

3

32

i

iii




. 

29) 
  

 2

141312

2

13225





i

iiii
.   30) 

 
  155

32
3525150





ii

iii
. 

Задание 4 

Приведите графическое изображение множества комплексных чисел, 

удовлетворяющих указанным условиям. 

 

Варианты 

1) 1z ,  11  iz ,  








.5,1Im

,11

z

iz
 

2) 2z ,  23  iz ,  








.Re1

,23

zz

iz
 

3) 
2

1
z ,  

2

1
2  iz ,  












.1Im2

,
2

1
2

z

iz
 

4) 2z ,  2 iz ,   








.2

,2

iz

ziz
 

5) 2z ,  21  iz ,  












.
6

1
Im

,21

z

iz

 

6) 3z ,  32  iz ,   












.
2

1
Im

,32

z

iz

 

7) 2z ,  21  iz ,  








.4

,21
22 zz

iz
 

8) 2z ,  222  iz ,  








.2

,222
22 zz

iz
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9) 1z ,  11  iz ,  



















.11

,1
1

Re

iz

z  

10) 5z ,  542  iz ,  








.3Im1

,622

z

zz
 

11) 2z ,  25  iz ,  



















.
4

11
Im

,25

z

iz

 

12) 1z ,  11  iz ,  








.32

,11

ziz

iz
 

13) 
3

2
z ,  

3

2
22  iz ,  












.3Re

,
2

3
22

3

2

z

iz
 

14) 3z ,  323  iz ,  



















.
4

11
Re

,323

z

iz

 

15) 2z ,  2 iz ,   



















.
2

11
Im

,2

z

iz

 

16) 3z ,  32  iz ,  








.212

,32

iziz

iz
 

17) 3z ,  323  iz ,  








.323

,822

iz

zz
 

18) 2z ,  232  iz ,  








.1Im1

,3322

z

iz
 

19) 1z ,  14 z ,   













.
4

arg0

,14

z

z

 

20) 3z ,  32 z ,   



















.
2

11
Re

,32

z

z

 

21) 1z ,  12  iz ,  








.2Im

,12
2z

iz
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22) 2z ,  132  iz ,  








.5,1Im5,2

,2321

z

iz
 

23) 1z ,  144  iz ,  








.2Re3

,2441

z

iz
 

24) 2z ,  22 z ,   








.1Re

,22
2z

z
 

25) 2z ,  233  iz ,  















.
2

arg
4

,233

z

iz

 

26) 4z ,  421  iz ,  








.

,421

zz

iz
 

27) 1z ,  11  iz ,  



















.
3

11
Im

,11

z

iz

 

28) 1z ,  12  iz ,  



















.
3

11
Re

,12

z

iz

 

29) 2z ,  21  iz ,  








.2Re

,21

z

iz
 

30) 3z ,  32  iz ,   








.

,32

zz

iz
 

Задание 5 

Для данного набора чисел  nmlkz ,,,,  найдите  klz  и все значения 

корня n zm
2

. 

 

Варианты 

1) 4,8,
3

3
,10,

4

5
ctg

4

3
tg 





 nmlkiz . 

2) 4,4,
3

2
,8,

3

2
tg

4

3
сtg

2

1








 



 nmlkiz . 

3) 3,
4

1
,

2

1
,6,

3
tg

4

3
сtg8 







 



 nimlkiz . 

4) 5,4,
8

1
,4,

6

5
cos16

4

7
tg8 





 nimlkiz . 
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5) 3,81,
32

1
,4,

2

3
sin

2
сos3 







 



 nmlkiz . 

6) 3,
8

,4,8,sin8
3

2
cos

4

1



 n

i
mlkiz . 

7) 4,16,16,10,
3

2
sin

3

5
сos

16

1








 



 nmlkiz . 

8) 3,
4

1
,

34

1
,6,

3

2
sin

3

2
сos8 







 



 nmlkiz . 

9) 3,
16

,
64

3
,6,

3

2
tg

4

3
tg16 







 



 n

i
mlkiz . 

10) 3,
2

,
8

1
,8,

3

4
cos

6

7
sin16 







 



 n

i
mlkiz . 

11) 6,
2

1
,

3

1
,10,

2

5
sincos 


 nmlkiz . 

12) 4,81,2,8,
3

4
sin

3

2
cos 





 nmlkiz . 

13) 3,
4

,
16

1
,6,

6

5
cos

6

7
sin16 







 



 n

i
mlkiz . 

14) 5,4,
4

1
,6,

3
tg

4

7
tg8 







 



 nmlkiz . 

15) 3,3,
3

1
,4,

4

3
сtgtg3 







 
 nimlkiz . 

16) 3,,4,5,
2

сtg
4

3
сtg

8

1








 



 nimilkiz . 

17) 4,
4

1
,

24

1
,10,

3

2
tg

4

3
сtg4 







 



 nmlkiz . 

18) 3,8,
3

22
,6,

3

2
cos

6

5
sin

16

1








 



 nimlkiz . 

19) 6,
8

1
,

34

1
,6,

3

4
cos

6

7
sin32 







 



 nmlkiz . 

20) 6,
4

1
,

24

1
,8,

6
сtg

4

7
tg8 







 



 nmlkiz . 

21) 3,
16

,
2

1
,10,

3
cos

6

7
sin2 







 



 n

i
mlkiz . 
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22) 4,16,3,8,
6

7
сtg

4

5
tg

2

1








 



 nmlkiz . 

23) 3,
32

,
32

,6,
6

7
сtg

4

5
tg8 







 



 n

i
m

i
lkiz . 

24) 4,
16

1
,

4
,6,

3

4
sin

3

2
сos16 







 



 nm

i
lkiz . 

25) 3,
9

,
3

,4,
3

2
costg6 







 
 n

i
m

i
lkiz . 

26) 4,2,4,8,
3

cos
6

sin
4

1








 







 
 nmlkiz . 

27) 3,64,
22

,10,
3

cos
6

7
sin

16

1
















 



 nm

i
lkiz . 

28) 3,
4

,
8

,6,
3

sin
3

5
cos16 







 



 n

i
m

i
lkiz . 

29) 6,
16

1
,

332
,6,

4

7
sin

4
cos32 







 







 
 nm

i
lkiz . 

30) 4,
16

1
,

8
,9,

3
tg

4

3
ctg8 







 



 nm

i
lkiz . 

Задание 6 

1. Решите уравнения а)−в).  

2. Запишите уравнение окружности с центром в точке 0z , на которой 

лежит корень уравнения а). 

3. Вычислите расстояние от точки 
1

z  до точки 
2

z , где 
1

z  и 
2

z  − корни 

уравнения б). 

4. Найдите периметр треугольника с вершинами в точках 
321

,, zzz , где 
1

z , 

2
z  и 

3
z − корни  уравнения в). 

 

Варианты 

1) а) izi 31)2(  ; б) 032 2  izz ; в) 033 23  zzz . 

2) а) 5)32(  izi ; б) 0322  izz ; в) 0842 23  zzz . 

3) а) 43)2(  izi ; б) 0123 2  izz ; в) 053 23  zzz . 

4) а) izi  3)1( ; б) 0222  iziz ; в) 0685 23  zzz . 

5) а) 24)1(  izi ; б) 0225 2  iziz ; в) 01045 23  zzz . 

6) а) 117)4(  izi ; б) 0542  iziz ; в) 055 23  zzz . 
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7) а) 113)51(  izi ; б) 0432  izz ; в) 0542 23  zzz . 

8) а) izi 24)1(  ; б) 0134 2  izz ; в) 024207 23  zzz . 

9) а) 67)2(  izi ; б) 0145 2  izz ; в) 020228 23  zzz . 

10) а) 43)21(  izi ; б) 0522 2  iziz ; в) 050252 23  zzz . 

11) а) 24)3(  izi ; б) 0522  iziz ; в) 016166 23  zzz . 

12) а) 67)41(  izi ; б) 025 2  iziz ; в) 026258 23  zzz . 

13) а) izi  7)34( ; б) 0872  izz ; в) 052223  zz . 

14) а) izi 71)2(  ; б) 0383 2  izz ; в) 034214 23  zzz . 

15) а) 79)5(  izi ; б) 0274 2  izz ; в) 010823  zzz . 

16) а) 136)54(  izi ; б) 01362  iziz ; в) 0103  zz . 

17) а) izi 89)25(  ; б) 01062  iziz ; в) 0171523  zzz . 

18) а) izi  5)23( ; б) 0352 2  izz ; в) 0243 23  zzz . 

19) а) 13)3(  izi ; б) 0253 2  izz  в) 02793 23  zzz . 

20) а) izi 134)16(  ; б) 0652  izz ; в) 010136 23  zzz . 

21) а) izi 53)4(  ; б) 0189 2  izz ; в) 01375 23  zzz . 

22) а) izi 76)21(  ; б) 023 2  izz ; в) 020113  zz . 

23) а) izi 28)35(  ; б) 0542  izz ; в) 039257 23  zzz . 

24) а) izi 31)21(  ;  б) 022 2  iziz ; в) 015115 23  zzz . 

25) а) izi 67)4(  ; б) 0842  iziz ; в) 02652 23  zzz . 

26) а) izi 71)43(  ; б) 0962 2  iziz ; в) 015177 23  zzz . 

27) а) izi 319)3(  ; б) 048 2  iziz ; в) 0862 23  zzz . 

28) а) izi 47)32(  ; б) 0982  izz ; в) 01243 23  zzz . 

29) а) izi 311)5(  ; б) 0472 2  izz ; в) 032162 23  zzz . 

30) а) 97)3(  izi ; б) 0156 2  izz ; в) 02063  zz . 

Задание 7 

1. Найдите все корни многочлена )(
4

zP , зная, что 
1

z  – один из его 

корней. 

2. Запишите разложение многочлена )(
4

zP  на линейные множители. 

3. Разложите многочлен )(
4

zP
 

на линейные и неразложимые 

квадратичные множители на множестве  .  
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4. Рациональную дробь 
)(

1

4
zP

 

представьте в виде суммы простейших 

рациональных дробей. 

 

Варианты 

1) izzzzzzP  1,1830238)( 1
234

4 . 

2) izzzzzzP  1
234

4 ,12)( . 

3) 21,9983)( 1
234

4 izzzzzzP  . 

4) 2,424)( 1
234

4 izzzzzzP  . 

5) izzzzzzP  1
234

4 ,12)( . 

6) izzzzzzP 3,918102)( 1
234

4  . 

7 32,711125)( 1
234

4 izzzzzzP  . 

8) izzzzzzP  1,1830238)( 1
234

4 . 

9) 31,1682)( 1
34

4 izzzzzP  . 

10) 31,1682)( 1
34

4 izzzzzP  . 

11) izzzzzzP 2,16882)( 1
234

4  . 

12) izzzzzzP 2,16882)( 1
234

4  . 

13) izzzzzzP  2,5622)( 1
234

4 . 

14) izzzzzzP  2,514146)( 1
234

4 . 

15) izzzzzzP  1
234

4 ,12)( . 

16) izzzzzzP 21,1014114)(
1

234

4
 . 

17) 71,8292)( 1
234

4 izzzzzzP  . 

18) izzzzzzP  1,61094)( 1
234

4 . 

19) izzzzzzP 21,1516124)( 1
234

4  . 

20) izzzzzzP  2,5622)( 1
234

4 . 

21) izzzzzzP  4,8540228)( 1
234

4 . 

22) izzzzzzP 5,2510102)( 1
234

4  . 

23) izzzzzzP 6,6036166)( 1
234

4  . 

24) 
2

231
,12452)( 1

234
4

i
zzzzzzP


 . 

25) 7,182703310)( 1
234

4 izzzzzzP  . 
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26) izzzzzzP  1,4663)( 1
234

4
. 

27) izzzzzzP 2,121674)( 1
234

4  . 

28) izzzzzzP  1,141492)( 1
234

4 . 

29) 
2

191
,10342)( 1

234
4

i
zzzzzzP


 . 

30) 2,14492)( 1
234

4 izzzzzzP  . 

1.2. Образцы решений заданий по теме 

«Комплексные числа» 

Задание 1  

Найдите сумму и разность данных комплексных чисел iz 22
1

  и 








 





3
sin

3
cos4

2
iz  в алгебраической форме, произведение этих чисел – в 

тригонометрической форме, а их частное – в показательной форме. 

 

Решение 

Запишем число 2z  в алгебраической форме, вычислив значения 

тригонометрических функций:  

iiiz 322
2

3

2

1
4

3
sin

3
cos4

2

















 



 . 

Найдем сумму и разность чисел 1z  и 2z , записанных в алгебраической 

форме: 

iiizz )232(4)322()22(
21

 , 

iiizz )322()322()22(
21

 . 

Запишем 1z  в тригонометрической форме. Для этого найдем модуль и 

аргумент числа 1z : 

2

2

22

2
sin,

2

2

22

2
cos,22)2(2 22

1



z , 

4
arg 1


z . 

Следовательно, 














 








 


4
sin

4
cos22

1
iz . 

Найдем произведение и частное чисел 1z  и 2z , записанных в 

тригонометрической форме: 
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3
sin

3
cos

4
sin

4
cos422

21
iizz  








 



















 











 





12
sin

12
cos28

34
sin

34
cos28 ii , 
















 











 





34
sin

34
cos

4

22

2

1 i
z

z
 

i
ei 12

7

2

2

12

7
sin

12

7
cos

2

2















 












 
 . 

Ответ: izz )232(4
21

 ; izz )322(
21

 ; 








 





12
sin

12
cos28

21
izz ; 

i
e

z

z
12

7

2

1

2

2



 . 

Задание 2  

Для последовательности 
33

6
ch16

n

ni

z
n






 

комплексных чисел составьте 

последовательность  
n

zRe  и вычислите ее предел, если он существует. 

 

Решение  

Преобразуем nz , применив формулы 
2

ch
 


ii ee

i , 

 sincos iei
: 


























3

66

3

8

n

ee

z

nini

n
 
























 








 








 







6
sin

6
cos

6
sin

6
cos

3

8
3

n
i

nn
i

n

n
 

33 3

6
cos16

6
sin

6
cos

6
sin

6
cos

3

8

n

n
n

i
nn

i
n

n 










 











 . 

Следовательно, 0Im,
3

6
cos16

Re
3







nn

z
n

n

z . 
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Тогда  0
6

cos
3

1
lim16

3

6
cos16

limRelim
33















n

nn

n

z
nn

n
n

 как 

произведение бесконечно малой последовательности 








 33

1

n
 на 

ограниченную последовательность 








4
cos

n
. 

Ответ: 0. 

Задание 3  

Выполните указанные действия с комплексными числами 













ii

i 1

41

32
19

21

. 

Ответ запишите в алгебраической форме. 

 

Решение   

Преобразуем данное выражение, выполнив указанные действия: 

 
   































































ii

i

ii

i

iiii

ii

ii

i 1

41

321

1141

1321

41

321

41

32

244

54

19

21

 

  
  

i
ii

i
i

i

i

ii

ii

17

12

17

14

17

1214

17

1214

17

514

4141

4132
2
































 . 

Ответ: i
17

12

17

14
 . 

Задание 4 

Приведите графическое изображение множества комплексных чисел, 

удовлетворяющих указанным условиям: 

а) 2z ;  б) 221  iz ;  в) 








.4Im3

,221

z

iz
 

 

Решение  

а) Пусть iyxz  . Тогда 
22 yxz   и уравнение 2z  равносильно 

уравнению 
22222 22  yxyx . Таким образом, уравнение 2z  

есть уравнение окружности с центром в точке 0z  и радиусом 2 (рис. 1). 

б) Множество точек, удовлетворяющих условию 221  iz , 

представляет собой окружность с центром в точке iz 21  и радиусом 2 

(рис. 2). Действительно,  
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22

21)2()1(2121 yxyixiiyxiz  

 2)2()1(221 22 yxiz     222
221  yx . 

в) Множество точек, удовлетворяющих первому неравенству системы  

круг с центром в точке iz 21  и радиусом 2 (окружность не включается). 

Второе неравенство системы 4Im3  z  равносильно неравенству 43  y . 

Множество точек плоскости  xyx );( , 43  y  – полоса, параллельная оси 

Ox . Решением системы будет сегмент круга (рис. 3). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Задание 5 

Для данных чисел 
4

1
,6,

6

7
ctg

4

5
tg2 







 



 lkiz , 3,

2

1
 nm  

найдите  klz  и все значения корня n zm
2

. 

 

Решение   

Вычислив значения 1
4

tg
4

5
tg 





 и 3

6
ctg

6

7
ctg 





, запишем 

число z  в алгебраической форме: iiz 322)31(2  . Для выполнения 

дальнейших операций представим это число в тригонометрической форме. Для 

этого найдем его модуль и аргумент:  

    4322
22
z ; 

2

3

4

32
sin,

2

1

4

2
cos 





 ,  

3

4
arg


z  (рис. 4). 

Тогда 






 





3

4
sin

3

4
cos4 iz . 

Найдем     klz     по    формуле   Муавра 

x 

y 

  

32

 

2  

Рис. 4  

х
1 

2 

y 

2 

Рис. 1 

1 

2 

y 

x 

Рис. 2 

1 
 

2 

x 

y 
4 

3 

Рис. 3 
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      ninrirz nnn sincossincos  . 






















 














3

24
sin

3

24
cos

3

4
sin

3

4
cos4

4

1

4

1
)(

66

iizlz k

18sin8cos  i . 

Найдем все три значения корня третьей степени из числа 

84
2

1 22
zm . Для этого представим число 8  в тригонометрической 

форме и применим формулу для нахождения корней n -й степени из 

комплексного числа: 

  






 





n

k
i

n

k
rirz nnn 


2

sin
2

cossincos , 

где 1,,2,1,0  nk  ; 

  






 





3

2
sin

3

2
cos8sincos88 333 k

i
k

i ,  

где 2,1,0k . 

При 0k : 31
2

3

2

1
2

3
sin

3
cos2

1
iiiz 
















 



 , 

при 1k :   2sincos2
2

 iz , 

при 2k : 31
2

3

2

1
2

3

5
sin

3

5
cos2

3
iiiz 
















 



 . 

Корни 
321

,, zzz  лежат на окружности 

радиусом 2 в вершинах треугольника, вписанного в 

эту окружность (рис. 5). 

Ответ:   1
k

lz ; значения корня: 31
1

iz  , 

2
2

z , 31
3

iz  . 

Задание 6  

1. Решите уравнения: 

а) izi 24)1(  ; б) 0232 2  izz ; в) 01226 23  zzz . 

2. Запишите уравнение окружности с центром в точке 0z , на которой 

лежит корень уравнения а). 

3. Вычислите расстояние от точки 
1

z  до точки 
2

z , где 
1

z  и 
2

z  − корни 

уравнения б). 

4. Найдите периметр треугольника с вершинами в точках 
321

,, zzz , где 
1

z , 

2
z  и 

3
z − корни  уравнения в). 

 

x 

y 
1

z  

2 

2
z

3
z

Рис. 5 
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Решение  

1. а) Уравнение iziizi 24)1(24)1(   является линейным 

относительно z . Выразим z , применив правило деления комплексных чисел в 

алгебраической форме: 

i
i

i

iii

ii

ii

i

i
z 31

11

264

1

2244

)1()1(

)1()24(

1

24
2

2




















 . 

Ответ: iz 31 . 

1. б) Уравнение 0232 2  izz  является квадратным. Вычислим 

дискриминант:    251692243
2

 iD .  

Так как 0D , уравнение имеет комплексные корни, которые находятся 

по формуле 
4

253

22

3
2,1









iDi
z . 

Известно, что существуют два различных квадратных корня из любого 

комплексного числа. Найдем их для дискриминанта 25D : 








 





2

2
sin

2

2
cos5)sin(cos2525

k
i

k
iD , 

где  1;0k . 

При iiDk 5
2

sin
2

cos5:0 






 



 ,  

при  iiDk 5
2

3
sin

2

3
cos5:1 











 .  

Таким образом, 
24

53
1

iii
z 


    и   i

ii
z 2

4

53
2




 . 

Ответ: iz
2

1
1
 , iz 2

2
 . 

1. в) Разложим левую часть уравнения 01226 23  zzz  на 

множители, сгруппировав слагаемые следующим образом: 

)2()6()6(2)6(1226 2223  zzzzzzzz . 











.02

,06
0)2()6(

2

2

z

z
zz  

Очевидно, что 6
1

z   корень уравнения. Остальные корни 2z , 3z  

являются решениями уравнения 022 z :  








 





2

2
sin

2

2
cos2)sin(cos223,2

k
i

k
iz , 

 1;0k . 

При izk 2:0
2
 ,  при izk 2:1

3
 . 
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Ответ: izizz 2,2,6
321

 . 

 

2. Уравнение окружности с центром в точке 
0

z  и радиусом R  имеет вид 

Rzz 
0

. По условию 0
0
z . Так как корень iz 31

1
  уравнения а) лежит 

на окружности, то, подставив его в уравнение Rz  , найдем радиус R : 

Ri  103)1(31 22
. 

Итак, 10z  – искомое уравнение. 

Ответ: 10z . 

3. Расстояние между точками iz
2

1
1
  и iz 2

2
  равно величине 

5,2
2

5

2

5
0

2

5

2

1
2

2
2

12









 iiizz . 

Ответ: 2,5. 

 

4. Найдем периметр P  треугольника с вершинами в точках 6
1

z , 

iz 2
2
 , iz 2

3
 . 

   iiiizzzzzzP 26)2(226
313221

 19122382238262226  iii . 

Ответ:  19122  . 

Задание 7  

1. Найдите все корни многочлена 1284)( 24

4
 zzzzP , зная, что 

iz  1
1

 – один из его корней. 

2. Запишите разложение многочлена )(
4

zP  на линейные множители. 

3. Разложите многочлен )(
4

zP
 

на линейные и неразложимые 

квадратичные множители на множестве  .  

4. Рациональную дробь 
)(

1

4
zP

 

представьте в виде суммы простейших 

рациональных дробей. 

 

Решение  

1. Поскольку число iz  1
1

  корень многочлена )(4 zP , то и 

сопряженное ему число iz  1
2

 также является корнем )(4 zP . По следствию 

из теоремы Безу )(4 zP  делится без остатка на выражение 
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22)1()1()()( 2

21
 zzizizzzzz . 

Разделим многочлен )(4 zP  на 222  zz . 

12126

.0

12126

822
442

62

221284
22

2

2

23

23

2

224

234


















zz

zz

zzz
zzz

zz

zzzzz
zzz

 

Значит, )62()22()( 22

4
 zzzzzP .  

Корнями квадратного уравнения 0622  zz  являются числа 51 i . 

Следовательно, многочлен )(4 zP  имеет четыре корня: iz  1
1

,  iz  1
2

, 

51
3

iz  ,  51
4

iz  . 

Ответ: iz  1
2

,  51
3

iz  ,  51
4

iz  . 

 

2. Разложение многочлена )(4 zP  на линейные множители имеет вид 

  5151)1()1()(
4

izizizizzP  .  

Ответ:   5151)1()1()(
4

izizizizzP  . 

 

3. Квадратные трехчлены 62,22 22  zzzz  являются 

неприводимыми на множестве , поскольку имеют отрицательные 

дискриминанты. Следовательно, )62()22()( 22

4
 zzzzzP . 

Ответ: )62()22()( 22

4
 zzzzzP . 

 

4. Представим рациональную дробь 
)(

1

4 zP
 в виде суммы простейших 

рациональных дробей по следующей схеме: 








)62()22(

1

1284

1

)(

1
2224

4 zzzzzzzzP
 

6222 22 









zz

DCz

zz

BAz
, 

где DCBA ,,,   неопределенные коэффициенты.  
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 Найдем DCBA ,,, . Для этого простейшие дроби приведем к общему 

знаменателю. Затем приравняем числители полученной дроби и дроби 
)(

1

4 zP
:  

1)22()()62()( 22  zzDCzzzBAz . 

Известно, что два многочлена равны тогда и  только тогда, когда равны 

их коэффициенты при одинаковых степенях переменной. Запишем равенство 

коэффициентов в виде следующей системы уравнений относительно 

неизвестных DCBA ,,, . 


















126

,02226

,022

,0

:

:

:

:

0

1

2

3

DB

DCBA

DCBA

CA

z

z

z

z

     






















061226

,03
2

1
22

,3
2

1

,

BABA

BABA

BD

CA

    

   






















184

,
2

1
24

,3
2

1

,

BA

BA

BD

CA

     

 





















18
4

1

,
2

3
10

,3
2

1

,

BA

B

BD

CA

     
























.
20

1

,
20

1

,
20

1

,
20

3

D

C

A

B

 

Таким образом, подставив найденные коэффициенты, получим 






























)62

1

22

3

20

1

62

20

1

20

1

22

20

3

20

1

)(

1
2222

4 zz

z

zz

z

zz

z

zz

z

zP
. 

Ответ: 

















)62

1

22

3

20

1
22 zz

z

zz

z
. 
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2. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ  

ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

 

2.1. Задания по теме  

«Интегральное исчисление функций одной переменной» 

Задание 1 

Представьте рациональные дроби  xR1  и  xR2  в виде суммы 

простейших дробей с неопределенными коэффициентами. Для дроби  xR2  

найдите числовые значения коэффициентов. 

 

Варианты 

1) 
2322

2

1
)1()4()23(

43
)(






xxxx

xx
xR ; 

)5()4(

4123
)(

2

23

2





xxx

xxx
xR . 

2) 
22223

2

1
)12()9()27(

72
)(






xxxx

xx
xR ; 

24

32

2
3

12
)(

xx

xx
xR




 . 

3) 
)1()32(

15
)(

3224

2

1





xxx

x
xR ; 

  5254

153
)(

222





xxxx

x
xR . 

4) 
3223

2

1
)1()2()1(

34
)(






xxxx

xx
xR ; 

)1()1(

1
)(

22

3

2





xxx

xx
xR . 

5) 
22331

)65()8(

25
)(






xxx

x
xR ; 

)23()2(

123
)(

2

23

2





xxx

xx
xR . 

6) 
)44()127(

38
)(

23331





xxxx

x
xR ; 

)12()23(

4762
)(

22

23

2





xxxx

xxx
xR . 

7) 
23222

2

1
)125()103()25(

2
)(






xxxx

x
xR ; 

910

2
)(

24

2

2





xx

xx
xR . 

8) 
22322

2

1
)84()1(

32
)(

xxxxx

xx
xR




 ; 

)1()23(

4762
)(

22

23

2





xxxx

xxx
xR . 

9) 
2322

2

1
)8()145()4(

253
)(






xxxx

xx
xR ; 

)22()3(

3156
)(

2

23

2





xxx

xxx
xR . 

10) 
342

2

1
)16()1(

)(



xx

x
xR ; 

34

3

2
2

2
)(

xx

xx
xR




 . 

11) 
3322

2

1
)127()45(

42
)(






xxx

xx
xR ; 

)3()65(

103
)(

222





xxxx

x
xR . 
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12) 
)273()19()8(

17
)(

22231





xxxx

x
xR ; 

xxx

xxx
xR

32

1272
)(

23

23

2



 . 

13) 
22323

2

1
)16()73(

19103
)(






xxxx

xx
xR ; 

12
)(

24

3

2



xx

x
xR . 

14) 
23222

2

1
)125()94()1572(

19124
)(






xxxx

xx
xR ; 

 
xx

xxxx
xR






4

234

2

92322
)( . 

15) 
22323

2

1
)16()43(

1573
)(






xxxx

xx
xR ; 

168

1
)(

24

2

2





xx

xx
xR . 

16) 
22323

2

1
)523()93(

1
)(






xxxxx

x
xR ; 

)2()9(

1018
)(

222





xxx

x
xR . 

17) 
22323

2

1
)9()53(

1052
)(






xxxx

xx
xR ; 

xx

x
xR






42

52
)( . 

18) 
32322

2

1
)75()4(

232
)(

xxxx

xx
xR




 ; 

)2()2(

10106
)(

22

23

2





xxxx

xxx
xR . 

19) 
)45()14()18(

16
)(

2223

2

1





xxxx

x
xR ; 

)2()4(

8402
)(

2

3

2
xxx

xx
xR




 . 

20) 
2233

2

1
)14()127(

52
)(






xx

xx
xR ; 

127

2
)(

24

2

2





xx

x
xR . 

21) 
22223

2

1
)9()372()18(

9
)(






xxxx

x
xR ; 

)3()32(

9106
)(

22

23

2
xxxx

xxx
xR




 . 

22) 
3324

3

1
)8()16(

)(



xx

x
xR ; 

)23()2(

123
)(

2

23

2





xxx

xx
xR . 

23) 
32322

2

1
)22()1(

14
)(

xxxx

x
xR




 ; 

)1()12(

234
)(

22

23

2





xxx

xxx
xR . 

24) 
)2()1()44(

14
)(

222231





xxxxxx

x
xR ; 

 
)2()2(

4
)(

222





xxx

x
xR . 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 27 

25) 
223222

2

1
)32()43()2(

14
)(

xxxxxxx

xx
xR




 ; 

 
12122

132
)(

24

2

2





xx

xx
xR . 

26) 
)20()55)(86(

25
)(

22232

2

1





xxxxxxx

xx
xR ; 

 
2

23

2
)2()2(

14762
)(






xx

xxx
xR . 

27) 
223321

)54()8103(

4
)(

xxxxx
xR


 ; 

1

1
)(

4

3

2





x

xx
xR . 

28) 
23222

2

1
)1()32()94(

52
)(






xxxx

xx
xR ; 

  xxx

x
xR






22

4

2
1

1
)( . 

29) 
22223

2

1
)23()54()125(

10
)(






xxxxx

xx
xR ; 

 
)12()2(

762
)(

22

23

2





xxxx

xxx
xR . 

30) 
2233

2

1
)102()1(

5
)(






xxx

xx
xR ; 

8

43
)(

3

3

2





x

xx
xR . 

Задание 2 

Определите, какими являются приведенные интегралы: 

неопределенными, определенными, несобственными. Затем вычислите их, 

используя подходящие приемы и методы. 

 

 Вариант 1 

1) 
 

dx
xx

x

xx

x
 





















102

54

49

7

32

16
22

. 

2) dx
xx

x

xx

x
 





















4514

72

6

3

124

712

22
. 

3) 
  





dx

xxx

xx

412

254
2

23

.   4) 
 

0

1

2

2

12
dx

e

ee
x

xx

. 

5) 
 

3

3
2

234

2

152
dx

x

xxx
.   6) 

3

3
1

5 2 3ln

e

xx

dx
. 
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7)    xdxx 3cos12 .    8) 





2

0
cos3 x

dx
. 

9)*  



2

1

2
1

6 2arcsin235 xdxxx .  10) dx
x

x




4

2

5 2

sin

ctg
. 

11)   dxx24 .     12) dx
x

x
 

4

1
3

72
. 

13)* 
 




 

2

5
2 21 xxx

dx
.   14) 



1
3

2

8x

dxx
. 

15) dx
x
















160

60
5

9cos6cos .  16)* 



















3

2

2

3
sin1

x

dx
V.p. . 

 Вариант 2 

1) 
 

dx
xx

x

xx

x
 





















328

312

37

5

2

43
25

. 

2) dx
xx

x

xx

x
 





















258

54

10

3

12

27

226
. 

3) 
  




dx

xxx

xx

431

235
2

4

.   4) 


2ln

0

2

1

12
dx

e

ee
x

xx

. 

5) 
 

2

2
2

234

1

453
dx

x

xxxx
.   6) 

 




4

0
3216

4

x

xdx
. 

7)    dxex

x

243 .     8) 






3

4

2sin2

tg

x

xdx
. 

9)*  



2

1

2
1

38 2arctg1549 xdxxxx . 10) dx
x

x






4

6

3 2cos

2sin
. 

11)   dxx 42
.     12) dx

xx

x




64

1
3

6

23

1
. 

13)* 
 




 

1

3
2 21 xxx

dx
.   14) 



0
2 35x

xdx
. 
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15) dx
x



















72

120
62

3
sin

2
sin .  16)* 

 x

dx
V.p.

23cos1

6

6








. 

 Вариант 3 

1) 
 

dx
xx

x

xx

x
 





















342

18

45

4

12

34
23

. 

2) dx
xx

x

xx

x
 





















3410

72

94

5

16

26

227
. 

3) 



dx

xxx

xxx

64

642
23

23

.   4) 


2ln

1

2

1

2
dx

e

ee
x

xx

. 

5) 
 

4

4
2

234

1

735
dx

x

xxx
.   6) 

 

0

2
1

3

2

81 x

dxx
. 

7)  dx
x

x

5sin 2
.     8) 






2

2

sin2 x

dx
. 

9)*  






6

6

34 3sin5247 xdxxxx .  10) dx
x

x



3

0
2

5

sin

ctg
. 

11)   dxx 42
.     12) 

  
dx

x

xx


16

1

4 1223
. 

13)* 
 




 

4

6
2 31 xxx

dx
.   14) 




0

12 dxe x
. 

15) dx
x



















60

120
32

sin1 .   16)* 


















 x

dx
V.p.

4
2

3
sin4cos

6

6

. 

 Вариант 4 

1) 
 

dx
xx

x

xx

x
 





















102

102

43

1

52

12
24

. 

2) dx
xx

x

xx

x
 





















258

26

251

5

43

47

223
. 

3) 
  





dx

xxx

xx

1132

524
2

4

.   4) 


4ln

3ln

2

3

13
dx

e

ee
x

xx

. 
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5) 
 

2

2
2

234

3

359
dx

x

xxx
.   6) 



3
4

1 34 x

xdx
. 

7)  xdx3arctg .     8) 






8

8

2sin1 x

dx
. 

9)*  






6

6

29 6cos3464 xdxxxx . 10) dx
x

x






2

4

4 3cos

3sin
. 

11)   dxx22 .     12) 
 



64

1
33 2 34 xxx

dx
. 

13)* 
 




 

3

5
2 22 xxx

dx
.   14) 



0
2 43x

dx
. 

15)  dxxx





2

5

12cos
2

5
sin .  16)* 


















 x

dx
V.p.

8
2

sin1

12

12

. 

 Вариант 5 

1) 
 

dx
xx

x

xx

x
 





















106

94

211

6

23

59
26

. 

2) dx
xx

x

xx

x
 





















52

56

169

3

24

14

225
. 

3) 



dx

xx

xxx

45

432
24

245

.   4) 


3ln

0

2

1

3
dx

e

ee
x

xx

. 

5) 
 

1

1
2

34

12

5724
dx

x

xxx
.   6) 

5

0
2 5ln

e

xx

dx
. 

7)  xdx4arccos .     8) 





2

0
cossin1 xx

dx
. 

9)*  



3

1

3
1

24 3arcsin543 xdxxxx . 10) 





6
5

2

5 42 ctgsin xx

dx
. 

11)   dxx22 .     12) dx
xx

dxx




81

16

4

72
. 
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13)* 
 




 

5

8
2 41 xxx

dx
.   14) 

 

0

2 x

x

e

dxe
. 

15)  dxx





13

4
5

8cos1 .   16)* 

 x

dx
V.p.

10cos
2

5
sin

20

20 








. 

 Вариант 6 

1) 
 

dx
xx

x

xx

x
 





















52

16

15

3

21

74
28

. 

2) dx
xx

x

xx

x
 





















3512

24

125

7

45

53

223
. 

3) 



dx

xx

xx
23

45

4

8
.     4) 



4ln

2ln

2

4

14
dx

e

ee
x

xx

. 

5) 
 

2

2
2

34

13

46
dx

x

xxx
.    6) 



8

0
3 8 x

xdx
. 

7)  dx
x

x

3cos2
.      8) 





4

0
22 1sin3cos2 xx

dx
. 

9)*  



3

1

3
1

3810 3arctg52437 xdxxxxx .  10) 





5

6

3 5sin

5cos

x

xdx
. 

11)   dxx 22
.      12) 

 


1

81
1

4 34 xx

dx
. 

13)* 
 




1

0
2 822 xxx

dx
.    14) 



e xx

dx
3 5ln

. 

15) dx
x







310

200
5

2
cos

2
sin .    16)* 

















3

2
cos1

6

6
x

dx
V.p. . 

 Вариант 7 

1) 
 

dx
xx

x

xx

x
 





















54

310

27

2

34

43
24

. 

2) dx
xx

x

xx

x
 





















774

34

9100

3

52

75

226
. 
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3) 



dx

xx

xx

4

8
3

45

.    4) 


1

2ln

2

2

45
dx

e

ee
x

xx

. 

5) 
 

1

1
2

234

2

5432
dx

x

xxx
.   6) 



3

2
3

2

8

5

x

dxx
. 

7)    dxxx 32 2
.    8) dx

x

x







2

3

cos1

sin1
. 

9)*  






4

4

27 4cos1436 xdxxxx .  10) 





2

4

5 72 tgcos xx

dx
. 

11) 


dx
x

x

2

2

3
.     12) dx

x

x




7

0
3 1

12
. 

13)* 
 


 

0

1
2 11 xxx

dx
.   14) 






2
3

2 5,23xx

dx
. 

15) dxx

















11

25

2
2

3
sin

2
sin .  16)* 

















2
cos1

3
2

3
2 x

dx
V.p. . 

 Вариант 8 

1) 
 

dx
xx

x

xx

x
 





















178

92

54

5

27

72
23

. 

2) dx
xx

x

xx

x
 





















482

32

814

18

67

56

223
. 

3) 



dx

xxx

x
23

4 1
.    4) 



2ln

0

2

2

54
dx

e

ee
x

xx

. 

5) 
 

3

3
2

234

1

5102
dx

x

xxxx
.  6) 

 




3

2
3 5

24 x

dx
. 

7)    xdxx 5ln73 2
.    8) dx

x

x







3

6

12sin

1tg
. 

9)*  






4

4

38 2sin8612 xdxxxx .  10) dx
x

x






3

8

3 2 4cos

4sin
. 
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11) 


dx
x

x

32

2

.     12) 
 



27

1
63 12 xx

dx
. 

13)* 
 




4

3
2 22 xxx

dx
.   14) dxex x





0

12 3

. 

15) dx
x



















88

24
22

3
sin1 .   16)* 



















 x

dx
V.p.

2
2

3
cos

2
sin

3

3

. 

 Вариант 9 

1) 
 

dx
xx

x

xx

x
 





















2910

38

31

6

64

54
210

. 

2) dx
xx

x

xx

x
 



















54

12

116

5

12

23

225
. 

3) 



dx

xxx

xxx
234

35

22

442
.   4) 



3ln

2ln

2

2

32
dx

e

ee
x

xx

. 

5) 
 

2

2
2

24

1

735
dx

x

xxx
.   6) 



2
1

4
2

241 x

xdx
. 

7)  xdx7ln 2
.     8) dx

x

x






3

0
cos2

cos
. 

9)*  



4

1

4
1

24 4arcsin6432 xdxxxx . 10) dx
x

x



6

0
2

3 5

5sin

5tg
. 

11) 


dx
x

x

2

2

3
.     12) 

 
dx

xxx

x




9

1
4 34

4

33

16
. 

13)* 
 




3

2
2 21 xxx

dx
.   14) dx

x

x



0
254

. 

15) dx
x
















40

72
2

5cos6cos .  16)* 


















 x

dx
V.p.

6
2

3
sin1

2

2

. 

 Вариант 10 

1) 
 

dx
xx

x

xx

x
 





















134

16

29

4

27

25
29

. 
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2) dx
xx

x

xx

x
 





















82

102

425

5

63

16

223
. 

3) 
  





dx

xxx

xx

265

346
2

4

.   4) 


3ln

1

2

3

23
dx

e

ee
x

xx

. 

5) 
 

5

5
2

24

6

9743
dx

x

xxx
.   6) 

 




2

0
52 4x

xdx
. 

7)    xdxx arctg14 .    8) 




0

3

2cos2

tg

x

xdx
. 

9)*  



2

2

34

2
arctg125 dx

x
xxx .  10) dx

x

x



10

0 5cos

5sin
. 

11)   dxx29 .     12) 
 




3

0 123 xx

dx
. 

13)* 
 




3

2
2 44 xxx

dx
.   14) 

 
dx

xx

x








0
32 93

6

1

. 

15) dxx

















12

2

10
2

3
sin1 .   16)* 

 xx

dx
V.p.

23cos6cos

4

4








. 

 Вариант 11 

1) 
 

dx
xx

x

xx

x
 





















172

38

26

4

35

23
23

. 

2) dx
xx

x

xx

x
 





















102

54

94

5

63

16

22
. 

3) 



dx

x
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23

1932
2

34

.    4) 
 

3ln

3ln

2

4

52
dx

e

ee
x

xx

. 

5) 
 

3

3
2

24

3

11134
dx

x

xxx
.    6) 

e

xx

dx

1
3 2ln

. 
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7)    dx
x

x
x

3cos

sin
15 .     8) 






3

6

12cos

tg

x

xdx
. 

9)*  






4

4

2346 2sin4823 xdxxxxx .  10) dx

x

x






4

6 5

4

6sin

6cos
. 

11) 
 42

2

x

dxx
.      12) 

  


1

0
4 1xxx

dx
. 

13)* 
 




 

3

5
2 32 xx

dx
.     14) dxex x





0

12 2

. 

15) dx
x
















72

12
6

cos
2

5
sin . 

16)* 


















 x

dx
V.p.

2
2

sin4cos

3

3

. 

 Вариант 29 

1) 
 

dx
xx

x

xx

x
 





















808

42

87

24

45

916
29

. 

2) dx
xx

x

xxx

x
 





















22

52

8

1

23

23

225
. 

3) dx
x

xx






1

83
4

34

.    4) 


3ln

1

2

1

55
dx

e

ee
x

xx

. 

5) 
 

3

3
2

34

15

365
dx

x

xxx
.   6) 



8

6
2 6xx

dx
. 

7)    dxxx x22 3254 .   8) 
 





 

3
2

2

2
cossin21

sin

xx

xdx
. 

9)*  



1

1

46

2
arcsin5434 dx

x
xxx . 10) 





3

8

7 92 4tg4cos xx

dx
. 

11) 
 2

2

9 x

dxx
.     12) 



32

2
1

3 2 24 xx

dx
. 
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13)* 
 


 

0

1
2 81 xxx

dx
.   14) 



0
4 4x

xdx
. 

15)  dxx





200

100

2cos1 .   16)* 
















 x

dx
V.p.

5

4
cos

2

17
sin

8
5

8
5

. 

 Вариант 30 

1) 
 

dx
xx

x

xx

x
 





















6516

124

37

9

53

1110
25

. 

2) dx
xx

x

xxx

x
 





















22

625

27

21

224
. 

3) 
  

dx
xxx

xx






445

942
2

3

.   4) 


2ln

0

2

3

44
dx

e

ee
x

xx

. 

5) 
 

4

4
2

34

2

6832
dx

x

xxx
.   6) 

 
dx

x

x


1

0

2
1

. 

7)  dx
x

x
3 2

2ln
.     8) 




0

4

32sin2cos2 xx

dx
. 

9)*  



3

3

234

3
arctg645 dx

x
xxxx . 10) 



0

3

3 72 ctgsin xx

dx
. 

11) 
 2

2

9 x

dxx
.     12) 

 


1

16
1

41 xx

dx
. 

13)* 
 




1

0
2 622 xxx

dx
.   14) 


 

0

sin cos xdxe x
. 

15)  dxx





6

10

4cos
2

sin .  16)* 



















3

2

2

3
sin1

x

dx
V.p. . 

Задание 3 

Дана фигура D . 

1. Сделайте рисунок. 

2. Найдите площадь фигуры D . 

3*. Вычислите периметр этой фигуры. 
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4. Найдите объемы тел, полученных вращением фигуры D  вокруг осей 

Ox  и Oy . 

 

Варианты 

1) 0,1,54: 2  xxyxxyD . 

2) 0,,127: 2  xxyxxyD . 

3) 0,,44: 2  xxyxxyD . 

4) 0,2,2: 2  xxyxxyD . 

5) 0,4,4: 2  xxyxxyD . 

6) 0,,127: 2  yxyxxyD . 

7)   0,,2:
2

 yxyxyD . 

8) 0,2,2: 2  yxyxxyD . 

9) 0,4,4: 2  yxyxxyD . 

10) 0,2,43: 2  xxyxxyD . 

11) 0,,33: 2  xxyxxyD . 

12) 0,7,5: 2  xxyxxyD . 

13) 0,82,5: 2  yxyxxyD . 

14) 0,3,3: 2  xxyxxyD . 

15) 0,4,4: 2  xxyxxyD . 

16) 0,2,: 2  yxyxyD . 

17) 0,82,: 2  yxyxyD . 

18) 0,3,3: 2  yxyxxyD . 

19) 0,4,4: 2  yxyxxyD . 

20) 0,2,: 2  yxyxyD . 

21) 0,
3

4

3

1
,: 2  yxyxyD . 

22) 0,,44: 2  yxyxxyD . 

23)   0,
2

1
,3:

2
 yxyxyD . 

24) 0,4,96: 2  xxyxxyD . 

25) 0,2,32: 2  xxyxxyD . 

26) 0,4,52: 2  xxyxxyD . 
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27) 0,2,84: 2  xxyxxyD . 

28) 0,4,96: 2  yxyxxyD . 

29)   0,,2:
2

 xxyxyD . 

30) 0,
2

1
,96: 2  xxyxxyD . 

Задание 4 

Даны значения параметров 21,, tta , записанные в виде упорядоченных 

наборов чисел  
21;; tta . 

 

Варианты 1–15 

1. Найдите площадь фигуры, ограниченной дугой циклоиды 

 
 








,cos1

,sin

tay

ttax
 осью Ox  и прямыми  

11 txx  ,  
22 txx  . Сделайте рисунок. 

2. Вычислите длину дуги кардиоиды   cos1a , лежащей вне круга 

2

a
 . Сделайте рисунок. 

 

1) 






 

2

3
;

4
;4 .  2) 







 

3

4
;

6
;5 .  3) 











;

3

2
;2 . 

4) 






 

2
;

3
;3 .  5) 







 

3

5
;

6
;7 .  6) 







 

4

5
;

4
;4 . 

7) 






 

6

5
;

2
;6 .  8) 







 

3

5
;

6
;4 .  9) 







 

2

3
;

3
;5 . 

10) 






 

2

3
;

6

5
;6 .  11) 







 

3

5
;

2

3
;4 .  12) 







 

3

4
;

4

3
;2 . 

13) 










2;

3

2
;3 .  14) 







 

3

4
;

2
;6 .  15) 







 

4

5
;

3

2
;2 . 

Варианты 16–30 

1. Вычислите длину дуги циклоиды 
 
 








,cos1

,sin

tay

ttax
 если  21;ttt . 

Сделайте рисунок. 

2. Найдите площадь фигуры, ограниченной кардиоидой   cos1a  и 

окружностью 
2

a
  (фигура лежит вне кардиоиды). Сделайте рисунок. 
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16) 






 

2

3
;

3
;1 .  17) 







 

6

11
;

2

3
;7 . 18) 







 


3

4
;;5 . 

19) 










;

2
;4 .  20) 







 

3
;

6
;1 .  21) 







 

2
;

4
;3 . 

22) 






 

3

4
;

3

2
;2 . 23) 







 

3

5
;

6
;6 .  24) 







 

2

3
;

6

7
;4 . 

25) 






 


2

3
;;1 .  26) 







 

3

2
;

4
;2 .  27) 











;

3

2
;5 . 

28) 






 

2
;

6
;4 .  29) 







 

3

5
;

2

3
;3 .  30) 







 

3

4
;

6

7
;2 . 

2.2. Образцы решений заданий по теме 

«Интегральное исчисление функций одной переменной» 

Задание 1 

Представьте рациональные дроби 
)32)(9()1(

852
)(

2223

2

1





xxxx

xx
xR  и 

)2()2(

123
)(

2

23

2





xxx

xx
xR  в виде суммы простейших дробей с 

неопределенными коэффициентами. Для дроби  xR2  найдите числовые 

значения коэффициентов. 

 

Решение 

Разложим знаменатель дроби )(1 xR  на линейные и неприводимые (не 

имеющие действительных корней) квадратичные множители. Поскольку 

справедливы формулы   111 23  xxxx ,   3392  xxx , 

  31322  xxxx , то )(1 xR  примет вид 

      







3)1(3)3(1)1(

852
)(

22

2

1

xxxxxxx

xx
xR  

   2223

2

1)3(3)1(

852






xxxxx

xx
. 

В соответствии с теоремой о разложении правильной рациональной 

дроби в сумму простейших рациональных дробей с неопределенными 

коэффициентами получим искомое представление дроби )(1 xR : 
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1333111
)(

2
11

2
21

3
3

2
21

1
xx

ExD

x

C

x

B

x

B

x

A

x

A

x

A
xR

 22

22

1




xx

ExD
, где 

212121321
,,,,,,,,, EEDDCBBAAA . 

Покажем, как надо находить неопределенные коэффициенты, при 

решении аналогичной задачи для рациональной дроби  xR2 . 

Перейдем к разложению дроби  xR2 . Поскольку степени многочленов в 

числителе и знаменателе этой дроби равны )3( n , то  xR2  – неправильная 

рациональная дробь. Выделим целую часть этой дроби путем деления 

числителя на знаменатель, предварительно раскрыв скобки в знаменателе. 

 Получим 

.11127

3

443123

121293

2

2323

23










xx

xxxxx

xxx  

Таким образом, 

)2()2(

11127
3)(

2

2

2





xxx

xx
xR , 

где число 3 – целая часть дроби  xR2 ; 
)2()2(

11127
2

2






xxx

xx
 – ее правильная 

часть. 

Разложим правильную часть в сумму простейших дробей с 

неопределенными коэффициентами: 

22)2()2(

11127
22

2














xx

CBx

x

A

xxx

xx
, где CBA ,, . 

Найдем числовые значения коэффициентов CBA ,, . Для этого дроби из 

правой части последнего равенства приведем к общему знаменателю 

  22 2  xxx : 

    

  22

22

)2()2(

11127
2

2

2

2











xxx

xCBxxxA

xxx

xx
. 

Теперь из равенства двух дробей с одинаковыми знаменателями следует 

равенство их числителей: 

    2211127 22  xCBxxxAxx . 

Равенство двух многочленов выполняется при условии равенства их 

коэффициентов при одинаковых степенях x : 
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2

211

,12
2

211
72

,7

1122

,122

,7

:

:

:

0

2

A
C

A
AA

AB

CA

CBA

BA

x

x

x

 

4

7
,

4

13
,

4

15
 CBA . 

Тогда исходная дробь  xR2  примет вид 















2

4

7

4

13

2
4

15

3
)2()2(

11127
3)(

22

2

2
xx

x

xxxx

xx
xR

2

713

4

1

2

15

4

1
3

2 







xx

x

x
. 

Ответ:

 
     

























1333111
)(

2
11

2
21

3
3

2
21

1
xx

ExD

x

C

x

B

x

B

x

A

x

A

x

A
xR

 22

22

1




xx

ExD
, где 

212121321
,,,,,,,,, EEDDCBBAAA ; 

 
2

713

4

1

2

15

4

1
3

22








xx

x

x
xR . 

Задание 2 

Определите, какими являются приведенные интегралы: 

неопределенными, определенными, несобственными. Затем вычислите их, 

используя подходящие приемы и методы. 

 

Решение 

1) 
 

 

















dx

xx

x

xx

x

104

6

52

3

74

512
23

. 

Представим интеграл в виде суммы трех интегралов и вычислим их, 

используя соответствующие табличные интегралы и основные свойства 

неопределенных интегралов: 

 
32123 104

6

52

3

74

512
IIIdx

xx

x

xx

x
I 


















  , 

где   


 dx

x

x
I

74

512
1 , 

 



 dx

x
I

32
52

3
, 


 dx

xx

x
I

104

6
23 . 

Вычислим каждый из этих интегралов: 
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  dx

x

x
dx

x

x
dx

x

x
I

74

16743

74

5737343

74

512
1

 

 
174ln43

74

74

4

16
3

74

16
3 Cxxdx

x

xd
dxdx

x
















  ; 

 
 

 
    










xdx

xd
x

x

dx
I 5252

5

3

5

52
523

52
3

33

32  

 

 
22

2

5210

3

2

52

5

3
C

x

x












; 

   


















 

104
12

104

42
3

104

442
3

104

23
22223

xx

dx

xx

dxx
dx

xx

x

xx

xdx
I

 

 
 

 
3

2

22

2

6

2
arctg

6

12
104ln3

62
12

104

104
3 C

x
xx

x

dx

xx

xxd











  . 

Таким образом, 

 
 


 104ln3

5210

3
74ln43 2

2321 xx
x

xxIIII

C
x





6

2
arctg

6

12
, где 321 CCCC  . 

Ответ:

 
 

  C
x

xx
x

xx 






6

2
arctg

6

12
104ln3

5210

3
74ln43 2

2
. 

 

2)  



















dx

xx

x

xxx

x

45

72

4

3

52

12

223
. 

 

Решение 

Представим исходный интеграл I  в виде суммы трех интегралов: 

 
























 dx

x

x
dx

xx

x

xxx

x
I

3223 52

12

45

72

4

3

52

12
 

32122 45

72

4
3 IIIdx

xx

x

xx

dx








  . 

Вычислим каждый из полученных интегралов. Для первого интеграла 

используем метод замены переменной: 

 














 dtt

t

t

dttdx
t

x

tx

dx
x

x
I 2

3

2
3

3

31 2

315

2

3
,

2

5

,52

52

12
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1

3 23 5

1
2

5
4 52

2

9
52

10

3
3

52

3
6

2

3
CxxCt

t
dttt 








  . 

В интеграле 2I  выделим полный квадрат в подкоренном выражении и 

используем соответствующий табличный интеграл: 

   









  2222

24
3

444
3

4
3

x

dx

xx

dx

xx

dx
I  

 

 
222 2

2
arcsin3

22

2
3 C

x

x

xd








  . 

Для вычисления интеграла 3I  заметим, что   52452 


 xxx , значит,  

     454552 22 


 xxddxxxdxx .  

Поэтому выделим в числителе подынтегральной функции слагаемое 

52 x , равное производной подкоренного выражения знаменателя: 

 















  dx

xx

x
dx

xx

x
dx

xx

x
I

45

52

45

252

45

72

2223  

 




























 

4
2

5

2

5

2

5
2

2
45

45

45
2

22
2

2

2

2

xx

dx

xx

xxd

xx

dx
 























  452

4

41

2

5

2

5

2452 2

2

2 xx

x

xd

xx  

3
2 45

2

5
ln2 Cxxx  . 

Таким образом,  

    


 452
2

2
arcsin352

2

9
52

10

3 23 23 5
xx

x
xxI  

Cxxx  45
2

5
ln2 2 , где 321 CCCC  . 

Ответ: 

     


 452
2

2
arcsin352

2

9
52

10

3 23 23 5
xx

x
xxI

Cxxx  45
2

5
ln2 2

. 
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3) 
  




dx

xxx

x

421

3
2

3

. 

 

Решение 

Поскольку подынтегральная функция данного интеграла является 

неправильной рациональной дробью, то, разделив числитель на знаменатель, 

представим ее в виде суммы многочлена (ее целой части) и правильной 

рациональной дроби: 

   463

163
1

463

3

421

3
23

2

23

3

2

3















xxx

xx

xxx

x

xxx

x
. 

Полученную правильную дробь разложим на простейшие дроби: 

  



















421421

163

463

163
22

2

23

2

xx

CBx

x

A

xxx

xx

xxx

xx
 

    

  421

142
2

2






xxx

xCBxxxA
; 

  
    

  421

142

421

163
2

2

2

2










xxx

xCBxxxA

xxx

xx
. 

Из равенства двух дробей с одинаковыми знаменателями следует 

равенство их числителей: 

     163142 22  xxxCBxxxA . 

Определим неизвестные коэффициенты CBA ,, . Так как многочлены в 

правой и левой частях последнего равенства равны, то равны и их 

коэффициенты при одинаковых степенях x : 
















































.
3

11

,
3

11

,
3

2

41326

,41

,3

41

,26

,3

:

:

:

0

2

C

B

A

AAA

AC

AB

CA

CBA

BA

x

x

x

 

Таким образом, подынтегральная функция принимает вид 

   42

1

3

11

1

1

3

2
1

421

3
22

3













xx

x

xxxx

x
, 

а сам интеграл представляется в виде суммы трех интегралов от каждого из 

полученных слагаемых: 

  













 dx

xx

x

x

dx
dxdx

xxx

x

42

1

3

11

13

2

421

3
22

3
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42

42

6

11
1ln

3

2

42

22

6

11
1ln

3

2
2

2

2 xx

xxd
xxdx

xx

x
xx  

Cxxxx  42ln
6

11
1ln

3

2 2
. 

Ответ: Cxxxx  42ln
6

11
1ln

3

2 2
. 

 

4) 


1

0

2

5

1
dx

e

ee
x

xx

. 

 

Решение 

Методом подстановки приведем данный определенный интеграл к 

интегралу от рациональной функции. 

















 

e

x

x

xx

t

dt

t

tt

etx

tx
t

dt
dxtxte

dx
e

ee
I

1

21

0

2

2

1

,1

,1,0

,,ln,

2

1
 

 
 
























eee

dt
tt

t
dt

tt

ttt
dt

tt

tt

1
2

1
2

2

1
2

2

2

13
1

2

132

2

1
. 

Представим правильную дробь 
tt

t

2

13
2 


 в виде суммы простейших 

рациональных дробей: 

 
 
 

  132
2

2

22

13

2

13
2


















tBttA

tt

BttA

t

B

t

A

tt

t

tt

t
. 

Приравняем коэффициенты при  
1t  и  

0t  в последнем равенстве: 






















.
2

7

,
2

1

12

,3

:

:
0

1

B

A

A

BA

t

t
 

Тогда 
2

1

2

7

2

1

2

13
2 






tttt

t
, 




















 
1

1

2ln
2

7
ln

2

1

2

1

2

7

2

1
1

e
e

tttdt
tt

I

  






 


3

2
ln712

2

1
3ln

2

7
2ln

2

7

2

1
1

e
eee . 
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Ответ: 






 


3

2
ln712

2

1 e
e . 

 

5) 
 

2

2
4

45

1

323
dx

x

xxx
. 

 

Решение 

Подынтегральная функция данного интеграла является неправильной 

рациональной дробью. Разделив числитель на знаменатель, представим ее в 

виде суммы целой части и правильной рациональной дроби: 

1
3

1

323
44

45








x

x
x

x

xxx
. 

Исходный интеграл примет вид 





















2

2
4

2

2
4

45

1
3

1

323
dx

x

x
xdx

x

xxx
I

 
 













2

2

2

2
4 1

3 dx
x

x
xdx . 

Заметим, что функция  
14 


x

x
xxf  является нечетной. 

Действительно,    
 

 
 xf

x

x
x

x

x
xxf 

















11
44

. 

Тогда 0
1

2

2
4















dx
x

x
x  согласно свойству определенного интеграла 

от нечетной функции по промежутку, симметричному  относительно нуля. 

Следовательно, 1243303
2

2
2

2






 xdxI . 

Ответ: 12. 

 

6) 
 




2

0
22 4x

xdx
. 

 

Решение 

Заметим, что точка 2x , являющаяся нулем знаменателя  22 4x , 

одновременно является верхним пределом интегрирования. Это означает, что 

 




2

0
22 4x

xdx
 – несобственный интеграл второго рода, поскольку его 
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подынтегральная функция является неограниченной в левой окрестности точки 

2x . Согласно определению несобственного интеграла второго рода запишем 

   
 
 




















2

0
22

2

0

2

0
220

2

0
22 4

4
lim

2

1

4
lim

4 x

xd

x

xdx

x

xdx
 

  
 












 40

1

2

1

42

1
lim

2

1
4lim

2

1
200

212

0
x . 

Таким образом, данный интеграл расходится. 

Ответ: интеграл расходится. 

 

7)  
x

dx
x

2sin
sinln . 

 

Решение 

Данный неопределенный интеграл вычислим с помощью формулы 

интегрирования по частям   vduuvudv : 

 
 








xvdv

x

dx

xdxdx
x

x
duux

x

dx
x

ctg,
sin

,ctg
sin

cos
,sinln

sin
sinln

2

2
 









  dx

x
xxdxxxx 1

sin

1
)ln(sinctgctg)ln(sinctg

2

2
 

Cxxxxdx
x

dx
xx   ctg)ln(sinctg

sin
)ln(sinctg

2
. 

Ответ: Cxxxx  ctg)ln(sinctg . 

 

8) 





2

0
cossin3 xx

dx
. 

 

Решение 

Интегралы вида  
b

a

dxxxR cos,sin , где     ;,ba , приводятся к 

интегралам от рациональных функций с помощью универсальной 

тригонометрической подстановки: 















 x

xx
t

2222
tg , 

21

2
,arctg2

t

dt
dxtx


 , 

21

2
sin

t

t
x


 , 

2

2

1

1
cos

t

t
x




 . 
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Следовательно, 

 




























 


1

0 2

2

2

2

2

0 1
1

1

1

2
3

2

1,
2

,0,0

cossin3
t

t

t

t

t

dt

tx

tx

xx

dx
 






















 
0

1

0

1
1

0
2

1

0
2 7

12
arctg

7

2

2

7

2

1

arctg
7

2

4

7

2

12

tt

t

dt

tt

dt
 











7

1
arctg

7

3
arctg

7

2
. 

Ответ: 









7

1
arctg

7

3
arctg

7

2
. 

 

9)*  



1

1

2 arcsin532 xdxxx . 

 

Решение 

Запишем данный интеграл I  как разность двух интегралов 1I  и 2I : 

     


1

1

1

1

2
1

1

2 arcsin3arcsin52arcsin532 xdxxxdxxxdxxxI

.
21

II   

Поскольку функция   xx arcsin52 2   является нечетной, то, согласно 

свойству определенного интеграла от нечетной функции по симметричному 

промежутку, 01 I . 

Подынтегральная функция интеграла 2I    xxxf arcsin  – четная, так 

как        xfxxxxxf  arcsinarcsin . Значит, 
1

0
2 arcsin32 xdxxI  

(согласно свойству определенного интеграла от четной функции по 

симметричному промежутку). Вычислим 2I : 








 

2
,

,
1

,arcsin

arcsin6
2

21

0
2

x
vdvxdx

x

dx
duux

xdxxI  























 

1

0
2

21

0
2

2

0

1
2

1
30arcsin

2

1
1arcsin

2

1
6

12

1
arcsin

2
6

x

dxx

x

dxx
x

x
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2

0
2

21

0
2

2

sin1

cossin
3

2

3

2
,1

,0,0

,cos,sin

1
3

2
3

t

tdtt

tx

tx

tdtdxtx

x

dxx
 










 


2

0

2
2

0

22

0

2

sin3
2

3

cos

cossin
3

2

3

cos

cossin
3

2

3
tdtdt

t

tt

t

tdtt
 
























 


2

0

2

0

2

0

2cos
2

3

2

3

2

2cos1
3

2

3
tdtdtdt

t
 

 
4

3
0sinsin

4

3

4

3

2

3
2sin

4

3

2

3

2

3

0

2

0

2














tt . 

Таким образом, 
4

3

4

3
021





 III . 

Ответ: 
4

3
 . 

 

10) 



2

5 2cos

sin

x

xdx
. 

 

Решение 

Поскольку нижний предел 
2


 является нулем знаменателя 

подынтегральной функции 










0

2
cos , то 





5 2

0
2

cos

sin
lim

x

x

x

, а значит, 

подынтегральная функция является неограниченной в правой окрестности 

точки 
2


x . Следовательно, данный интеграл является несобственным 

интегралом второго рода. Согласно определению имеем 

   


















2

5

2

0

2

5 20

2

5 2
coscoslim

cos

sin
lim

cos

sin
xdx

x

xdx

x

xdx
= 

   
3

5
0

3

5

2
coslim

3

5
cos

3

5
cos

3

5
lim

5

3

0
5

3

2

5

3

0




























x . 

Ответ: 
3

5
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11) 


dx
x

x
4

2 4
. 

 

Решение 

Данный интеграл от иррациональной функции сводится к интегралу от 

тригонометрической функции с помощью подстановки dt
t

dxtx
2cos

2
,tg2  , 

2
arctg

x
t  : 

  





 
t

tdt
tt

t
dx

x

x
I

2

2

24

2

4

2

cos

4
1tg4

cos

2

tg16

4tg44
 

  dt
t

t

t
dt

tt
dt

ttt 4

4

34324 sin

cos

cos

1

4

1

tg

1

cos

1

4

1

costg8

1

cos

2
 







 C
t

C
t

t

td
dt

t

t
3

3

44 sin

1

12

1

3

sin

4

1

sin

sin

4

1

sin

cos

4

1

C
x













2
arctgsin12

1

3

. 

 Результат интегрирования можно записать и через другие функции. Для 

этого выполним следующие тригонометрические преобразования: 

      Ctt
t

t
t

I
3

22

3
2

3

2

2
ctg1

12

1
ctg1

sin

1
ctg1

sin

1
 



















 











.
2

tg

,tg2

tg

1tg

12

1

tg

1
1

12

1

то

какТак3

2

23

2 x
t

tx

C
t

t
C

t
 

 
C

x

x
C

x

x
C

x

x

















 









































3

32
3

2

3

2

2

4

12

14

12

1

2

1
2

12

1
. 

Ответ: 
 

C
x

x





3

32 4

12

1
. 

12) 
 




2

0 12 xx

dx
. 

 

Решение 
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Данный определенный интеграл от иррациональной функции методом 

подстановки сводится к интегралу от рациональной функции: 

   















3

1
2

2
2

0 12

2

3,2

,1,0

,2,1,1

12 tt

tdt

tx

tx

tdtdxtxtx

xx

dx
 

 
643

21arctg3arctg2arctg2
1

2
1

3
3

1
2










 






  t

t

dt
. 

Ответ: 
6


 

13) 
 




 

6

8
2 42 xxx

dx
.  

 

Решение 

Для интегрирования квадратичных иррациональностей вида 

 


 cbxaxnmx

dx

2
 принято использовать подстановку 

nmx
t




1
. В 

данном случае это подстановка 
2

1




x
t . Тогда 

2
,2

1

t

dt
dx

t
x  , при 

8x  получим 
6

1
t , а при 6x  получим 

4

1
t . 

 


































4
1

6
1 2

2

6

8
2

2
1

42
142

t
tt

tdt

xxx

dx
 












 













4
1

6
1

2

4
1

6
1

2

4
1

6
1

2

414
1

8
4

4
41

t

t
t

dt

t
t

dt

ttt
t

dt
 

 

 

 






























6

1

4

1
4

1

6
1

2

4
1

6
1

2

4
1

6
1

2
2arcsin

2

1

21

2

2

1

4141
t

t

td

t

dt

t
t

t

dt
 

123

1
arcsin

2

1

3

1
arcsin

62

1

3

1
arcsin

2

1
arcsin

2

1 






































 . 

Ответ: 
123

1
arcsin

2

1 
 . 
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14) 
   




2
3 1ln1 xx

dx
. 

 

Решение 

Данный интеграл является несобственным интегралом первого рода. В 

соответствии с определением запишем 

       

  

 















 A

A

A

A x

xd

xx

dx

xx

dx

2
3

2
3

2
3 1ln

1ln
lim

1ln1
lim

1ln1
 

     
  






 









A
A

A

A

A

x
xdx

2
2

2

1

2

2

3

2

1

1ln
lim1ln1lnlim  

  3ln

2

3ln

2
0

3ln

1
2

1ln

1
lim2 




 AA
. 

Ответ: 
3ln

2
. 

 

15) dxx





2018

2000

4cos1 . 

 

Решение 

Преобразуем подынтегральную функцию:  

xxx 2sin22sin24cos1 2  . 

Тогда  

Idxxdxx  








2018

2000

2018

2000

2sin24cos1 . 

Заметим, что функция x2sin  является периодической с периодом T , 

при этом длина промежутка интегрирования равна T181820002018  . 

Известно, что интеграл от периодической функции с периодом T  сохраняет 

одно и то же значение на любом промежутке длиной T , т. е. справедливо 

равенство     
 TTa

a

dxxfdxxf
0

. 

Применим это свойство для вычисления нашего интеграла: 









 













dxxdxxdxxI
2018

2017

2002

2001

2001

2000

2sin2sin2sin2   
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dxxdxxdxx
0

18

00

2sin2182sin2sin2

  
  

  







































20

2

2

2

0
2

2cos

2

2cos
2182sin2sin218

xx
dxxdxx  

    236111129cos2cos0coscos29  . 

Ответ: 236 . 

 

16)* 
x

dx
pV

4cos1
..

4

4








. 

 

Решение 

Найдем главное значение несобственного интеграла второго рода 

x

dx

4cos1

4

4








. Поскольку 04cos1  x  в точке 





 


4
;

4
0x , то 0x  

является особой точкой подынтегральной функции. Тогда в соответствии с 

определением главного значения несобственного интеграла второго рода 

запишем 





































x

dx

x

dx

x

dx
pV

4cos14cos1
lim

4cos1
..

4

0

0

4

0

4

4

 






























 

















 x

dx

x

dx

x

dx

x

dx

2sin22sin2
lim

2sin22sin2
lim

4

4

02

4

2

4

0

A . 

Поскольку 02sin x  на 









 ;

4
, то xx 2sin2sin   на указанном 

промежутке. Аналогично, 02sin x  на 





 


4
; , поэтому xx 2sin2sin   для 






 


4
;x . 

Вычислим неопределенный интеграл: 

 
  x

xd

x

dx

xxx

xdx

xx

dx

x

dx

tg

tg

2

1

costg

1

2

1

cossin

cos

2

1

cossin22sin 22
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Cx  tgln
2

1
. 

Возвращаясь к вычислению A , получим 















 








 x

dx

x

dx
A

2sin2sin
lim

2

1 4

4

0
 



























4

4
0

tgln
2

1
tgln

2

1
lim

2

1
xx  

    















 








 



tgln

4
tgln

4
tglntglnlim

22

1

0
 

       


tgln2lim
22

1
tgln1ln1lntglnlim

22

1

00
 

    
 2

1
tglnlim

2

1

0
. 

Ответ: интеграл расходится. 

Задание 3 

Дана фигура D , ограниченная линиями 0,2,2 2  xxyxxy . 

1. Сделайте рисунок. 

2. Найдите площадь фигуры D . 

3*. Вычислите периметр этой фигуры. 

4. Найдите объемы тел, полученных вращением фигуры D  вокруг осей 

Ox  и Oy . 

 

Решение 

1. Фигура D  ограничена 

параболой 
22 xxy  , прямой 

xy  2  и осью  0xOy . 

Изобразим фигуру D  (рис. 6). 

2. Найдем координаты 

точки A , решая совместно 

уравнения 
22 xxy   и 

xy  2 . Получим  1;1A . Точка 

 0;2P  также является решением 

системы 








,2

,2 2

xy

xxy
 но она не 

принадлежит фигуре D . 

Так как фигура D  

y  

x  

O  

2  

2  

1 

1 
A  

B  

E  

D  

P  

22 xxy   

xy  2  

Рис. 6 
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ограничена сверху прямой xy  2 , снизу параболой 
22 xxy  , при этом x  

изменяется от 0  до 1, то для нахождения площади фигуры D  воспользуемся 

формулой 

             
1

0

2
1

0

2
12 2322 dxxxdxxxxdxxfxfS

b

a

 

6

5
2

2

3

3

1
2

2

3

3 0

12
3









 xx

x
. 

3*. Периметр P  данной фигуры D  равен сумме длин отрезков BAOB,  и 

дуги параболы OA . Очевидно, 2,2  BAOB  (гипотенуза прямоугольного 

CBA ). Длину дуги OA  найдем по формуле 

       






 
  dxxdxxxdxxyL

b

a
OA

1

0

2
1

0

2
22

221211  

    .
2

1
1

2

1
1

2

1

0,1

,2,0

,22

22221
2

1 2

0

2
0

2

2
1

0

2
Idttdtt

tx

tx

tx

xdx 







 

 Вычислим I : 












 

2

0
2

2

0

222

22

0

2

1
1

,

,
1

,1
1

t

dtt
tt

tvdvdt

du
t

tdt
ut

dttI  

 








 

0

22
2

0
2

2

0

2
2

0
2

2

1ln52
1

152
1

11
52 ttI

t

dt
dttdt

t

t
 

 52ln52  I . 

В результате получено уравнение относительно искомого интеграла I : 

     
2

52ln
552ln52252ln52


 IIII . 

Таким образом, найдена длина дуги OA : 

 52ln
4

1

2

5

2

1
 ILOA . 

Периметр фигуры D  равен  52ln
4

1

2

5
22 P . 

4. В результате вращения фигуры D  вокруг оси Ox  получается тело 

вращения, изображенное на рис. 7. 

Его объем xV  равен разности объемов 1V  и 2V  тел, образованных 

вращением вокруг оси Ox  криволинейной трапеции OBAD , ограниченной 

сверху линией  xfy 2  (отрезок прямой xy  2 ,  1;0x ), и 
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криволинейной трапеции OAD , ограниченной сверху линией  xfy
1

  (дуга 

параболы  1;0,2 2  xxxy ): 

 21 VVVx       dxxfxf
b

a

2

1

2

2
     

1

0

222
22 dxxxx  

    5

9
4344

1

0

432 dxxxxx . 

В результате вращения фигуры D  вокруг оси Oy  получается тело 

вращения, изображенное на рис. 8.  

 

Его объем yV  равен сумме объемов 1V  и 2V  тел, образованных вращением 

вокруг оси Oy  криволинейных трапеций BAE  и EOA , первая из которых 

ограничена справа отрезком прямой yx  2 ,  2;1y , вторая – дугой 

параболы  yx  11 ,  1;0y  (здесь x  получено как «меньшее» решение 

уравнения  22 xxy  yxyxx  11022
): 

 21 VVVy      
1

0

2

1

22
211 dyydyy  

       
1

0

2

1

2
221121 ydydyyy  

y  

x  

O  

2  

2  

1 

A  

B  

D  

Рис. 7 

2  

y  

x  

O  

2  

2  

1 A  

B  

E  
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1

2
1

0

3

3

2
122

y
dyyy

    
















 

1

0

2

1

0

1
2

3

1
0112

2
2 ydy

y
y  

 
 

22

3

3
10

3

4

2

3

3

2

3

1
2

2

1
2

0

12

3































y
. 

Ответ: 
6

5
S ,  52ln

4

1

2

5
22 P , 

5

9
xV , 

2


yV . 

Задание 4 

1. Найдите площадь фигуры, ограниченной дугой циклоиды 

 
 








,cos16

,sin6

ty

ttx
 осью Ox  и прямыми 







 


41 xx , 






 


22 xx .  

Вычислите длину дуги данной циклоиды, если 





 


2
;

4
t . Сделайте 

рисунок. 

2. Вычислите длину дуги кардиоиды   cos16 , лежащий вне круга 

3 .  

Найдите площадь фигуры, ограниченной данной кардиоидой и 

окружностью 3  (фигура лежит вне кардиоиды). Сделайте рисунок. 

 

Решение 

1. Построим график одной арки циклоиды 
 
 








,cos16

,sin6

ty

ttx
   2;0t . 

Придавая различные значения параметру   tt , определим 

несколько точек  yx; , принадлежащих циклоиде. 

t  0 
4


 

2


   

2

3
 2  

x  0 5,0  4,3  6  3,34  12  
y  0 8,1  6  12  6  0  

Построим прямые 5,023
2

3

4
sin

4
6

41 









 











 
 xx  и 

4,3631
2

6
22 



















 
 xx . 
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Таким образом мы получим криволинейную трапецию ABCD  (рис. 9), 

площадь которой найдем по формуле 

            


  









dtttdttttdttxtyS

t

t

2

4

2

4

cos1cos136sin6cos16
2

1

 

















 









4

2
2

4

2sin
4

1
sin2

2

3
36

2

2cos1
cos2136 tttdt

t
t  

  81236
2

27

4

9
2

8

3
3610

4

1

2

2
12

422

3
36 








































 



 . 

Найдем длину L  дуги 


DC  (см. рис. 9) по формуле 

            





dtttdttytxL

t

t

2

4

2222
sin6cos16

2

1

 

 

















dt
t

dt
t

dt
t

dtt
2

4

2

4

2

4

2
2

4

2
sin2

2
sin12

2
sin226cos226  

212
8

cos24
8

cos
4

cos24
2

cos24

4

2 









 








t

. 

y

x
12

12  

8,1  

6

A B

C  

D  S  








 


2
xx

Рис. 9 

6  








 


4
xx

O  
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Ответ: 81236
2

27



S ; 212

8
cos24 


L . 

 

2. Построим кардиоиду   cos161 . Определим полярные 

координаты нескольких точек, принадлежащих кардиоиде. 

  0 
3


 

2


 

3

2
   

2

3
 2  

  12 9  6  3  0 6  12  

Неравенство 3
2
  определяет круг с центром в полюсе  0;0O  и 

радиусом 3. Сделаем рис. 10.  

 

 

Найдем точки пересечения кардиоиды и окружности 3 , решая 

систему 

 
 

 
3

4
,

3

2

2

1
cos3cos16

3

,cos16
21














, 

так как   2;0 . 

Вычислим длину дуги 


ABC  кардиоиды   cos16  (см. рис. 10), 

лежащей вне круга 3 , по формуле 

    






2

1

22 dL . 

Учитывая симметрию кардиоиды относительно полярной оси Op , 

получим: 

p  

O  

12  3  6  

A  

B

C  

E  

Рис. 10 

3
2
  

3

4
2


  

D  
3  

  cos16
1

 

3

2
1
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3

2

0

3
2

0

222 cos2262sin6cos162 ddL






















 


3

2

0

3
2

0

3
2

0

2

2
cos24

.
2

cos
2

cos

,
32

0

2
cos24

2
cos212

то

какТак

ddd

324
2

3
480

3
sin48

2
sin48

0

3

2



















. 

Фигура D , площадь которой требуется найти, отмечена штриховкой на 

рис. 10. Поскольку фигура D  симметрична относительно полярной оси Op , то 

ее площадь равна удвоенной площади ее верхней половины. Площадь этой 

половины равна разности площадей 1S  и 2S , где 1S  – площадь сектора COE : 










 ;

3

2
,3 ; 2S  – площадь фигуры, ограниченной дугой кардиоиды, 










 ;

3

2
 и лучом 

3

2
 . 

Таким образом, 

     













 








3

2

2

3
2

2
21 cos16

2

1
3

2

1
22 ddSSSD  

  


 












3

23

2

3

2

3
2

2

2

2cos1
36sin7227cos36cos7227 dd


















3

2
2sin

2

1
18

3
18

2

3
0729  

2

363
15

2

3
0933615 








 . 
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3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ 

МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

 

3.1. Задания по теме 

«Дифференциальное исчисление функций многих переменных» 

Задание 1 

Задана функция двух переменных ),( yxfz  . 

1. Опишите область определения )(zD  и изобразите ее на плоскости. 

2. Выясните, является ли множество )(zD  ограниченным, связным, 

замкнутым. 

3. Найдите линии (точки) разрыва функции, если они существуют. 

 

Варианты 

1) 
)1ln(

2
22

2

yx

xy
z




 . 

2)  2223 2ln yxyxyz  . 

3)    12lnln22ln 2  yxyxz . 

4)   xyeyxz  22arcsin . 

5) 
22

22 122

yx

yyxx
z




 . 

6) 
y

x
z

2

1
arccos


 . 

7)  
24tg xyz  . 

8) 
 

yx

xy
z




2

ln
. 

9)  1ln222  yxyyxz . 

10)   xyyxz  2arcsin . 

11)   yxyz  lnln . 

12) 
1

11






xy

yx

xy
z . 

13) 
 

yx

yx
z






1

ln 2

. 

14) yxyxyxz 7535211  . 
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15) 
y

xz
1

arcsinarccos  . 

16) 






 


2
coslnln

y
xz . 

17)  xyxz  1lnln12
. 

18)  
22

22

2

1
2ln

xyy
yxxz


 . 

19) yxyxxz 351583241 2  . 

20) 
y

xz
2

arccos . 

21)   112arcsin 2  xyz . 

22)  222 ln4 yxyz  . 

23) 
)623ln(

22






yx

yx
z . 

24)    xxyz  2sinlnln . 

25)   yxxz 2arcsintg  . 

26) 
224

12

1
yx

yx
z 


 . 

27) 
yx

y
z




2
arccos . 

28) 
 

1

ln 2






xy

yx
z . 

29) xy
x

z 



3

sin
2

1
. 

30)   yxyxyxz 36184312ln  . 

Задание 2 

Найдите пределы функций двух переменных, если они существуют. 

 

Варианты 

1) а) 














 4

168
2lim

2

22

2
1 y

xxy
xyyx

y
x

; 
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 б)   22

1
22

0
0

221lim yx

y
x

yx 




 ;  в) 
22

0
0

2
lim

yx

xy

y
x 



. 

2) а) 













 33

322

1
2 8

2
lim

yx

xyyx

y
x

; 

 б) 
x

xy

y
x

tg
lim

3
0




;    в) 
22

22

0
0

lim
yx

yx

y
x 






. 

3) а) 














 yxxyyx

yx
yx

y
x 22

22
2

1
1

1
3lim ; 

 б) 
y

xy

y
x

sin
lim

0
1




;    в) 
22

2

0
0

lim
yx

x

y
x 



. 

4) а) 













 22

33

2
2

lim
xyyx

yx

y
x

; 

 б) 
)(3

1
sin)(lim

22

22

yx
yx

y
x 






; в) 
44

22

0
0

lim
yx

yx

y
x 



. 

5) а) 












 22

22

0
0 3

234lim
yxxy

xy
xyyx

y
x

; 

 б) 
x

xy

y
x

1
sinlim

0


;    в) 
22

2

0
0

lim
yx

y

y
x 



. 

6) а) 














 105

1025
4

2

3
lim

22

0
2 x

xyxyx
xy

x

y
x

; 

 б) 
2

9
arcsin

3

2
lim

2

2
3







x

x

xy

y
x

;  в) 
yx

x

y
x 



2
lim

0
0

. 

7) а) 













 2332

222

0
1

4
lim

yxyx

yyx

y
x

; 

 б) 
y

x
yx

y
x

3
arctg)(lim

3





;   в) 
24

2

0
0

lim
yx

yx

y
x 



. 
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8) а) 













 3

2

3
1 )3(

635
lim

xyy

xyxyy

y
x

; 

 б) 
2

1
0 5

tg
lim

xy

xy

y
x



;    в) 
yx

y

y
x 



0
0

lim . 

9) а) 













 )2)(1(

)3)(32(
lim

2

0
1 yx

yxx

y
x

; 

 б) 

2

22

2

3

lim

x

y
x yx

x













;   в) 
42

2

0
0

lim
yx

xy

y
x 



. 

10) а) 
)5)(1(

)1)(2(
lim

2

2
1 




 yx

yxx

y
x

; 

 б) 











 2

1

1
1ln

8

3
lim

xyy

x

y
x

;  в) 
yx

yx

y
x 






0
0

lim . 

11) а) 
1

)4)(32(
lim

2

1
2 




 xyxy

xyy

y
x

; 

 б) 
2

22

22

1
1lim

yx

y
x yx
















 ;  в) 

yx

y

y
x 

 3

0
0

lim . 

12) а) 
)6(

3
lim

2

222

3
0 




 yyx

yxyx

y
x

; 

 б) 
3

2

2
tg3lim

y

yx
xy

y
x






;   в) 
2

0
0 3

lim
yx

y

y
x 



. 

13) а) 
12

)1)(24(
lim

2

2

0
4 




 xx

yxx

y
x

; 

 б) 











 22

2

2
lnlim

yx

y
xy

y
x

;   в) 
yx

x

y
x 

 2

2

0
0

lim . 

14) а) 
)2)(2(

)1)(65(
lim

2

2

2
2 




 yxx

xyy

y
x

; 
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 б) 
yx

yx

y
x 






)arcsin(
lim

22

1
1

;  в) 
23

0
0

4
lim

yx

xy

y
x 



. 

15) а) 
)3)(23(

)3)(43(
lim

2

2

4
1 




 yxx

yxx

y
x

; 

 б) 
y

x

x

y

y
x

2

32
arctglim




;   в) 
22

2

0
0

3
lim

xy

x

y
x 



. 

16) а) 
)2)(3(

)82(
lim

2

2

2
0 




 yxx

yyxy

y
x

; 

 б) 
yx

yx

y
x 






)sin(
lim

33

1
1

;   в) 
2

2

0
0

2
lim

x

yxy

y
x






. 

17) а) 
1

)2)(54(
lim

2

2

3
1 




 x

yxx

y
x

; 

 б) 
)1(

)34arctg(
lim

2

2

2
1 




 xy

yxx

y
x

;  в) 
32

3

0
0

lim
yxy

x

y
x 



. 

18) а) 
)2)(4(

2
lim

2

2

2
1 




 xy

yy

y
x

; 

 б) 

x

y
x yx

x













 22

1lim ;   в) 
xy

yx

y
x 2

8
lim

0
0 






. 

19) а) 
)4)(4(

)2)(103(
lim

2

2

1
2 




 yx

yxx

y
x

; 

 б) 
yx

xyx

y
x 






1
tg)(lim 2

0
;  в) 

2

2

0
0

23
lim

y

xyx

y
x






. 

20) а) 
34

)3)(1222(
lim

2

2

2
3 




 xx

yxx

y
x

; 

 б) 
xyxy

x

y
x 362

)2arcsin(
lim

2

1
2 






;   в) 
2

2

0
0

5
lim

x

xxy

y
x






. 
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21) а) 
)1)(6(

)1)(124(
lim

2

2

6
0 




 xyy

xyy

y
x

; 

 б) 










 22

1
1lnlim

yx
xy

y
x

 ;  в) 
yx

yx

y
x 72

53
lim

0
0 






. 

22) а) 
45

)1)(242(
lim

2

22

4
2 




 yy

xyy

y
x

; 

 б) 
)1)(2(

)23arcsin(
lim

2

2
2 




 yx

xx

y
x

;  в) 
22

32

0
0

2
lim

yx

yx

y
x 






. 

23) а) 
)1)(3(

)12)(693(
lim

2

3
1 




 xy

yxx

y
x

; 

 б) 
32

)arctg(
1lim

2

222

1
2 




 yy

yxx

y
x

;  в) 
22

2

0
0 2

lim
xy

y

y
x 



. 

24) а) 
xyxy

xyy

y

x 





 2

22

2

1
1 2

)1)(12(
lim ; 

 б) 

y

y
x yx

y













 22

1lim ;   в) 
xy

yx

y
x

33

0
0

lim





. 

25) а) 
)23)(4(

)2)(483(
lim

2

2

1
3

2 





 xy

yxx

y

x

; 

 б) 












 21 )(

1ln)(lim
yx

x
yx

y
x

; в) 
xyy

x

y
x 2
lim

2

3

0
0 




. 

26) а) 
)2)(3(

)1)(107(
lim

2

2
0 




 yx

xyyy

y
x

; 

 б) 
)4)(3(

)1)(32sin(
lim

2

2

3
0 




 xy

xyy

y
x

; в) 
2

2

0
0 )(

lim
xy

x

y
x 



. 

27) а) 
)1)(3(

)32)(12(
lim

22

1
3 




 yxxy

yyxx

y
x

; 
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 б) 
)1)(2(

)54arctg(
lim

2

1
4 




 yx

yy

y
x

;  в) 
3

3

0
0 )32(

lim
xy

y

y
x 



. 

28) а) 
)2)(2(

86
lim

2

2

2
2 




 yx

yy

y
x

; 

 б) 
2

22

5

1
tglim

xy
yx

y
x




;   в) 
2

0
0 )2(

lim
yx

xy

y
x 



. 

29) а) 
)12(2

372
lim

2

2

1
4 





 yxy

yy

y

x
; 

 б) 












 22

2

2

ln)(lim
yx

x
yx

y
x

;  в) 
3

2

0
0 )3(

lim
yx

xy

y
x 



. 

30) а) 
1

)54(
lim

2

22

2
1 




 x

xyxx

y
x

; 

 б) 
22

1
arcsin5lim

yx
xy

y
x




;   в) 
2

2

0
0 )(

lim
xy

y

y
x 



. 

Задание 3  

Даны функции  yxfz ,  и  yxgz , , точка  
000

; yxM  и вектор a . 

1. Напишите для функции  yxg ,  уравнение линии уровня l , 

проходящей через точку 
0

M , определите тип полученной кривой и постройте 

ее на плоскости. 

2. а) Найдите градиенты функций  yxf ,  и  yxg ,  в точке 
0

M  и угол 

между ними. 

б) Вычислите производную функции  yxf ,  в точке 
0

M  по направлению 

вектора a . 

в) Определите, какова скорость изменения функции  yxf ,  в точке 
0

M  

по направлению вектора a . 

г)  Определите, какова наибольшая скорость роста функции  yxf ,  в 

точке 
0

M . 

д)* Вычислите производную функции  yxf ,  в точке 
0

M  по 

направлению кривой l , полученной в задаче 1. 
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3. Проверьте, удовлетворяет ли функция  yxf ,  данному 

дифференциальному уравнению. 

 

Варианты 

 1)     xyyxgeeyxf x

y
y

x

 2,,, ;  2;4
0

M ; jia 43  ; 

уравнение: 



















y

x

x

y

y

f
y

x

f
x 2

2

2
2

2

2
2

. 

 2)     xyyyxgyxyxf  122,,4, 222
;  3;2

0
M ; 

jia
2

2

2

2
 ; уравнение: f

y

f

x

f










2

2

2

2

. 

 3)     524,,
1

, 22

32
 yyxxyxg

yx
yxf ;  1;1

0
M ; 

jia 512  ; уравнение: 0
2

232

2

2

















y

f

x

y

yx

f
y

x

f
x . 

 4)     22,,shch, 2  xyyyxgxyyxyxf ;  0;0
0

M ; 

jia 3 ; уравнение: 0
2

22

2

2
















y

f

yx

f
y

x

f
. 

 5)     1,,ln, 333  yxyxgyx
y

x
yxf ;  1;1

0
M ; jia 43  ; 

уравнение: 0
3

3
3

3

3
3 











y

f
y

x

f
x . 

 6)       222 ,,lnln, yxyxgyxyxf  ;  1;1
0

M ; jia  2 ; 

уравнение: 
yx

f

y

f

x

f













 2

2

2

2

2

2 . 

 7)     yxxyxg
yx

yxf 


 2,,
1

, 2

22
;  1;0

0
M ; jia 

3

3
; 

уравнение: 0
2

2

2

2











y

f

x

f
. 

 8)       322,,, 222cos   yyxxyxgeyxf yx
;  1;2

0
M ; 

jia  ; уравнение: 
2

2

2

2

4
y

f

x

f









. 
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 9)     yxxyxg
xy

yx
yxf 




 4,,

1
arctg, 2

;  0;1
0

M ; jia  3 ; 

уравнение: 0
2






yx

f
. 

 10)     yxxyxgeyxf xy  2,,, 2
;.  2;0

0
M ; jia 125  ; 

уравнение: 0
2

2
2

2

2
2 











y

f
y

x

f
x . 

 11)       122,,ln, 22   yyxxyxgexyxf y
;.  0;0

0
M ; 

jia 2 ; уравнение: 0
2

22





















x

f

y

f

yx

f

x

f
. 

 12)     463,,53, 23 2  yxxyxgxyxyyxf ;  3;0
0

M ; 

jia  3 ; уравнение: 
yx

f
xy

y

f

x

f













 2

2

2

2

2

2 . 

 13)     12,,
12

53
, 22 




 yxxyxg

xy

yx
yxf ;  1;2

0
M ; jia  ; 

уравнение: 1
2

2

2

2











y

f

x

f
. 

 14)     12,,arccos, 22

2
 yyxyxg

x

y
yxf ;  0;1

0
M ; 

jia 512  ; уравнение: 
yx

f

y

f

x

f













 2

2

2

2

2

2 . 

 15)       12,,, 2   yxxyxgeyxyxf xy
;  1;0

0
M ; 

jia
3

3
 ; уравнение:   xyeyxxy

y

f
y

x

f
x 









 33

2

2

2

2

. 

 16)     58,,2, 222  yxxyxgyxyxyxf ;  4;3
0

M ; 

jia  ; уравнение: 0
2

2
2

2

2
2 











y

f
y

x

f
x . 

 17)     24,,
32

, 2

22





 yxxyxg

yx

yx
yxf ;  4;0

0
M ; 

jia
2

2

2

2
 ; уравнение: 

yx

f

y

f

x

f













 2

2

2

2

2

. 
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 18)     42,,, 22  yyxyxgexyxf x

y

;  0;1
0

M ; jia 3 ; 

уравнение: 0
2

2

2

2

2

2











y

f

x

y

x

f
. 

 19)     342,,arctg, 2  yxxyxg
y

x
yxf ;  1;0

0
M ; jia 512  ; 

уравнение: 0
2

2

2

2











y

f

x

f
. 

 20)     34,,ctg, 22  yxxyxg
x

y
yxf ;  1;1

0
M ; jia 43  ; 

уравнение: 0
2

2

2

2

2











y

f

x

y

x

f
. 

 21)     34,,, 22

22



 yxxyxg

yx

y
yxf ;  1;1

0
M ; jia  ; 

уравнение: f
y

f

x

f










2

2

2

2

. 

 22)     42,,arcctg, 2  xyyyxg
x

y
yxf ;  0;1

0
M ; jia  ; 

уравнение: 0
2

2

2

2











y

f

x

f
. 

 23)     94,,3, 222  yxxyxgxyxyxf ;  0;1
0

M ; 

jia 34  ; уравнение: 02
2

22

2

2
















y

f

yx

f

x

f
. 

 24)     74,,, 2
2

 yxxyxg
x

y
yxf ;  1;1

0
M ; jia

3

3
 ; 

уравнение: 0
2

2

2











yx

f

x

y

x

f
. 

 25)     52,,2, 2222  yxxyxgyxyxyxf ;  1;1
0

M ; 

jia 2 ; уравнение: 
yx

f

y

f

x

f













 2

2

2

2

2

. 
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 26)     32,,
2

, 22 


 yyxyxg
yx

y
yxf ;  1;1

0
M ; jia 512  ; 

уравнение: 
yx

f

y

f

x

f













 2

2

2

2

2

2  

 27)     52,,, 22  yyxyxgexyxf y

x

;  0;1
0
M ; jia 43  ; 

уравнение: 0
2

2

2

2

2

2












y

f

x

f

y

x
. 

 28)       72,,ln, 2   yxxyxgeeyxf yx
;  0;0

0
M ; 

jia  2 ; уравнение: 
2

2

2

2

y

f

x

f









. 

 29)       14,,sincos, 2  yxxyxgxyyxeyxf x
;  0;0

0
M ; 

jia  ; уравнение: 0
2

2

2

2











y

f

x

f
. 

 30)     142,,, 22

22



 yyxxyxg

xy

y
yxf ;  1;0

0
M ; jia  ; 

уравнение: 
2

2

2

2

y

f

x

f









. 

Задание 4 

Даны функции  zyxFu ,, ,  zyxGv ,, , точка  
0000

;; zyxM . 

1. Найдите уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

S , заданной неявно уравнением   0,, zyxF  в точке 
0

M  этой поверхности. 

2. Вычислите расстояние от начала координат до касательной плоскости к 

поверхности S  в точке 
0

M . 

3. Определите, какой угол образует с осью Oz  нормаль к поверхности S , 

проведенная в точке 
0

M . Найдите косинус этого угла. 

4*. Для функции  zyxG ,,  напишите уравнение поверхности уровня 
1

S , 

проходящей через точку 
0

M , и охарактеризуйте тип полученной поверхности. 

5*. Определите, какой угол образует нормаль, проведенная к поверхности 

1
S  в точке 

0
M , с касательной плоскостью к поверхности S  в этой точке. 

Вычислите косинус этого угла. 

6*. Найдите уравнение касательной плоскости к поверхности 
1

S , 

перпендикулярной нормали к поверхности S  в точке 
0

M , если она существует. 
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Варианты 

 1)   23,,  xyzyxzyxF zy
;   zyxzyxG 2,, 22  ;  0;1;

00
xM . 

 2)   324,, 232   zzxyezyxF yx
;   222,, zyxzyxG  ; 

 
00

;1;1 zM  . 

 3)        1;;0;2,,;ln,,
00

2222 yMzyxzyxGyxzzyxF   

 4)     zyzx
z

xy
zyxF  222lnarctg,, ;   1,, 222  zyxzyxG ; 

 
00

;1;0 zM  . 

 5)      0;;1;1,,;,,
00

2232

32
yMzyxzyxGzyx

yx

z
zyxF 


 . 

 6)   13,, 22  xyzzxyyzxzyxF ;   32,, 222  zzyxzyxG ; 

 1;;1
00

yM . 

 7)     yzezyxF xy   2ln,, ;   42,, 222  zyyxzyxG ; 

 0;;0
00

yM . 

 8)      1;;1;,,;2ln,,
00

222 yMzyxzyxGzy
z

x
zyxF  . 

 9)   22,,
222




 xy
zyx

z
zyxF ;   zyxzyxG  2,, ; 

 0;;1
00

yM . 

 10)   1coscoscos,,  xzzyyxzyxF ;   222,, zyxzyxG  ; 

 0;;0
00

yM . 

 11)   zxyyxzyxF  22,, ;   zyxzyxG  34,, ;  
00

;4;3 zM  . 

 12)     1
2

,, 222 
z

y
yxyzxzzyxF ;   xzyzyxG 2,, 22  ; 

 1;;0
00

yM . 

 13)   4arctg,, 
z

y

y

x
zyxF ;   zyzyxzyxG 24,, 222  ; 

 1;;0
00

yM . 

 14)  
z

y

y

x
zyxF ,, ;   222,, zyxzyxG  ;  1;1;

00
xM . 

 15)     1
1

ln,,
2

 

x
eeezyxF yzxy

;   222 2,, zyxxzyxG  ; 

 0;0;
00

xM . 
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 16)   2,,
22







zy

yx
zyxF ;   222 2,, zyxxzyxG  ;  1;0;

00
xM . 

 17)   1,, 22  zyxzyxF ;   222,, zyxzyxG  ;  
00

;1;1 zM . 

 18)   44arctg,,
2

 yz
y

z

z

xy
zyxF ;   zzyxzyxG 4,, 222  ; 

 
00

;1;0 zM . 

 19)   12,, 2   yzyxyzezyxF zyx
;   222 2,, zyyxzyxG  ; 

 1;;0
00

yM . 

 20)   12ln,,
2

 xy
z

y
x

z

xy
zyxF ;   222,, zyxzyxG  ; 

 1;;1
00

yM . 

 21)   z
xz

y
xzyxF 


 arctg,, ;   zyxzyxG  2,, ;  

00
;0;1 zM . 

 22)   1,,  zyx zexeyezyxF ;   1,, 22  zyxzyxG ; 

 0;0;
00

xM . 

 23)   yze
z

x
zyxF xy  arctg,, ;   222,, zyxzyxG  ;  1;;0

00
yM . 

 24)   1arcsin,,
22





y

x

yx

z
zyxF ;   zyxzyxG ,, ; 

 0;1;
00

xM . 

 25)   13,, 3 23  zyxzyxF ;   222,, zyxzyxG  ;  0;0;
00

xM . 

 26)      222,,  xzxyzyxzyxF ;   zyxzyxG 2,, 22  ; 

 1;1;
00

xM . 

 27)   44,, 2  yzyxyzyxF z
;   222 2,, zyyxzyxG  ; 

 1;;0
00

yM . 

 28)     1arcsin,,
2


z

x
xyzyxF ;   2222,, zyxzyxG  ;  1;0;

00
xM . 

 29)   12,, 2

222



 xyx

zyx

z
zyxF ; 

  222 2,, zyxxzyxG  ;   0;1;
00

xM . 

 30)   2,,
3


y

x

xy

z
zyxF ;   yzxzyxG 4,, 22  ;   0;1;

00
xM . 
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Задание 5 

Разложите функцию ),( yxfz   по формуле Тейлора второго порядка в 

окрестности указанной точки );( 000 yxM . Используя полученное разложение, 

найдите приближенное значение функции ),( yxfz   в точке ).;( yxM  

 

Варианты 

1) )98,0;03,1(),1;1(,ln
0

MM
y

x
yz  . 

2) )01,1;99,0(),1;1(,
023

MM
xy

x
z


 . 

3) )02,1;97,3(),1;4(,
0

MMyz x . 

4)   )03,0;98,0(),0;1(,ln
0

32 MMyxz  . 

5) )95,0;01,1(),1;1(,arcctg
0

MM
y

x
z  . 

6) )01,1;02,3(),1;3(,
1 0

MM
x

y
z


 . 

7) )97,0;01,0(),1;0(,
0

32

MMez yx . 

8) )97,0;98,1(),1;2(,4
0

2 MMyxz  . 

9) )05,1;98,3(),1;4(,
0

MMyxz x . 

10) )04,0;01,1(),0;1(,arctg
0

MM
yx

x
z


 . 

11) )01,1;95,0(),1;1(,
0

MMxz xy . 

12) )01,1;05,1(),1;1(,
022

22

MM
yx

yx
z




 . 

13)   )05,0;01,0(),0;0(,1ln
0

MMeez yx  
. 

14) )99,1;03,1(),2;1(,
0

33 MMyxz  . 

15)   )97,0;99,0(),1;1(,1ln
0

3 MMyxz  . 

16) )03,1;01,4(),1;4(,
0

MM
x

y

y

x
z  . 

17)   )02,0;97,0(),0;1(,ln
0

22 MMyxxz  . 

18) )98,0;04,1(),1;0(,
0

MMeyz y

x

 . 
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19) )96,0;05,0(),1;0(,3
0

2 MMyez x  . 

20) )05,1;01,2(),1;2(,
5

042
MM

yx
z


 . 

21) 
 

)99,3;02,0(),3;0(,
1

cos
0

2

MM
y

x
z


 . 

22) )02,4;99,2(),4;3(,
022

MM
yx

y
z


 . 

23) )05,1;99,1(),1;2(,
033

MM
yx

x
z


 . 

24) )01,2;98,3(),2;2(,2
0

4 3 MMyxz  . 

25) )03,1;99,0(),1;1(,
2

2
0

MM
x

y

y

x
z  . 

26) )97,0;02,0(),1;0(,arcsin
022

MM
yx

x
z


 . 

27)   )02,0;03,0(),0;0(,2cos
0

MMxez y  
. 

28) )97,0;05,0(),1;0(,
02

MM
yx

e
z

x


 . 

29) )99,0;98,0(),1;1(,arctg
0

2

MM
x

y
z  . 

30)   )05,1;97,3(),1;4(,1ln
0

MMyxz  . 

Задание 6  

Для функции ),( yxfz   найдите: 

1) ее полный дифференциал в двух различных ситуациях: 

  а) если yx,  – независимые переменные;  

  б) если ),,( vuxx   ),( vuyy   – функции независимых переменных 

vu, ; 

2) локальные экстремумы; 

3) наибольшее и наименьшее значения функции в указанной области D ; 

4) условный экстремум функции ),( yxfz  , если переменные x  и y  

удовлетворяют данному уравнению связи .0),( yxF  

 

Варианты 

 1) 
22 )2(3  yxz ; 

2sinvx  , vuuvy cos2  ; 
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4,0,0:  yxyxD ; уравнение связи: 01222  yx . 

 2) 
22 3 yxyxz  ; 

v

u
x ln , 

32 uvvuy  ; 6,0,0:  yxyxD ; 

уравнение связи: 06  yx . 

 3) xyxyz 22  ; 
uvex  , 

v

u
y  ; 

03,0,0:  xyyxD ; уравнение связи: 02  yx . 

 4) yxyxz  22
; )cos(uvx  , 










v

u
uy sin ; 

3,1,5,1:  yyxxD ; уравнение связи: 01 yx . 

 5) yxyxz  22 33 ;  vux arctg , v

u

ey  ; 

03,03,0:  xyxyyD ; уравнение связи: 033  yx . 

 6) 
22 22 yхyxz  ; vux  2ln , )cos(uv

v

u
y  ; 

02,03
2

3
,0:  yxxyxD ; уравнение связи: 022  yx . 

 7) 
22 3 yxyxz  ; )3sin(  uvux , 










2
cos

v

u
vy ; 

13,12:  yxD ; уравнение связи: 02  yx . 

 8) yxxyz  2 ; 
vu

vux



1

arctg)( , 
vu

uvvu
y






22

; 

01,0,7:  xyyxD ; уравнение связи: 01 xy . 

 9) yxyyz  93 2
; 

v

vu
ux


 sin , 

22 2uvuy  ; 

1:  yxD ; уравнение связи: 01 xy . 

 10) yxxyz  ; uvx arcsin , 
v

u
y arctg ; 

60,30:  yxD ; уравнение связи: 062  yx . 

 11) 
22 xxyyz  ; 

vux  , 
vu

v
y


 ln ; 

9,0,0:  yxyxD ; уравнение связи: 03 yx . 

 12) yxyxz  22
; 

22

22

vu

vu
x




 ,  32 32ln uvvuy  ; 

1,0,0:  yxyxD ; уравнение связи: 012  yx . 

 13) yxyxz  22
; v

u

x 2 , 
22 vu

uv
y


 ; 
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30,32:  yxD ; уравнение связи: 032  yx . 

 14) yxyxz  22
;  23cos vuvx  ,  22 2sin uvuy  ; 

21,61:  yxD ; уравнение связи: 01 yx . 

 15) xyxyz 22  ; 
v

u
x arcsin ,  2arcctg uvy  ; 

22,11:  yxD ; уравнение связи: 02  yx . 

 16) 122  yxyxyxz ;  22ln vuuvx  , 
vu

uv
y


 ; 

21,12:  yxD ; уравнение связи: 01 yx . 

 17) yxyxyxz 6322  ; 
2

sin

v

uv
x  , v

v

u
y cos ; 

04,0,04:  xyyxD ; уравнение связи: 04  yx . 

 18)   xyxyxz 712
22  ;  vuy

v

u
x  2

2
arctg, ; 

02,04,0:  xyyxxD ; уравнение связи: 02  yx . 

 19)  
uv

yvxyxxyxz
1

sin,cos;7432 22  ; 

4:  yxD ; уравнение связи: 02  yx . 

 20) 
2

,
ln

;8624 22 vuey
v

u
xxxyyxz  ; 

21;12:  yxD ; уравнение связи: 01 yx . 

 21) 
222 2,;222 vuy

vu

vu
xxyxyxz 




 ; 

03,0,0:  xyxyD ; уравнение связи: 03 yx . 

 22) 
vuey

v

vu
xyxyxz 


 ,;22

; 

31;31:  yxD ; уравнение связи: 02  yx . 

 23)      22sin,cos;2 vuyvuvuxyxxyz  ; 

03;0;0:  xyyxD ; уравнение связи: 02  yx . 

 24) 
uvey

vu

vu
xyxyxz 




 ,ln;22

; 

11;20:  yxD ; уравнение связи: 01 yx . 

 25) 
2222 5,arctg;22151 vuyvuxyxyxxz  ; 

2
2

;0;0: 
x

yyxD ; уравнение связи: 042  yx . 

 26)  
v

u
yvuxyxxyyxz cos,arcsin; 222  ; 
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02;0;0:  хуyxD ; уравнение связи: 02  yx . 

 27)   32,ln; uvvuyeexyxxyz vu  ; 

12;30:  yxD ; уравнение связи: 02  yx . 

 28) veyvuxyxyxxz u ln,sincos;61 22  ; 

4;0;0:  уххууD ; уравнение связи: 04  yx . 

 29) 
222 4,;643 vuvy

u

v
vuxxyxyz  ; 

4:  yxD ; уравнение связи: 04  yx . 

 30)    uvyvuxyxyxyxz arcsinln,arccos;2 222  ; 

2;2;0:  хуxууD ; уравнение связи: 02  yx . 

3.2. Образцы решения заданий по теме 

«Дифференциальное исчисление функций многих переменных» 

Задание 1 

Заданы функции двух переменных: 

а)  y
y

x
z  1arccosarcsin

2
; б) 

22

22

2
ln

yxx

xyx
z




 . 

1. Опишите их области определения )(zD  и изобразите их на плоскости. 

2. Выясните, являются ли множества )(zD  ограниченными, связными, 

замкнутыми. 

3. Найдите линии (точки) разрыва этих функций, если они существуют. 

 

Решение 

1. а) Область определения )(zD  функции  y
y

x
z  1arccosarcsin

2
 

представляет собой пересечение двух множеств 21)( DDzD  , 

где    








 2

21
;,11:; yx

y

x
yxD ; 

     2

2
;,111:;  yxyyxD . 

Изобразим множества 1D  и 2D  на плоскости xOy . Для этого зададим их 

системой неравенств относительно переменных yx, , являющихся 

координатами точек  yxM ; , принадлежащих этим множествам. 

Рассмотрим множество 1D . Заметим, что  
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.0

,

,

1

,1

11 2

2

2

2

2

y

yx

yx

y

x

y

x

y

x
 

Построим множество точек, координаты которых удовлетворяют 

уравнению 
2yx  , т. е. параболу с вершиной в начале координат, ветви 

которой направлены влево. Возьмем любую точку, не лежащую на параболе 
2yx  , например  1;0 , и подставим ее координаты  в неравенство 

2yx  . 

Полученное неравенство 10   является верным. Значит, неравенство 
2yx   

определяет множество точек плоскости xOy , расположенных вне параболы, 

включая точки самой параболы (рис. 11). 

Изобразим теперь множество точек, координаты которых удовлетворяют 

уравнению 
2yx  , т. е. параболу с вершиной в начале координат, ветви 

которой направлены вправо. Возьмем произвольную точку, не лежащую на 

этой параболе, например  1;0 , и подставим ее координаты в неравенство 

2yx  . Полученное неравенство 10   является верным. Поэтому неравенство 

2yx   определяет часть плоскости вне параболы, содержащую точку  1;0 , 

включая точки самой параболы (рис. 12). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Учитывая, что множество     2;,0:;  yxyyx  представляет собой 

совокупность всех точек  yx;  плоскости xOy , кроме точек оси Ox , изобразим 

множество 1D  на рис. 13 как пересечение указанных трех множеств. 

Рассмотрим множество 2D . Поскольку ординаты точек этого множества 

удовлетворяют двойному неравенству 

2002111  yyy , 

то множество 2D  – горизонтальная полоса, ограниченная прямыми 0y  и 

2y , включая точки этих прямых. 

Рис. 11 

x  O  

1 

y  

Рис. 12 

xO  

1 

y  
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Изобразим область определения  zD  данной функции как пересечение 

множеств 1D  и 2D , получим рис. 14. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. а) Область определения  zD  данной функции является ограниченным, 

связным и незамкнутым множеством (так как точка  zDO ). 

3. а) Функция  y
y

x
z  1arccosarcsin

2
 непрерывна в своей области 

определения. 

 

1. б) Заметим, что исходя из области определения логарифма 

 


























.02

,0

,02

,0

0
2

22

22

22

22

22

22

yxx

xyx

yxx

xyx

yxx

xyx
 

Тогда область определения  zD  функции 
22

22

2
ln

yxx

xyx
z




  является 

объединением двух  множеств: 21)( DDzD  , 

где     22222

1
;02,0:;  yxyxxxyxyxD ;  

    22222

2
;02,0:;  yxyxxxyxyxD . 

Изобразим на плоскости xOy  множество точек, координаты которых 

удовлетворяют уравнению 022  xyx . Это окружность 
4

1

2

1 2
2









 yx  с 

центром в точке 







0;

2

1
 и радиусом, равным 

2

1
. Тогда множество точек  yx; , 

удовлетворяющих неравенству 
4

1

2

1
0 2

2
22 








 yxxyx , совпадает 

Рис. 13 

x  

y  

1
D  

O  

Рис. 14 

x  

y  

2  

4  4  

 zD  

O  
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Рис. 15 

x  0  

y  

2  
2

1
 1 

 zD  

с внешностью круга с центром в точке 







0;

2

1
 и радиусом, равным 

2

1
, не 

включая точки, лежащие на окружности 022  xyx . 

Построим на плоскости xOy  множество точек, координаты которых 

удовлетворяют уравнению 02 22  yxx . Это окружность   11 22
 yx  с 

центром в точке  0;1  и радиусом, равным 1. Тогда множество точек  yx; , 

удовлетворяющих неравенству   1102 2222  yxyxx , совпадает с 

внутренностью круга с центром в точке  0;1  и радиусом, равным 1, не включая 

точки, лежащие на окружности   11 22
 yx . 

Следовательно, 1D  – часть плоскости, расположенная вне малого круга 

022  xyx  и внутри большого круга 02 22  yxx , не включая точки 

самих окружностей. 

Рассмотрим множество 2D . Поскольку внутренность малого круга 

022  xyx  и внешность большого круга 02 22  yxx  не пересекаются, 

множество 2D  является пустым. 

Таким образом, область определения   1DzD   изображена на рис. 15. 

 

2. б) Область определения  zD  

данной функции является ограниченным, 

связным, открытым множеством. 

 

3. б)Функция 
22

22

2
ln

yxx

xyx
z




  

непрерывна в своей области определения 

 zD . 

Задание 2 

Найдите пределы функций двух переменных, если они существуют: 

а) 
 

xyxxyyх

yyx

y
x 33

)352sin(1
lim

222

2

3
1 






;  б) 
yx

x

y
x x

y 














2

1lim

2

;  в) 
xyy

x

y
x 2
lim

2

3

0
0 
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Решение 

а) Вычислим 
 

xyxxyyх

yyx

y
x 33

)352sin(1
lim

222

2

3
1 






. 

Так как   00sin2)352sin(1lim 2

3
1






yyx

y
x

 и 

  033lim 222

3
1






xyxxyyх

y
x

, то для нахождения этого предела необходимо 

раскрыть неопределенность 
0

0
. Для этого преобразуем функцию, стоящую под 

знаком предела:  
       

  xyxy

yyx

xyxxyyх

yyx









2222

2

3

312sin1

33

)352sin(1
. 

Воспользуемся замечательным пределом 
 

 
 

1
sin

lim
0






 y

y

y
, из которого 

следует, что    yy  ~sin  при   0 y . Поэтому 

        312~312sin  yyyy  при   03 y   3 y . Тогда 

 
     

  















 xyхy

yyx

xyxxyyх

yyx

y
x

y
x 2

3
1222

2

3
1 3

3)12(1
lim

33

)352sin(1
lim  

 
2

7

31

72)12(1
lim

2

3
1













 xyх

yx

y
x

. 

б) Вычислим предел 
yx

x

y
x x

y 














2

1lim

2

. Учитывая, что 11lim

2












 x

y

y
x

 и 





 yx

x

y
x

2

2

lim , раскроем неопределенность 
1 . Чтобы воспользоваться 

замечательным пределом 
   

 

e
x

x

x

















1
1lim , преобразуем функцию, 

находящуюся под знаком предела: 

yx

xy

y

x

yx

x

y

xx

y





















































1
11

2

. 
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Тогда e

y

x

y

x

y
x


























1
1lim

2

, откуда  

2
1

limlim

2

22

2

1lim eee
x

y
x

y

y

yx

xy

yx

x

y
x

y
x

y
x























. 

 

в) Вычислим 
xyy

x

y
x 2
lim

2

3

0
0 




. Поскольку 0lim 3

0
0






x

y
x

 и   02lim 2

0
0






xyy

y
x

, 

то для нахождения данного предела необходимо раскрыть неопределенность 
0

0
. 

Согласно определению предела функции двух переменных, если 

 Mf
MM 0

lim


 существует, то он не зависит от способа стремления точки M  к 

точке 0M . Покажем, что данный предел не существует. 

Пусть сначала точка  yxM ;  стремится к точке  0;00M  по прямой 

xy  . Тогда M  имеет координаты  xx; , при этом 0x . Поэтому 

 





















 

 2

3

022

3

02

3

0
0

lim
2

lim
00

,

2
lim

x

x

xx

x

xy

xy

xyy

x

xx
y
x

 

  0lim
0




x
x

. 

Пусть теперь точка  yxM ;  стремится к точке  0;00M  вдоль параболы 

2xy  . Тогда точка M  имеет координаты  2; xx , при этом 0x . Поэтому 

 
 





















 

 2

lim
2

lim
00

,

2
lim

3

3

034

3

0

2

2

3

0
0 xx

x

xx

x

xy

xy

xyy

x

xx
y
x

 

2

1

2

1
lim

0





 xx
. 

Поскольку указаны два способа стремления точки  yxM ;  к точке 

 0;00M , при которых получены различные пределы, то 
xyy

x

y
x 2
lim

2

3

0
0 




 не 

существует. 
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Задание 3  

Даны функции     22 2,,arctg, yxxyxg
x

y
yxf  , точка  1;1

0
M  

и вектор jia 43  . 

1. Напишите для функции  yxg ,  уравнение линии уровня l , 

проходящей через точку 
0

M , определите тип полученной кривой и постройте 

ее на плоскости. 

2. а) Найдите градиенты функций  yxf ,  и  yxg ,  в точке 
0

M  и угол 

между ними. 

б) Вычислите производную функции  yxf ,  в точке 
0

M  по направлению 

вектора a . 

в) Определите, какова скорость изменения функции  yxf ,  в точке 
0

M  

по направлению вектора a . 

г)  Определите, какова наибольшая скорость роста функции  yxf ,  в 

точке 
0

M . 

д)* Вычислите производную функции  yxf ,  в точке 
0

M  по 

направлению кривой l , полученной в задаче 1. 

3. Проверьте, удовлетворяет ли функция  yxf ,  уравнению 

  0
2

22 















xy

f
yx

y

f
x

x

f
y . 

 

Решение 

1. Поскольку уравнения линий уровня для функции  yxg ,  имеют вид 

  Cyxg , , то в нашем случае Cyxx  22 2 , где C   произвольная 

постоянная. По условию линия l  проходит через точку  1;1
0
M . Подставим 

известные абсциссу 1
0

x  и ординату 1
0
y  точки 

0
M  в составленное 

уравнение линии уровня и определим константу C :  

    01211121 22
 CCC . 

Следовательно, уравнение искомой линии уровня l , проходящей через 

точку 
0

M , имеет вид 02 22  yxx .  

Для определения типа полученной кривой второго порядка выделим 

полный квадрат по x : 

    110112 2222  yxyxx . 

Это уравнение окружности с центром в точке  0;1  и радиусом 1 (рис. 

16). 
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y

 

x

 
1

 

0

 

Рис. 16 

2. а) Известно, что 

 
   



















y

Mf

x

Mf
Mf 00

0
;grad , 

 
   



















y

Mg

x

Mg
Mg 00

0
;grad . 

Найдем частные производные первого 

порядка функций  yxf ,  и  yxg ,  в точке 
0

M : 

222

2

22

1

1

1

1
arctg

yx

y

x

y

x

yx

y

x

yx

y

x

f

xx 






















































, 

 

  2

1

11

1
22

0 







x

Mf
; 

22

2

22

1

1

1

1

1
arctg

yx

x

x

y

xx

y

x

yx

y

y

f

yy 













































, 

 

  2

1

11

1
22

0 









y

Mf
. 

Значит,   









2

1
;

2

1
grad

0
Mf . 

  222 22 






xyxx

x

g
x

, 
 

  02120 




x

Mg
; 

  yyxx
y

g
y

22 22 






,  

 
20 





y

Mg
. 

Следовательно,    2;0grad
0
Mg . 

Для нахождения косинуса угла между векторами  
0

grad Mf  и 

 
0

grad Mg  воспользуемся формулой 

2

2

2

1

2

2

2

1

2211
^
,cos

bbaa

baba
ba



















,  

где    
2121

,,, bbbaaa  . 
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Тогда 

   
2

2

2
2

2

1

20
2

1

2

1

2
2

1
0

2

1
^
grad,gradcos

22
2200











































MgMf . 

Отсюда 

   
4

3

42

2
arccos

2

2
arccos

^
grad,grad

00





























MgMf . 

 

2. б) Для нахождения производной функции  yxf ,  в точке 
0

M  по 

направлению вектора a  воспользуемся формулой  

     















coscos 000

y

Mf

x

Mf

a

Mf
, 

где  cos,cos  – координаты орта 
a

a
. 

Поскольку   52516943
22 a , найдем 

 







 cos;cos

5

4
;

5

3

a

a
. 

Отсюда, учитывая найденные в задаче 2. а) значения 
 

2

10 




x

Mf
, 

 
2

10 




y

Mf
, получим 

 
10

1

10

4

10

3

5

4

2

1

5

3

2

10 













a

Mf
. 

 

2. в) Так как 
 

0
10

10 




a

Mf
, то скалярное поле, заданное функцией 

 
x

y
yxf arctg,  , в точке  1;1

0
M  возрастает со скоростью 

10

1
 по 

направлению вектора  4;3 a . 

 

2. г) Известно, что направление наибольшего возрастания функции 

 yxf ,  в точке 
0

M  совпадает с направлением  
0

grad Mf , а наибольшая 
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скорость роста функции  yxf ,  в точке 
0

M  равна модулю ее градиента в этой 

точке. 

Учитывая, что   









2

1
;

2

1
grad

0
Mf , найдем 

 
2

2

4

2

4

1

4

1

2

1

2

1
grad

22

0


















Mf . 

Значит, наибольшая скорость роста функции  yxf ,  в точке 
0

M  равна 

2

2
. 

 

2. д)* Учитывая, что параметрические уравнения окружности с центром в 

точке  
00

; yx  и радиусом R  имеют вид 

 







,2;0,sin

,cos

0

0

ttRyy

tRxx
 

составим параметрические уравнения кривой l , найденной в задаче 1, получим  

 
 
   

















.2;0,sin

,cos1,

tty

tx

tyy

txx
 

Найдем значение параметра 
0

t , которому соответствует точка  1;1
0
M  

кривой l : 

21sin

,0cos

sin1

,cos11
0

0

0

0

0 


















t

t

t

t

t
. 

Для нахождения производной функции  yxf ,  в точке 
0

M  по 

направлению кривой l  воспользуемся формулой 

 
     















coscos 000

y

Mf

x

MfMf
, 

где     
00

; tytx  ,  



cos;cos . 

Найдем производные функций  tx  и  ty  в точке 
0

t : 

     tttx sincos1 


 ,   1
2

sin
0




 tx ; 

    ttty cossin 


 ,    0
2

cos
0




 ty . 

Тогда  0;1 .  
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Поскольку   101 22
 , то   cos;cos , а значит, 

0cos,1cos  . 

Отсюда, учитывая найденные  в задаче 2. а) значения 
 

2

10 




x

Mf
, 

 
2

10 




y

Mf
, окончательно находим 

 
 

2

1
0

2

1
1

2

10 


 Mf
. 

 

3. Проверим, удовлетворяет ли функция  
x

y
yxf arctg,   уравнению 

  0
2

22 















xy

f
yx

y

f
x

x

f
y . 

Область определения функции  yxf ,  имеет вид 

           ;,;00;:; yxyxfD . 

Найдем 
xy

f



2

, используя найденное в задаче 2. а) значение 

22 yx

y

x

f







:  

   













































222

22

222

22

22

2 2

yx

yx

yx

yyyx

yx

y

x

f

yxy

f

y

 222

22

yx

xy




 . 

Отсюда, учитывая найденные в задаче 2. а) выражения для 
x

f




 и 

y

f




, 

получаем

   















xy

f
yx

y

f
x

x

f
y

2
22

 
 

0
22

2222

222

22
22

22

2

22

2


















yx

xyxy

yx

xy
yx

yx

x

yx

y
 

для любой  точки    fDyx , . 

Значит, функция  yxf ,  удовлетворяет исходному уравнению в своей 

области определения. 
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Задание 4 

Даны функции     22arctg,,  xy
y

z
zxzyxF , 

  zyxzyxG 2,, 22   и точка  0;;1
00

yM . 

1. Найдите уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

S , заданной неявно уравнением   0,, zyxF  в точке 
0

M  этой поверхности. 

2. Вычислите расстояние от касательной плоскости к поверхности S  в 

точке 
0

M  до начала координат. 

3. Определите, какой угол образует нормаль к поверхности S  в точке 
0

M  

с координатной осью Oz . Найдите косинус этого угла. 

4*. Найдите для функции  zyxG ,,  уравнение поверхности уровня 
1

S , 

проходящей через точку 
0

M , и охарактеризуйте тип полученной поверхности. 

5*. Определите, какой угол образует нормаль к поверхности 
1

S  в точке 

0
M  с касательной плоскостью к поверхности S  в этой точке. Вычислите 

косинус этого угла. 

6*. Найдите уравнение касательной плоскости к поверхности 
1

S , 

перпендикулярной нормали к поверхности S  в точке 
0

M , если она существует. 

 

Решение 

1. Поверхность S  задана неявно уравнением   0,, zyxF , где 

    22arctg,,  xy
y

z
zxzyxF . Для нахождения ординаты 

0
y  точки 

0
M , 

лежащей на этой поверхности, подставим в уравнение поверхности S  

известные абсциссу 1
0
x  и аппликату 0

0
z  этой точки: 

102200arctg
00
 yy . 

Теперь точка  0;1;1
0

M  определена. 

Уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности, заданной 

уравнением   0,, zyxF , в точке  
0000

;; zyxM  соответственно имеют вид 

             0
000000
 zzMFyyMFxxMF

zyx
 и 

     
0

0

0

0

0

0

MF

zz

MF

yy

MF

xx

zyx













. 

Найдем частные производные первого порядка функции  zyxF ,,  в 

точке 
0

M : 
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y
zx

z
xy

y

z
zxF

x
x

2
1

22arctg
2















 ,   2

0
 MF

x
; 

  x
y

z
xy

y

z
zxF

y
y

222arctg
2












 ,   2

0
 MF

y
; 

 
  yzx

x
xy

y

z
zxF

z
z

1

1
22arctg

2















 ,   2

0
 MF

z
. 

 Составим уравнение касательной плоскости  : 

      020021212  zyxzyx   

и канонические уравнения нормали l : 

11

1

1

1

2

0

2

1

2

1




















 zyxzyx
. 

 

2. Найдем расстояние от начала координат O  до найденной в задаче 1 

касательной плоскости 02:  zyx . 

Поскольку расстояние от точки  
000

;; zyxA  до плоскости 

0:  DCzByAx  вычисляется по формуле 

 
222

000,
CBA

DCzByAx
Ad




 , получим 

 
  3

32

3

2

111

2000
,

222





Od . 

 

3. Найдем угол между осью Oz  и найденной в задаче 1 нормалью 

11

1

1

1
:







 zyx
l  к поверхности S  в точке 

0
M . 

Воспользуемся формулой косинуса угла между прямыми l  и m : 

2

3

2

2

2

1

2

3

2

2

2

1

332211
^
,cos

bbbaaa

bababa
ml















, 

где  
321

;; aaaa   и  
321

;; bbbb   – направляющие векторы прямых l  и m  

соответственно. 

Учитывая, что направляющий вектор a  нормали l  имеет координаты 

 1;1;1 a , а направляющим вектором оси Oz  является вектор  1;0;0k , 

получим 

 

  3

3

3

1

100111

110101^
,cos

222222
















Ozl . 
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4*. Для функции  zyxG ,,  уравнения поверхностей уровня имеют вид 

Czyx  222
, где C  – произвольная постоянная. Поскольку поверхность 

уровня 
1

S  проходит через точку  0;1;1
0

M , то подставив координаты этой 

точки в уравнение поверхности уровня, получим 

20211 22  CC . 

Значит, поверхность уровня 
1

S  имеет вид 2222  zyx . 

Исследуем поверхность 
1

S  методом сечений. Сечением этой поверхности 

плоскостью 0z  является окружность с центром в начале координат и 

радиусом, равным 2 , плоскостью 0x  – парабола  zy  122
, а 

плоскостью 0y  – парабола  zx  122
. 

Поверхность схематично изображена на рис. 17. 

5*. Найдем угол между нормалью к поверхности 
1

S : 02222  zyx  

в точке 
0

M  и касательной плоскостью к поверхности S  в этой точке. 

Воспользуемся формулой синуса угла между прямой l  и плоскостью  : 

2

3

2

2

2

1

222

321
^
,sin

aaaCBA

CaBaAa
l















 ,  

где  
321

;; aaaa   – направляющий вектор прямой l , а  CBAn ;;  – вектор 

нормали плоскости  . 

Найдем координаты направляющего вектора a  нормали l  к поверхности 

1
S : 02222  zyx  в точке  0;1;1

0
M :  

  2222
00

22

1





MM
xzyxa

x
; 

  2222
00

22

2





MM
yzyxa

y
; 

z  

y  

2  

O

Рис. 17 

x  

2  

1 

2  

2  
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  222
0

22

3





Mz
zyxa . 

Значит,  2;2;2a . 

Согласно задаче 1 вектор нормали n  касательной плоскости   к 

поверхности S  в точке 
0

M  имеет координаты  1;1;1 n . Тогда 

 

  3

1

332

2

111222

121212^
,sin

222222



















l . 

Следовательно, 
3

1
arcsin

^
, 









l . 

 

6*. Составим уравнение касательной плоскости к поверхности 
1

S , 

перпендикулярной нормали к поверхности S  в точке 
0

M , если она существует. 

Поскольку касательная плоскость к поверхности 
1

S  перпендикулярна 

нормали к поверхности S  в точке 
0

M , то вектор нормали касательной 

плоскости к поверхности 
1

S  коллинеарен направляющему вектору нормали к 

поверхности S  в точке 
0

M , что равносильно тому, что соответствующие 

координаты этих векторов пропорциональны. 

Вектор нормали n  касательной плоскости  к поверхности 

022: 22

1
 zyxS  в точке  zyxM ;;  этой поверхности имеет координаты  

 2;2;2 yxn . 

Учитывая найденные в задаче 1 координаты направляющего вектора 

 1;1;1 a  нормали к поверхности S  в точке 
0

M , запишем 

пропорциональность соответствующих координат векторов n  и a : 

1

2

1

2

1

2




yx
. 

Поскольку точка  zyxM ;;  находится на поверхности 
1

S , то ее 

координаты удовлетворяют уравнению этой поверхности: 

02222  zyx . 

Для нахождения координат возможных точек касания  zyxM ;;  

составим и решим систему уравнений 

 0;1;1

0

,1

,1

022

,
1

2

1

2

1

2

22






























M

z

y

x

zyx

yx

. 
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Следовательно, существует одна касательная плоскость к поверхности 
1

S  

в точке  0;1;1 M  с вектором нормали  1;1;1   и уравнением 

         0011111 zyx  011 zyx

02  zyx . 

Задание 5 

Разложите функцию  22ln yx
y

x
z   по формуле Тейлора второго 

порядка в окрестности точки )1;0(
0

M . Используя полученное разложение, 

найдите приближенное значение функции в точке )98,0;01,0(M . 

 

Решение 

Формула Тейлора второго порядка для функции ),( yxfz   в 

окрестности точки );( 000 yxM  имеет вид 

 ))(,())(,(),(),(
000

/

000

/

00
yyyxfxxyxfyxfyxf

yx
 

  2

000

//

0000

//2

000

// ))(,())()(,(2))(,(
2

1
yyyxfyyxxyxfxxyxf

yyxyxx
 

 2 , 

где      2

0

2

00, yyxxMMd  . 

Найдем для функции  22ln yx
y

x
z   все частные производные 

первого и второго порядка и вычислим их значения и  значение функции в 

точке  1;00M : 

01ln0)( 0 Mf ; 

22

21

yx

x

y
fx


 ,   10  Mfx ; 

     2,
2

2

1
ln

022
2

3
222

1



























Mf

yx

y
xyyxyxf

yy
y

y
; 

   

   222

22

222

222

22

2222
0

21

yx

xy

yx

xyx

yx

x

y
f

xx
xx



































 , 

  20  Mfxx ; 
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 222

2

3

22
2

1
4

2

12

yx

xy
y

yx

x
yff

yyy
xxy






































, 

 
2

1
0  Mf xy ; 

   

 

















































222

222

2

5

22
2

3
22

2

3

2

12

2

1

yx

yyx
xy

yx

y
xyf

yy
yy

 

 222

22

2

5
22

4

3

yx

yx
xy







,   20  Mf yy

. 

Следовательно, формула Тейлора второго порядка для данной функции в 

окрестности точки  1;00M  имеет вид 

         22222 11
2

1
12ln  yyxxyxyx

y

x
. 

Найдем приближенное значение функции в точке )98,0;01,0(M . Для 

этого подставим ее координаты в приближенную формулу: 

       2222 11
2

1
12ln  yyxxyxyx

y

x
. 

Тогда искомое значение  

        
22

98,001,0ln
98,0

01,0
98,0;01,0fMf  

        .03,00302,0198,0198,001,0
2

1
01,0198,0201,0

22


 Ответ:          22222 11
2

1
12ln  yyxxyxyx

y

x
; 

  03,0Mf . 

Задание 6  

Для функции yxyxz 4422   найдите: 

1) ее полный дифференциал в двух различных ситуациях: 

  а) если yx,  – независимые переменные;  

  б) если 
2

tgln
v

u
x  , 

321arccos uvey   – функции независимых 

переменных vu, ; 

2) локальные экстремумы; 

3) наибольшее и наименьшее значения функции в области D : 

0,42,42  xyxyx ; 
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4) условный экстремум функции, если ее переменные x  и y  

удовлетворяют уравнению связи 072  yx . 

 

Решение 

1. а) Пусть x  и y  – независимые переменные. Полный дифференциал 

функции двух переменных  yxfz ;  вычисляется по формуле 

dyzdxzdz
yx
 . Найдем для данной функции частные производные первого 

порядка 
yx

zz  , : 

  424422 


 xyxyxz
xx

, 

  424422 


 yyxyxz
yy

. 

Тогда полный дифференциал данной функции примет вид 

    dyydxxdyydxxdz )2(2)2(24242  . 

1. б) Пусть ),( vuxx  , ),( vuyy   – функции независимых переменных  

vu, , тогда  

   dvyzxzduyzxzdvzduzdz
vyvxuyuxvu
 . 

Найдем частные производные 
vuvu

yyxx  ,,, : 







































uuu
u

v

u

v

u

v

uv

u

v

uv

u
x

2

2

2

2

2

2

2

cos

1

tg

1
tg

tg

1
tgln  

2

22

22

2

2

2

2

2
sin

2

cossin2

21

cos

1

tg

1

v

u
vv

v

u

v

uv

v

u

v

u




 , 

  


























 

v
vv

v
vu

v

u

v

uv

u

v

uv

u
x 2

2

2

2

2

2

2

cos

1

tg

1
tg

tg

1
tgln  

 
2

3

22

3

3

2

2

2

2
sin

4

cossin2

4
2

cos

1

tg

1

v

u
v

u

v

u

v

u
v

u
vu

v

u

v

u







 

, 



































 





u

uv

uv
u

uv

u
e

e

ey
3

3

3 2

2
2

2 1

11

1
1arccos  
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u

uv

uvuv

e

ee

3

33

2

22

1

12

1

11

1
 





















3

3

3

33

3

33

2

2

3

2

3
23

2 11

2

12

11

uv

uv
uv

uvuv

uv

uvuv

e

e
e

v

ee

v
ev

ee
 

1
32

3




uve

v
, 












 

v

uv

v
ey

321arccos  

  


















 




v

uv

uv
uv

e

ee

3

3
3

2

22
2

1

12

1

11

1
 





















3

3

3

33

3

33

2

2

2

2

2
22

2 1

3

1

3
6

12

11

uv

uv
uv

uvuv

uv

uvuv

e

e
e

uv

ee

uv
euv

ee
 

1

3
32

2




uve

uv
. 

Тогда 

    

























 du

e

v
y

v

u
v

xdz
uv 1

22
2

sin

2
22

32

3

2

2

 

    dv

e

uv
y

v

u
v

u
x

uv


























1

3
22

2
sin

4
22

32

2

2

3

. 

 

2. Запишем достаточные условия локального экстремума. 

Пусть точка 
0

M  – стационарная точка функции z , т. е. 0)(
0
 Mz

x
 и 

0)(
0
 Mz

y
. Обозначим  

)(
0

MzA
xx
 ,  )(

0
MzB

xy
 ,  )(

0
MzС

yy
 ,   

CB

BA
 . 
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Если  0 ,  то точка  0M   является точкой строгого локального 

экстремума, при  этом:  

1) 0M  – точка локального минимума в случае, когда 0A ;  

2) 0M  – точка локального максимума при 0A . 

Если 0 , то точка 0M  не является точкой строгого локального 

экстремума. 

Если 0 , то необходимо провести дополнительные исследования. 

Найдем стационарные точки данной функции. Для этого составим и 

решим систему 









.0

,0

y

x

z

z
 Получим 


















.2

,2

042

,042

y

x

y

x
 

Значит,  2;2
0

M  – стационарная точка данной функции. 

Найдем теперь частные производные второго порядка функции z : 

2
xx

z , 0
xy

z , 2
yy

z . Тогда 2,0,2  CBA . 

Составим и вычислим определитель 
CB

BA
 : 

  4022
20

02





 . 

Поскольку ,0  то точка 
0

M  является точкой строгого локального 

экстремума функции. А так как 02 A , то 
0

M  – точка строгого локального 

максимума функции. 

Найдем локальный максимум функции:   8
0max
 Mzz . 

 

3. Для нахождения наибольшего и наименьшего значений функции в 

некоторой замкнутой ограниченной области D  необходимо: 

а) найти стационарные точки функции, принадлежащие области D , и 

вычислить значения функции в этих точках; 

б) найти наибольшее и наименьшее значения функции на границе 

области D ; 

в) из всех найденных значений функции выбрать наибольшее и 

наименьшее. 

Как показано в задаче 2, данная функция имеет локальный максимум в 

точке  2;2
0

M . Поскольку координаты этой точки не удовлетворяют 

неравенству 42  yx , то 
0

M  не принадлежит заданной области D . 

Изучим поведение функции на границах области D  (рис. 18). 

1) Пусть 
1

Г   отрезок оси Oy : 0x , ]2;2[y . 
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Рис. 18 

x  O  

y  

2  

2  

4  

D  0:Г
1

x  

42:Г
2

 yx  

42:Г
3

 yx  

Подставляя 0x  в 

рассматриваемую функцию 

yxyxz 4422  , получим 

функцию 

   ]2;2[,42

1
 yyyyz . 

 Найдем наименьшее и 

наибольшее значения функции  yz
1

 

y  на отрезке ]2;2[ : 

  42
1




yz
y

, 

  .20420
1




yyz
y

 Вычислим значения функции yyyz 4)( 2

1
  на концах отрезка ]2;2[ : 

 4)2(
1

z ,    12)2(
1

z . 

Отсюда находим значения исходной функции  yxz , :  

  42;0 z ,    122;0 z . 

2) Рассмотрим границу 
2

Г : yx 24 ,  ]2;0[y . 

Подставляя yx 24  в исследуемую функцию yxyxz 4422  , 

получим     yyyyyz 424424)( 22

2
 ,   ]2;0[y . 

Отсюда,   ]2;0[,45 2

2
 yyyyz , и,  значит,  

   
5

2
04100,410

22






yyzyz

yy
. 

Поскольку ]2;0[
5

2
y , вычислим значения функции  yz

2
 в точке 

5

2
y , а также на концах отрезка ]2;0[ : 

    122,00,
5

4

5

2
222









zzz . 

Отсюда находим значения исходной функции  yxz , : 

   00;4,
5

4

5

2
;

5

16









zz . 

3) Перейдем к границе 
3

Г :  yx 24 ,  ]0;2[y . 

Подставляя yx 24  в данную функцию yxyxz 4422  , 

получим     ]0;2[,424424)( 22

3
 yyyyyyz . 

Следовательно,   ]0;2[,125 2

3
 yyyyz . 
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Тогда 

   
5

6
012100,1210

33






yyzyz

yy
. 

Так как точка ]0;2[
5

6
y , найдем значения функции  yz

3
 в точке 

5

6
y , а также на концах отрезка ]0;2[ . 

    00,42,
5

36

5

6
333









 zzz . 

Отсюда значение исходной функции 
5

36

5

6
;

5

8









z . 

Выберем наибольшее и наименьшее значения данной функции в 

области  D  среди найденных значений: 12)2;0(,4)2;0(  zz , 

5

36

5

6
;

5

8
,0)0;4(,

5

4

5

2
;

5

16


















zzz . Получим 

12)2;0(,
5

36

5

6
;

5

8
наимнаиб









 zzzz . 

 

4. Для нахождения условного экстремума функции  yxz ,  с уравнением 

связи   0, yxF  составим функцию Лагранжа ),(),(),,( yxFyxzyxL   

и исследуем ее на локальный экстремум, который для функции ),( yxz  будет 

условным экстремумом.  

Функция Лагранжа имеет вид 

)72(44),,( 22  yxyxyxyxL . 

Найдем стационарные точки функции Лагранжа. Для этого составим и 

решим систему 
















.0

,0

,0

L

L

L

y

x

  

Учитывая, что  242xL
x

,   42yL
y

, 72 


yxL , 

получим систему 












































 

072

,042

,062

072

,042

,01242

072

,042

,0242 III2

yx

y

yx

yx

y

yx

yx

y

x
















































.2

,1

,4

1

,042

,062

055

,042

,062IIII2

y

x

y

y

yx

y

y

yx
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Точка  1;4
0

M  является единственной точкой возможного условного 

экстремума данной функции.  

Для того чтобы выяснить, является ли эта точка точкой условного 

экстремума функции  yxz , , найдем в этой точке дифференциал второго 

порядка функции Лагранжа. Если 0)(
0

2 MLd  при всех значениях ,dx  ,dy  не 

равных нулю одновременно, то 
0

M  – точка строгого локального условного 

минимума функции  yxz , ; если при тех же условиях ,0)(
0

2 MLd  то 
0

M  – 

точка строгого локального условного максимума функции  yxz , . 

Найдем дифференциал второго порядка функции Лагранжа в точке 
0

M . 

Воспользуемся формулой 

.2 222 dyLdxdyLdxLLd
yyxyxx
  

Так как  2
xx

L ,  0
xy

L ,  2
yy

L ,  то 

 2222

0

2 222)( dydxdydxMLd  . 

Очевидно, что 0)(
0

2 MLd  при всех значениях dx  и ,dy  не равных 

нулю одновременно ( 022  dydx ). 

Значит, точка  1;4
0

M  является точкой строгого локального условного 

максимума функции  yxz , , а сам условный максимум равен  

  31;4
maxусл

 zz . 
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4. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ И СИСТЕМЫ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

 

4.1. Задания по теме 

«Дифференциальные уравнения и системы 

дифференциальных уравнений» 

Задание 1 

Опираясь на определение решения дифференциального уравнения, 

проверьте, являются ли решениями дифференциальных уравнений а) и б) 

функции 1y  и 2y  соответственно. 

 

Варианты 

1) а) 
xxeyyy  1

2

3

, ; 

 б) 
xeyyy 

2
2 ,023)( . 

2) а) xyyy arctg,cos 1
2  ; 

 б) 
2

2
2 )1(,)(  xyyyxy . 

3) а) xyxyy 2cos,cos 1  ; 

 б) 
xxeyyyx  2,0 . 

4) а) 1,0)1( 1  xyydxdyx ; 

 б) 1,3107 2
2

2  xyeyyy x
. 

5) а) 1, 2
1  xyx

x

y
y ; 

 б) 
xeyyyxy 2

2,1  . 

6) а) 2,22 1
23  xyyxxyy ; 

 б) 
3

1
,32 2

2




x
yyy . 

7) а) 
x

xydxxydyx
1

,0)23( 2
1

2  ; 

 б) xyyxyy sin5,02tg 2  . 

8) а) 
xeyxyyyxy 

1
2 ,0)()( ; 

 б) 3,0
1

2

1

2
222







 xy
x

y
y

x

x
y . 

9) а) 
2

1
222 1,)1(2)1( xyxxyyx  ; 

 б) 1,1 2
3v  xeyyyy . 
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10) а) xy
xxyy

xxyy
y 




 122

22

,
2

2
; 

 б) 
xeyyyxy 2

2,1  . 

11) а) 1sin,2sin
2

1
cos 1  xyxxyy ; 

 б) 
xx eeyyyy  2

2
v ,045 . 

12) а) xeydyxdxy

1

1
2 21,0)1(  ; 

 б) 
xx eeyyyyy  2

2,022 . 

13) а) 
x

x
y

x

y

dx

dy









1
,

1

1
12

2

; 

 б) 
2

2
v 1,04 xyyy  . 

14) а) 15, 1
322  xyyxyxy ; 

 б) 
xexyxyyyy )1(,32254 2  . 

15) а) 1,)12( 2
1

22  xyxyyxyx ; 

 б) 
2

2 5,623 xyxyy  . 

16) а) xxyyxyx lnln,2ln)1( 2
1  ; 

 б) 
xeyyyy 3

2 5,0127  . 

17) а) 
xxeydyyxxydx  1

22 ,0)(2 ; 

 б) 1,3107 2
2

2  xyeyyy x
. 

18) а) xydyxyxdxyxy  1
3434 ,0)2()2( ; 

 б) xyxyy 2sin,sin32 2
2  . 

19) а) xxy
y

x
yy ln2,2 1  ; 

 б) 
3

cos2,09 2

x
yyy  . 

20) а) xxyxyxy sincos,1sincos 1  ; 

 б) 
2

sin;2sin84 2

x
yxyy  . 

21) а) 
x

x
yxyyx

ln2
,01 1

2 
 ; 

 б) 
xx exyxeyyy )1(,132 2  
. 

22) а) 
xexydyxxydx



 )1(,0)1( 1 ; 
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 б) xyxeyyy x 2sin,cos32 2  
. 

23) а) 
x

yyyyx
21

1
, 1

2


 ; 

 б) 1,25 2
2  xyxyy . 

24) а) 12,32 1  xeyxyy x
; 

 б) xeyyy x sin,0 2
v  . 

25) а) 
2

2
,1)2( 1




x
yyyx ; 

 б) )cos3(sin2,sin67 2 xxyxyyy  . 

26) а) xxyxyy 2arcctg),cos( 1  ; 

 б) 1, 2
2

22  xyyyxy . 

27)  а) xxyy yx lg,10 1  
; 

 б) 2

1

2 )22(,1  xyyy . 

28) а) 
xxeyyy 3

1
3

2

,3  ; 

 б) 12,02)1( 3
2

2  xyyxyx . 

29) а) xxyxxyy cossin,sectg 1  ; 

 б) xyxxy ch,sh2 2  . 

30) а) 1,)1(
1

2
1

3 


 xyx
x

y
y ; 

 б) xeyyyy x  2
2 ,0)( . 

Задание 2 

Даны дифференциальные уравнения первого порядка. Определите, к 

какому типу относится каждое из них, и в соответствии с этим найдите его 

общее решение (или общий интеграл). Для указанного уравнения решите 

задачу Коши. 

 

Варианты 

1) а) xxyyyx ln2 ; 

 б) 
)1(

1

1 22 xx
y

x

x
y





 ; 

 в)     1)0(,0coscossin2 sin2sin  ydyxyexdxxyxe yy
; 

 г) x

y

xeyyx  . 
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2) а) xdydxxyy  )( ; 

 б) xyyyx ln2 ; 

 в) xxxyy  32 ; 

 г) 1
4

,02
1

sin
1 2222








 
























ydyy

yx

x
dxx

yx

y
. 

3) а)   20,0
1

2

11
2 22

1

2

1





































ydy

yx
xxydx

yx
xyy ; 

 б) 
x

yx
y

2
 ; 

 в) 
2xy

x

y
y  ; 

 г) xxy
dx

dy
costg  . 

4) а) 0)2( 2  xydydxxyx ; 

 б) 0
2)1(2 2





y

x

x

xy
y ; 

 в) 
xexyxyx  23)1( ; 

 г)   11,0
21112

22222























ydy

yx

y

y

x

y
dx

yxyx

x
. 

5) а) 
mxeayy  ; 

 б)     3)0(,02 2   ydyeexdxyexe xyxy
; 

 в) 
x

y
yx

x

y
yx sinsin  ; 

 г) 
2)1(2 yx

x

y
y  . 

6) а) 
2xy

x

y
y  ; 

 б) 0)0(,arcsin1 2  yxyxy ; 

 в) 0
3

1

5

1
5

1
23

2
13

1

5

4






























 






dyxxyxydxyyx ; 

 г) )(2 xyyyx  . 

7) а) 0)2()2( 3434  dyxyxdxyxy ; 

 б) 2)1(,ln)(2 2  yxyyyx ; 
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 в) dydxyxx  )(2 2
; 

 г) 0
2

)(1

1
3

)(1

1

2

2

2




































dy

yyx
dxx

yx
. 

8) а) 










 dxx

yx

x

xy

y 2

2222
3

)(sin

2

cos
 

03
)(sin

2

cos

2

2222












 dyy

yx

y

xy

x
; 

 б) 0)2()( 2323  dyxyxdxyxy ; 

 в) 
2xy

x

y
y  ; 

 г) xyyx arctg)1( 2  . 

9) а) yxyx 2ln)1(  ; 

 б) 02)ln1(3
3

2 







 dy

y

x
ydxyx ; 

 в)   02  xdxdxyx ; 

 г) 2)1(,ln)(2 2  yxyyyx . 

10) а) 
222 xy

x

y
y  ; 

 б) 
2

21

xxx

y
y  ; 

 в) eydy
y

x
ydxx  )1(,0ln2

2

; 

 г) 
22 yx

xy

dx

dy


 . 

11) а) 0)sincos()cossin2( 2  dyyxyxdxyyx ; 

 б) dxyxydxxdy 22  ; 

 в) 0)1(,
23
3

 y
xx

y
y ; 

 г) 
22

2
yx

y
y  . 

12) а) 0)1(,12 1   yyxy ; 

 б) 0)()(  dyxydxxy ; 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 118 

 в) 0)2ln3( 2
3

2 







 dyx

y

x
dxxyyx ; 

 г) 04 2  yxyyx . 

13) а) 1)0(,sin
3

2
tg 4  yxyxyy ; 

 б) 0
2

arctg
2

1 222





















dy

xy
xdx

yxx

y
; 

 в) 0)(  xdydxyx ; 

 г) xxxyy cossinsin  . 

14) а) x
x

y
y  ; 

 б) 
x

yx
yxyyx


 ln)( ;   

 в) 
4

9
)0(,2  yyeyy

x

; 

 г) 0)(2
2

3

2

1
)(2 2

1

2

1

2

3

2

1





















yxyxdxyxyx . 

15) а) 0
coscos

tg
2

2

2









 dy

xy

x
dx

xy

xy
xy ; 

 б) 1)0(,sin)1(
1

3 32

3

2




 yxxy
x

yx
y ; 

 в) 0)()(  dyxydxyx ; 

 г) 
422 xyyx  . 

16) а) 
222 )1(2)1( xxyyx  ; 

 б) 1)0(,sin)1(
1

3 32

3

2




 yxxy
x

yx
y ; 

 в) 0)75()108(  dyxydxxy ; 

 г)     0)2(6sin)2(3 22  dyxeyxdxxyeyx xyxy
. 

17) а)   0sin
sin2

cos
cos3sin 32 








 dyyx

y

yx
dxyxy ; 

 б) 
xeyy 2 ; 

 в) 2)1(,)35(128 32  yyxyyx ; 

 г) 









x

y
yyx lncos . 
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18) а) )(sin)(cos ydxxdy
x

y
yxdyydx

x

y
x  ; 

 б)     2)0(,0   ydxyexedxyee xyxy
; 

 в) 121   xyxy ; 

 г) 
22

2







x

y

x

y
y . 

19) а) 
42 yx

x

y
y  ; 

 б) byaxyx  ; 

 в) xxyyyx ln2 ; 

 г)  )0(,0)cos2sin()2sin(sin 22 ydyxyxdxxyy . 

20) а) 0)12()12(  dyxydxyx ; 

 б) 0)1(,arctg)(  yx
x

y
yyx ; 

 в) 
2

11

xx
yy  ; 

 г) 
22 yeyy x . 

21) а) 1)1(,)54(53 4  yyxyyx ; 

 б) 0
22







yx

xdyydx
ydyxdx ; 

 в) 0coscos 







 dy

x

y
xdx

x

y
yx ; 

 г) yxyx  2
. 

22) а) yxyyx  2
; 

 б) 2)0(,0)3()4( 2  ydyyxedxxye xyxy
; 

 в) 
dx

dy
xy

dx

dy
xy  22

; 

 г) 0)1(,  yyxyx . 

23) а) 0
2

,1cossin 






 
 yxyxy ; 

 б) yxyyx  2
; 

 в) 01
2222




















 yx

ydy
dx

yx

x
; 
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 г) 
x

y
xyyx tg . 

24) а) 
22

2

yx

xy

dx

dy


 ; 

 б) 0)1(,22  yyxyx ; 

 в) 0
1

2 


 y
x

y
y ; 

 г) 0
sin

cos
cossin

sin

1
2


















 dy

y

yx
xdxxy

y
. 

25) а) 0)2(  dyyxedxe yy
; 

 б)     0432 2322  dxyxydyyxx ; 

 в) 3)0(,
cos

1
tg  y

x
xyy ; 

 г) 013 32  xyyy . 

26) а) 
2)1(2 yx

x

y
y  ; 

 б)     011 2222  dyyxydxyxx ; 

 в) 1)1(,
2

2
22

22





 y

xxyy

xxyy
y ; 

 г) yxyx 24)12(  . 

27) а) )cos( xxyxy  ; 

 б) 5)1(,23  yyx
x

y
y ; 

 в) 0)ln( 3  dyxydx
x

y
; 

 г) )lnln1( xy
x

y

dx

dy
 . 

28) а) 02)4( 22  dxydyxxy ; 

 б) 2)1(,012  yxyyx ; 

 в) 0costg 2  xyxyy ; 

 г) 0)2(   dyxeydxe yy
. 

29) а)   0)(sincos   dxexdyyxe yy
; 

 б) 
x

yx
yxyyx


 ln)( ; 

 в) xxyxyy cos)sin1(cos 2  ; 
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 г) 3)1(,
2

 y
y

xyx . 

30) а) 
2

)(,ln
ln

2e
eyxx

xx

y
y  ; 

 б) 0
111

2


















 dy

y

x

y
dx

yx
; 

 в) x

y

xeyyx  ; 

 г) 
x

y

x

y
y

2cos

22
 . 

Задание 3  

Используя подходящую замену неизвестной функции (а при 

необходимости и независимой переменной), приведите данное уравнение к 

однородному уравнению (или к уравнению с разделяющимися переменными). 

 

Варианты 

1) 
12

4






yx

yx
y .  2) 

142

53






yx

yx
y .  3) 

132

1






yx

yx
y . 

4) 
yx

yx
y

32

2




 .  5) 

yx

yx
y

5

16




 .  6) 

122

2






yx

yx
y . 

7) 
328

4






yx

yx
y .  8) 

28

9






yx

yx
y .  9) 

yx

yx
y

4

372




 . 

10) 
yx

yx
y

24

125




 .  11) 

122

1






yx

yx
y .  12) 

12 




yx

yx
y . 

13) 
162

13






yx

yx
y .  14) 

1

2






yx

yx
y .  15) 

242

2






yx

yx
y . 

16) 
yx

yx
y

2

13




 .  17) 

136

22






yx

yx
y .  18) 

1

32






x

yx
y . 

19) 
362

13






yx

yx
y .  20) 

yx

yx
y

23

19




 .  21) 

234

2






yx

yx
y . 

22) 
yx

yx
y

46

123




 .  23) 

12

2






yx

x
y .  24) 

32

1






yx

y
y . 

25) 
3102

5






yx

yx
y .  26) 

2

63






x

yx
y .  27) 

364

132






yx

yx
y . 

28) 
yx

yx
y

54

32




 .  29) 

12

53






yx

yx
y .  30) 

25

211






yx

yx
y . 
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Задание 4* 

Для заданного уравнения найдите интегрирующий множитель, с 

помощью которого оно приводится к дифференциальному уравнению в полных 

дифференциалах. Подтвердите проверкой, что полученное уравнение 

действительно является уравнением в полных дифференциалах.  

 

Варианты 

1) 0
2









 



dye
x

y
dx

x

e y
y

. 

2) 0
sincos

3
3

2 
















 dy

y

y

y

x
dx

y

x
x . 

3) 0)4(sh)6ch( 33422  dyyxydxyxxy . 

4) 02 
















 dyx

x

e
edxye

x

y

x

e x
yx

y

. 

5) 0)sin3()cos2( 224233  dyyxyxdxxxyx . 

6) 0
cos

4cossin
1

3
2

3

22

22 



















 dy

y

x
yxdxx

y

x
x

y

y
yx . 

7) 0
sin2ln

cos
1ln

2





















dy

y

x

y

xx
dxx

y

x
. 

8) 02
1

2
2

2 
















 dy

x

e
xydx

x

e

x
y

yx

. 

9)   01
1

2

2












dyxydxy

x

y
. 

10) 0sin
sincoscos2

22


















 dyy

x

x
dx

x

xy

x

y
. 

11) 011 
















 dy

y

x
dx

y

x
. 

12) 0)( 2  xdydxyx . 

13) 0)()2( 22  dyyxydxyxy . 

14) 0)( 2  dyxdxyxy . 

15) 0)sincos()cossin(  dyyyyxdxyyyx . 

16) 0ln  xdxxdyydx . 

17) 021
2

2


















 dy

y

x

y

x
xydx

y

x
. 
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18) 02sin)sin( 22  ydyxdxyx . 

19) 0)(
3

2 22
3

2 







 dyyxdx

y
yxxy . 

20) 0)1(2 223  dyyxdxxy . 

21) 0)()2( 22  dyyxydxyxy . 

22) 0)1(1 22  dyyyxdxyy . 

23) 0)2( 2  dyyxydx . 

24) 0)1cossin(sincos 22  dyyxyydxxy . 

25) 0)sin()cosln2( 22  dyxyxdxxyyxy . 

26) 0)1()(   dyxydxeyy x
. 

27) 02)( 22  xydydxxyx . 

28) 0)( 22  ydydxxyx . 

29) 0
52

)3(
3

22 


 dy
y

yx
dxyx . 

30) 0)ln( 3  dyxyxydx . 

Задание 5 

Укажите, к какому типу относится данное неполное уравнение высшего 

порядка. Найдите его общее решение (или общий интеграл) методом 

понижения порядка. 

 

Варианты 

1) 0)2()12(3 22  xxxy .  2) xyyx  1 . 

3) 0)1(  yey x
.    4) 1)( 2  yyy . 

5) 1v yx .      6) yxyyx  . 

7) xy 4cos .     8) yyy  3))(1( 2
. 

9) xxy  1 .     10) 01)1(  yyx . 

11) 1)cos(  xyx .    12) yxyx  )21( 2
. 

13) 
2)(44 yyyx  .    14) 03)( 2  yyyy . 

15) 0)1(2 22  xxy .   16) 
x

y
yyx


 ln . 

17) )1( yyyx  .    18) 
23 )()( yyyy  . 
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19) xxy 3sincos2  .   20) 
x

y
yyyx


 ln . 

21) 0)1(2tg  yyx .   22) 
2)(ln2 yyyyyy  . 

23) 
xxey  .     24) yxxy  ln . 

25) )3ln(ln  xyyyx .   26) 
2)(1 yy  . 

27) 
22 )()12(  xxxy .   28) 0ctg  yyx . 

29) 
xexyyx 2 .    30) 13 yy . 

Задание 6  

Определите, к какому типу относится данное неполное уравнение. 

Решите для него задачу Коши. 

 

Варианты 

1) 
2

2
)0(,22)0(,164 43  yyyyy . 

2) 1)0(,1)0(,0)(2 2  yyyyy . 

3) 1
3

2
,

3

2

3

2
,0

3

2
,0)(32 2 


























 yyyyy . 

4) 1)1(,
2

1
)1(,ln2)ln1( 


 yyx

x

y
xy . 

5) 0)0(,1)0(,)( 24  yyyyyy . 

6) 1)1(,1)1(,0)()( 32  yyyyyy . 

7) eyeyyyyx  )1(,)1(,ln . 

8) 6)1(,4)1(,
1

2 







 yyy

x
xy . 

9) 2)1(,2)1(,0163  yyyy . 

10) 1)2(,1)2(,32 2  yyyy . 

11) 2)1(,
6

)1(,0sin)(cos 2 


 yyyyyyy . 

12) 1)0()0(,2  yyyyy . 

13) 2)0(,4)0(,0643  yyyy . 

14) 1)1(,2)1(,)(  yyyyyx . 

15) 
2

3
)0(,1)0()0(,3  yyyyyy . 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 125 

16) 
3

2
)1(,1)1(,0)(2 2  yyyyy . 

17) 1)0(,0)0(,0cossin2 3  yyyyy . 

18) 
2

5
)1(,

4

7
)1(,2)1(  yyyyx . 

19) 2)0(,1)0(,)( 22  yyyyyyy . 

20) 
2

1
)1(,

4

1
)1(,)( 2  yyyyy . 

21) 2)1(,0)1(,2))(( 2  yyyyey
. 

22) 4)1(,2)1(,)()1( 2  yyyyxyx . 

23) 1)0(,0)0(,2  yyey y
. 

24) 2)1(,1)1(,0)1(,
ln

2
 yyy

x

x
y . 

25) 0)0(,1)0(,4)(32 22  yyyyyy . 

26) 1)1()1(,)(  yyyxyx . 

27) 1)3(,0)3(,3  yyeyy y
. 

28) 7)1(,1)1(,98 3  yyyy . 

29) 
2

2
)0(,

2

2
)0(,1164 43  yyyyy . 

30) 4)2(,2,3)2(,
2







 yy
y

x

x

y
y . 

Задание 7 

Найдите уравнение кривой, удовлетворяющей указанным условиям. 

Варианты: 

1) отрезок, отсекаемый от оси ординат касательной, проведенной в любой 

точке кривой, равен полусумме координат точки касания; 

2) кривая проходит через точку  0;1
0

M , при этом длина отрезка оси 

абсцисс, отсекаемого ее нормалью, на 2 больше абсциссы точки касания; 

3) кривая проходит через точку )16;2(M , при этом угловой коэффициент 

касательной в любой точке кривой равен квадрату ординаты этой точки; 

4) кривая проходит через точку )1;2(
0

M , при этом угловой коэффициент 

касательной, проведенной  в любой ее точке, пропорционален квадрату 

ординаты точки касания с коэффициентом пропорциональности 3k ; 
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5) кривая проходит через точку )5;1(
0

M , при этом отрезок, отсекаемый 

на оси ординат любой касательной к этой кривой, равен утроенной абсциссе 

точки касания; 

6) кривая проходит через точку )3;1(
0

M , при этом в любой ее точке M  

касательный вектор MN  (с концом N  на оси ординат) имеет проекцию на эту 

ось, равную 3; 

7) кривая проходит через точку )1;1(
0

M , при этом нормаль, проведенная 

к кривой в произвольной ее точке, обладает следующим свойством: отрезок 

нормали, заключенный  между осями координат, делится этой точкой в 

отношении 1:2, считая от оси ординат; 

8) кривая проходит через точку 








e
M

1
;2

0
, при этом в любой ее точке M  

касательный вектор MN  (с концом N  на оси абсцисс) имеет проекцию на эту 

ось, обратно пропорциональную абсциссе точки M  с коэффициентом 

пропорциональности 2; 

9) кривая проходит через точку )1;2(
0

M , при этом нормаль, проведенная 

к этой кривой в произвольной ее точке, обладает следующим свойством: 

отрезок нормали, заключенный между осями координат, делится этой точкой в 

отношении 2:3 , считая от оси абсцисс; 

10) кривая проходит через точку )4;1(
0

M , при этом в любой ее точке M  

касательный вектор MN  (с концом N  на оси ординат) имеет проекцию на эту 

ось, равную 2; 

11) кривая проходит через точку )3;2(
0

M , при этом отрезок любой ее 

касательной, заключенный между координатными осями, делится пополам в 

точке касания; 

12) кривая проходит через точку )16;2(M , при этом угловой 

коэффициент касательной в любой точке кривой в три раза больше углового 

коэффициента прямой, соединяющей эту же точку с началом координат; 

13) отрезок, отсекаемый на оси ординат касательной в произвольной 

точке, равен квадрату ординаты ее точки касания; 

14) кривая проходит через точку  0;1M , при этом треугольник, 

ограниченный осью ординат, касательной к кривой в произвольной ее точке и 

радиус-вектором точки касания, основание которого образует отрезок 

касательной от точки касания до оси ординат, является равнобедренным; 

15) отношение длины отрезка, отсекаемого касательной на оси ординат, к 

длине отрезка, отсекаемого нормалью на оси абсцисс, есть величина 

постоянная, равная k ; 

16) треугольник, образованный нормалью с осями координат, равновелик 

треугольнику, образованному осью абсцисс, касательной и нормалью; 
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17) точка пересечения любой касательной с осью абсцисс имеет абсциссу, 

вдвое меньшую абсциссы точки касания; 

18) точка пересечения любой касательной с осью абсцисс одинаково 

удалена как от точки касания, так и от начала координат; 

19) кривая проходит через точку )3;2(
0
M , при этом отрезок любой ее 

нормали, заключенный между осями координат, делится точкой касания  в 

соотношении 1:3, считая от оси ординат; 

20) кривая проходит через точку )3;2(
0

M , при этом отрезок любой ее 

касательной, заключенный между осями координат, делится в точке касания в 

отношении 3:2, считая от оси ординат; 

21) кривая проходит через точку )2;1(
0

M , при этом касательная, 

проведенная в произвольной точке кривой, пересекает прямую 1y  в точке с 

абсциссой, равной удвоенной абсциссе точки касания; 

22) кривая проходит через начало координат, при этом середина отрезка 

нормали, заключенного между любой точкой кривой и осью абсцисс, лежит на 

параболе xy 22  ; 

23) кривая проходит через точку )2;0(
0

M , при этом тангенс угла 

наклона касательной в любой ее точке равен ординате этой точки, увеличенной 

на три единицы; 

24) кривая проходит через точку )2;0(
0

M , при этом угловой 

коэффициент касательной в любой ее точке равен ординате этой точки, 

увеличенной в три раза; 

25) угловой коэффициент касательной в любой ее точке в два раза больше 

углового коэффициента прямой, соединяющей ту же точку с началом 

координат; 

26) величина перпендикуляра, опущенного из начала координат на 

касательную в любой ее точке, равна абсциссе точки касания; 

27) кривая проходит через точку  1;4M , при этом отрезок любой 

касательной между точкой касания и осью абсцисс делится пополам в точке 

пересечения с осью ординат; 

28) длина отрезка, отсекаемого на оси ординат нормалью, проведенной в 

любой точке кривой, равна расстоянию от этой точки до начала координат; 

29) кривая проходит через точку  1;3M , при этом отрезок любой 

касательной, заключенный между осями координат, делится точкой касания 

пополам; 

30) отрезок, отсекаемый от оси ординат касательной, проведенной в 

любой точке кривой, равен квадрату абсциссы точки касания. 
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Задание 8  

Исследуйте, является ли система функций линейно зависимой 

(независимой) на указанном промежутке. 

 

Варианты 

1) );1(,
1

1
arctg,arcctg, 













x

x
xex

. 

2)   );(,)1(,,,1 332  xxxx . 

3)   );(,cos,sin,,,1 2 xxxx . 

4)   );(,,,5 cossin xx ee . 

5) )1;1(,
1

1
arctg,

2

arccos
, 













x

xx
ex

. 

6)   );(,357,234,123 222  xxxxxx . 

7)   






 

2
;0,tg,cos,sin xxx . 

8)     ;,)5cos(),2sin(,sin xxx . 

9)     ;,2sin,cos,sin 22 xxx . 

10)    1;1,arccos,arcsin,1 xx . 

11)   );(,)3(,)3(,3,1 32  xxx . 

12)   );(,2sin,cos,sin xxx . 

13)   );(,,,,1 3  xx eex . 

14)   );(,arcctg,arctg,1 xx . 

15)   );2(,)3ln(),2ln(,5  xx . 

16)   );(,ch,sh,, xxex x
. 

17)   );(,)1ln(,1,4 22  xxx . 

18)   );(,23,1,33 22  xxxx . 

19)   );(,)3(cos4),3(sin,1 22 xx . 

20)   );(,8,4,2 xxx
. 

21)   );(,2cos,cos,sin 22 xxx . 

22)   );(,ch,sh, xxex
. 

23)   );(,2sin,2cos,, 4  xxee xx
. 

24)   );0(,)1ln(,5ln,3 2 xx . 
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25) );0(,
2

lntg,ctg,1 






 x

x . 

26)   );(,2,43,85 2323  xxxxxxx . 

27)   );(,)2cos(),3sin(,cos  xxx . 

28)   );(,,, 32 xxx eee . 

29)   );(,2ch,2sh,2  xxe x
. 

30) );0(,ln,
3

,2 








x
x

. 

Задание 9* 

Известно, что данные функции 1y  и 2y  являются решениями некоторого 

линейного однородного дифференциального уравнения (ЛОДУ) с постоянными 

коэффициентами. Составьте ЛОДУ наиболее низкого порядка, имеющее 

функции 1y  и 2y  своими решениями. 

 

Варианты 

1) 
xxeyxy 4

2
2

1 ,  .    2) xxyxxy 3cos,sin 21  . 

3) xyxxy  2
2

1 ,sin .   4) 
xx eyxxey 2

21 ,4cos  
. 

5) xxyxy cos,2sin 21  .   6) 
xeyxxy 3

21 ,2cos  . 

7) xeyxey xx sin,4cos 21  
.  8) xyxxey x  2

2
1 ,3sin . 

9) 
xxeyxxy 2

21 ,3sin  .   10) xyxy 2sin,cos 21  . 

11) 
xxeyxy  21 ,cos .   12) xeyxy x sin, 2

2
1  

.  

13) 
xx eyeyxy 3

3
2

21 ,,  .  14) xyxxy  21 ,cos . 

15) xxey x cos2
1  .    16) xyxey x  2

2
1 ,sin . 

17) 
xeyxy  2

3
1 , .    18) 

xx eyxey  2
3

1 ,2cos . 

19) xyexy x  2
32

1 , .   20) 
xxx eyeyey 2

3
2

21 ,,  
.  

21) xyxey x sin,cos 2
2

1  .  22) 
xx xeyexy  

2
42

1 , . 

23) 
xx xeyxey 3

21 ,2cos  
.  24) 

xeyxyxy  321 ,,3sin .  

25) 
2

2
2

1 ,3cos xyxxey x  
.  26) 

xx exyey 32
21 ,  

. 

27) 
xx eyeyxy  321 ,,cos .  28) xeyexy xx cos, 2

22
1  . 

29) 
xxx eyxeyey  

3
3

2
2

1 ,cos, . 30) xxey x 2sin3
1  . 
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Задание 10 

Найдите частное решение линейного однородного дифференциального 

уравнения, удовлетворяющее заданным начальным условиям. 

 

Варианты 

1) 
222 2)1(,3)1(,)1(,08126   eyeyeyyyyy . 

2) 1)0(,2)0(,1)0(,044  yyyyyyy . 

3) 3)0(,3)0(,0)0(,023  yyyyyy . 

4) 1)0(,1)0(,2)0(,013175  yyyyyyy . 

5) 1)0(,1)0(,3)0(,0  yyyyy . 

6) 0)1(,2)1(,)1(,033  yeyeyyyyy . 

7) 1)0(,1)0(,3)0(,0  yyyyy . 

8) 1)0(,1)0(,1)0(,0  yyyyy . 

9) 1)0(,1)0(,0)0(,013175  yyyyyyy . 

10) 2)0(,0)0(,1)0(,053  yyyyyyy . 

11) 2)0(,1)0(,1)0(,08126  yyyyyyy . 

12) 3)0(,0)0(,1)0(,058212  yyyyyyy . 

13) 
11 2)1(,0)1(,)1(,033   eyyeyyyyy . 

14) 2)0(,1)0(,1)0(,01375  yyyyyy . 

15) 2)0(,1)0(,5)0(,0254  yyyyyyy . 

16) 2)0(,1)0(,2)0(,025177  yyyyyyy . 

17) 1)0(,2)0(,2)0(,0485  yyyyyyy . 

18) 1)0(,3)0(,3)0(,04022  yyyyyyy . 

19) 
222 )1(,)1(,3)1(,08126 eyeyeyyyyy  . 

20) 1)0(,1)0(,0)0(,05111  yyyyyyy . 

21) 1)0(,1)0(,2)0(,0  yyyyyyy . 

22) 3)0(,1)0(,0)0(,02024  yyyyyyy . 

23) 1)0(,2)0(,3)0(,0  yyyyyyy . 

24) 3)0(,1)0(,0)0(,010136  yyyyyyy . 

25) 0)0(,1)0(,1)0(,01892  yyyyyyy . 

26) 1)0(,1)0(,1)0(,015  yyyyyyy . 

27) 
222 )1(,3)1(,)1(,08126 eyeyeyyyyy  . 

28) 2)0(,0)0(,3)0(,0685  yyyyyyy . 
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29) 3)0(,2)0(,1)0(,012167  yyyyyyy . 

30) 2)0(,1)0(,1)0(,035  yyyyyyy . 

Задание 11* 

Опираясь на метод подбора частного решения линейного неоднородного 

дифференциального уравнения (ЛНДУ), имеющего правую часть специального 

вида, и принцип суперпозиции решений, определите вид частного решения 

данного ЛНДУ с неопределенными коэффициентами.  

 

Варианты 

1) xexx
x

xyyy x sin23ch)43(
2

1
cos3sh106 22 


 

. 

2) 3
7

2sh)3(5cos107
45

22 




x

x

e
xxxxeyyy . 

3) 
xx exxexxyyy 422 )23()2cos()1(sinsh52  . 

4) 
xe

x
xxxxyyy

4
sin2chch)13(2


 . 

5) 3cos
1

)3sin(2sh178
4

2 


  xe
e

x
xxyyy x

x
. 

6) )1(3sin)1(2ch)1(86 2223  xexxexxyyy xx
. 

7) 5
2

2cos)1(3sh)31(9
1

32 



x

x e
xexxxyy . 

8) 
3

)sincos(
2

cossh54
2

2222
x

x e
xxxxe

x
xyyy  

. 

9) xxxxexxyyy x sincos)2(sinch)32(34 232  
. 

10) 2
1

5ch
2

cos5sh2610
5

2 



xe

x
xx

x
xyyy . 

11)    xxxxexeyy xx sin)3(cos12 22
 

. 

12) xxxxxxyy 3sin)1(3cossh)1( 22  . 

13) 
4

3
cos)2(4

1

2

2






x

x

x e

e

x
xeyy . 

14) 
3

)1(2cos2sh84
2

42


 
x

x e
exxxyyy . 

15) 
xxx exxeeyyy )2(sin)4()(2 22  
. 

16) 
xx e

x

e

x
xxyyy

2

3

2 sin4
ch)32(434 


 . 
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17) 
3

)25(ch
2

3
cos9

2
322




x

x e
exxxyy . 

18) 3)2()2sin)4(2cos(136 23   xexxxxxeyyy xx
. 

19) 
2

sin)1(4
sin

584 22

2

3 x
eexe

e

x

eyyy xxx

x

x 
















 
. 

20) 2)5(sh
2

1
cos544 222 


 xx

x
eyyy

x

. 

21) )sin)3(cos()5(sh23 22 xxxxeexxxyyy xx  
. 

22) )2sin()1(
4

)32(ch32
3

2
2 


 xx

e

x
xxyyy

x
. 

23) 1sin)4(sh
2

sin 22   xxeexx
x

xyy xx
. 

24)  xxxxexxyy x sin)4(cos)3(3sh)2(6 2222  
. 

25) 3
2

cossh)52( 2 
x

x e
xexxyy . 

26) 
xxx exxxxexeyyy 423 )7()sin)2((cos)3(sin136   . 

27) xxxxxeyyy

x

2ch)1(cos2sh3823 2

2

3

2



















. 

28) )3sin)1(3ch)3(96 22 xexxexxyyy xx  
. 

29) xxeexxxyyy
xx sin)1(cossh52

4222  
. 

30) xexxxxyyy x sinsh)12(cossh22 2  
. 

Задание 12* 

Найдите общее решение линейного неоднородного уравнения, используя 

для этого метод Лагранжа, метод подбора частного решения для специальной 

правой части и принцип суперпозиции решений. 

 

Варианты 

1) 
x

x

xe
x

e
yyy 2

2

44  . 

2) 
x

x

x

xe
e

e
yyy 




1
23

2

. 

3) xxxyy 3sin23cos3tg39  . 
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4) 
xx xexeyyy  12 . 

5) 3
1

1



 x

e
yy

x
. 

6) 
x

x

ex
x

e
yyy  2

2
2 . 

7) 
xx exeyyy   2ln2 . 

8) 
xxx xeeeyy 22 cos  . 

9) x
x

yy 3sin
2sin

1

3
 . 

10) x
x

yy sin
sin

1
 . 

11) 
x

xyy
2cos

1
2cos

3
 . 

12) 
3

2
2)2(44

x

e
exyyy

x
x



 . 

13) xx
x

ex
yy

x

sin4cos2
)2(

3



 . 

14) 
xexxyy  )32(ctg . 

15) x
x

yy 2cos
sin

1
4

2
 . 

16) xx
xe

yyy
x

2sin2cos3
sin

1
22  . 

17) 
xx xexeyyy 22 ln44  
. 

18) 
x

x

xe
x

e
yyy 




24
2 . 

19) 
xex

x

xx
yyy 


 2

3

2 22
2 . 

20) xexyy x 2costg2  . 

21) 
x

x
ex

e
yy 2)1(

2

1



 . 

22) xx
x

yy cos
2cos

1
4  . 

23) 
xxe

x
yy 

cos

1
. 
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24) 52
1

1



 x

e
yy

x
. 

25) xe
x

e
yyy x

x

sin
cos

54 2
2

 
. 

26) xx
x

yy sin6cos2
sin

1
2

 . 

27) 
xx xexeyyy   132 . 

28) x
x

yy cos
cos

2
3

 . 

29) 
x

x
e

e
yyy 2

2 1

1
65 


 . 

30) xx
x

e
yyy

x

sin2cos
4

2
2




 . 

Задание 13  

Решите систему линейных неоднородных дифференциальных уравнений. 

 

Варианты 

1) 













.423

,22

t

t

eyx
dt

dy

eyx
dt

dx

   2) 













.5

,8

yx
dt

dy

tyx
dt

dx

 

3) 













.2

,sin2

yx
dt

dy

tyx
dt

dx

   4) 













.2

,2

tex
dt

dy

yx
dt

dx

 

5) 













.sin22

,32

tyx
dt

dy

yx
dt

dx

  6) 













.22

,162

yx
dt

dy

teyx
dt

dx t

 

7) 













.33

,42

teyx
dt

dy

yx
dt

dx

   8) 













.2

,cos5

yx
dt

dy

ty
dt

dx

 

9) 













.23

,12

xy
dt

dy

xy
dt

dx

   10) 














.22

,2

tx
dt

dy

eyx
dt

dx t
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11) 













 .6

,52

2t

t

eyx
dt

dy

exy
dt

dx

  12) 













.2

,423 5

yx
dt

dy

eyx
dt

dx t

 

13) 













.sin2

,cos42

tyx
dt

dy

tyx
dt

dx

  14) 











 

.22

,442 2

yx
dt

dy

eyx
dt

dx t

 

15) 













.tg

,1tg2

tx
dt

dy

ty
dt

dx

   16) 













.2

,4 2

xy
dt

dy

eyx
dt

dx t

 

17) 














.
1

34

,2

2

3

t

t

e

e
xy

dt

dy

xy
dt

dx

  18) 













.2

,
cos

1

yx
dt

dy
t

yx
dt

dx

  

19) 













 .5

,235 3

t

t

eyx
dt

dy

eyx
dt

dx

  20) 













.152

,23

teyx
dt

dy

yx
dt

dx

 

21) 













.cos22

,sin34

tyx
dt

dy

tyx
dt

dx

  22) 













.3

,5

2t

t

eyx
dt

dy

eyx
dt

dx

  

23) 













.sin52

,2

texy
dt

dy

yx
dt

dx

t

  24) 















.
1

3
36

,
1

2
24

t

t

e
yx

dt

dy
e

yx
dt

dx

 

25) 













.sin2

,cos42

tyx
dt

dy

tyx
dt

dx

  26) 













.2sin52cos823

,2cos4

ttyx
dt

dy

tyx
dt

dx

 

27) 













.32

,22

4t

t

eyx
dt

dy

eyx
dt

dx

  28) 













.cossin2

,cos

ttyx
dt

dy

tyx
dt

dx
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29) 













 .96

,4025

t

t

eyx
dt

dy

eyx
dt

dx

  30) 













.623

,2

2

2

t

t

eyx
dt

dy

eyx
dt

dx

 

4.2. Образцы решений заданий по теме 

«Дифференциальные уравнения и системы 

дифференциальных уравнений» 

Задание 1 

Опираясь на определение решения дифференциального уравнения, 

выясните, являются ли функции 
xexy  )1(1  и 

xxey 2  решениями 

дифференциального уравнения 0)1(  dyxxydx  на промежутке );(  . 

 

Решение  

Чтобы проверить, является ли функция  xy  решением данного 

дифференциального уравнения на промежутке );(  , необходимо 

подставить  xy  и производную  xy  в уравнение. Если при этом уравнение 

обратится в верное тождество для всех x  из промежутка );(  , то функция 

 xy  является решением заданного уравнения, в противном случае – нет. 

Разделив обе части уравнения 0)1(  dyxxydx  на dx , получим 

уравнение, содержащее производную y : 

0)1(  уxxy . 

Продифференцируем функцию 
xexy  )1(

1
: 

xxxx xexeexey   )11()1()1(
1

. 

Подставим 
1

y  и 
1

y  в уравнение: 

  0)()1()1( xx xexexx 000)( 22  xxxxe x
. 

Уравнение превратилось в тождество, верное для всех x  из промежутка 

);(  . Значит, 
xexy  )1(

1
 – решение данного дифференциального 

уравнения. 

Проверим, является ли функция 
2

y  решением того же уравнения. 

Продифференцируем функцию 
xxey 

2
: 

)1()1()(
2

xexeexey xxxx  
. 

Выполним подстановку 
2

y  и 
2

y  в данное уравнение: 

   xexxexexxex xxxx 00)1(0)1()1( 22
. 
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Очевидно, что уравнение не обратилось в тождество, верное для всех x  

из промежутка );(  . Значит, функция 
xxey 

2
 не является решением 

данного дифференциального уравнения.  

 

Задание 2 

Даны дифференциальные уравнения первого порядка. Определите, к 

какому типу относится каждое из них, и в соответствии с этим найдите его 

общее решение (или общий интеграл). Для указанного уравнения решите 

задачу Коши: 

а) xxyy cossin  ; 

б) 1)1(,)(  yxdydxyx ; 

в) 0costg 2  xyxyy ; 

г) eydyxy
y

x
dxxyy 








 )0(,05cos2)5sin5(ln 2

. 

 

Решение 

а) Уравнение xxyy cossin   имеет вид )()( xqyxpy  , где 

1)( xp ,   xxxq cossin  . Значит, оно является линейным 

дифференциальным уравнением первого порядка. Его можно решить одним из 

следующих способов: методом интегрирующего множителя, методом 

Бернулли, методом вариации произвольной постоянной. 

Решим уравнение xxyy cossin   методом интегрирующего 

множителя. Так как для линейного уравнения )()( xqyxpy  , 


dxxp

exr
)(

)(  – интегрирующий множитель, то для нашего уравнения 

xdxdx
eeexr 

)( . 

После умножения обеих частей уравнения на 
xexr )(  получим 

 xxeyeey xxx cossin  
. 

Заметим, что  xxx ye
dx

d
yeey    и xxx 2sin

2

1
cossin  .  

Применив эти преобразования, получаем уравнение 

xeye
dx

d xx 2sin
2

1
)(   .  

Умножим его на dx :   xdxeyed xx 2sin
2

1   . Проинтегрируем обе части 

уравнения:   xx yeyed   . 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



 138 

Вычислив интеграл 
 xdxe x 2sin

2

1
 методом интегрирования по частям, 

получаем  

Cxx
e

xdxe
x

x 



 )2cos22sin(

52

1
2sin

2

1
. 

Значит,   Cxx
e

ye
x

x 


 cos22sin
10

, откуда 

xCexxy  )cos22(sin
10

1
 – общее решение дифференциального 

уравнения xxyy cossin  . 

 

б) Решим задачу Коши для уравнения xdydxyx  )( . Заметим, что 

0x  – решение уравнения. Разделив уравнение xdydxyx  )(  на dxx   (где 

0x ), получим 

x

y
y

x

yx

dx

dy



 1 . 

Уравнение первого порядка  ),(),( или yxfхyxfу    называется 

однородным, если его правую часть  yxf ;  можно представить как функцию, 

зависящую от отношения переменных:   









x

y
yxf ,    


















y

x
yxf ,или . 

Однородное уравнение приводится к уравнению с разделяющимися 

переменными с помощью замены  
x

y
u   










x

y
uили , где  xuu   – новая 

неизвестная функция. Если 
x

y
u xuy  , xduudxdy  . 

Сделаем подстановку y  и dy  в уравнение   xdydxyx  : 

 duxxdxduxdxuxuxxxduudxxdxuxx 22)()()(  




































.ln

,0

ln

,0

lnln

,0
,0

xCxy

x

xCu

x

Cxu

x

du
x

dx

x

 

Найдем С из условия   11 y : 

eCeCC  lnlnln11 . 

Значит, exxy ln  – искомое частное решение уравнения 

  xdydxyx  , удовлетворяющее условию 1)1( y . 
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в) Уравнение  0costg 2  xyxyy  имеет вид    xqyyxpy n , где 

  xxp tg , xxq cos)(  , 2n . Такие уравнения называются уравнениями 

Бернулли.  

Применим для его решения метод Бернулли. Сделаем замену неизвестной 

функции: vuy  , где  xuu   и  xvv   – две новые неизвестные функции. 

Тогда  vuvuy  . 

Подставив y  и y  в уравнение 0costg 2  xyxyy , получим 

  0costg 22 xvuxuvvuvu xvuxvvuvu cos)tg( 22 .     (1) 

По методу Бернулли одну из функций  xuu   или  xvv   можно 

выбрать произвольно. Выберем  xv  как одно из решений уравнения 

0tg  xvv . Это уравнение с разделяющимися переменными. Решим его: 

  xdx
v

dv
xdx

v

dv
tgtg , 

x
vxv

cos

1
coslnln  . 

Пусть  
x

xv
cos

1
)(  . Найдем теперь функцию  xuu  , подставив 

x
xv

cos

1
)(    в  уравнение (1): 

x
x

u
x

u cos
cos

1

cos

1
2

2 







  или  2uu  2u

dx

du
 dx

u

du
2

 

 )(
1

Cx
u Cx

u



1

. 

Итак,  
Cx

xu



1

, 
x

xv
cos

1
)(  , находим      xvxuxy  : 

xCx
y

cos)(

1


  – общее решение уравнения   0costg 2  xyxyy . 

 

г) Решим задачу Коши: 

eydyxy
y

x
dxxyy 








 )0(,05cos2)5sin5(ln 2

. 

Обозначим xy
y

x
yxQxyyyxP 5cos2),(,5sin5ln),( 2  . 

Вычислим 
y

P




  и  

x

Q




. 
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xy
yx

Q
xy

yy

P
5sin10

1
,5sin10

1










. 

Так как 
x

Q

y

P









 в области   0,;  yxyxD  , то наше уравнение 

является уравнением в полных дифференциалах. Это означает, что найдется 

такая функция ),( yxu , полный дифференциал которой совпадает с левой 

частью  уравнения: 

dyyxQdxyxPdu ),(),(  . 

 Так как 0du , то Cyxu ),(  – общий интеграл данного уравнения. Из 

формулы полного дифференциала dy
y

u
dx

x

u
du









  следует, что 

   yxQ
y

u
yxP

x

u
,,, 









. 

Найдем  ),( yxu  по ее частной производной ),( yxP
x

u





: 

  )(),(),( yCdxyxPyxu . 

Получаем 

  )(5cosln)()5sin5(ln),( 22 yCxyyxyCdxxyyyxu .  (2) 

Найдем )(yC . С одной стороны, получим 
y

u




 из равенства ),( yxQ

y

u





, 

откуда xy
y

x

y

u
5cos2




. С другой стороны, 

y

u




 можно найти, используя  

равенство (2), откуда 

)(5cos2))(5cosln( 2 yCxy
y

x
yCxyyx

y

u
y





. 

Таким образом, получаем уравнение относительно )(yC : 

 CyCyCxy
y

x
yCxy

y

x
 )(0)(5cos2)(5cos2 . 

Подставим )(yC  в равенство (2):  Cxyyxyxu  5cosln),( 2
. 

Находим общий интеграл уравнения, который имеет вид Cyxu ),( . 

CxyyxCCxyyx
~

5cosln5cosln 22  , 

где CCC 
~

 – произвольная постоянная. 

Решим задачу Коши: 

ey )0( , 

22 ~~
0cosln0 eCCee  . 

Таким образом, 
22 5cosln exyyx    искомый частный интеграл.  
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Задание 3  

Используя подходящую замену неизвестной функции (а при 

необходимости и независимой переменной), приведите данное уравнение к 

однородному уравнению (или к уравнению с разделяющимися переменными): 

а) 
324

12






yx

yx
y ;  б) 

12

12






yx

yx
y . 

 

Решение 

Для уравнения вида 
222

111

cybxa

cybxa
y




  возможны два случая: 

1) 0
22

11 
ba

ba
, тогда замена функции  xy  на новую неизвестную 

функцию  xu  по формуле ybxaxu
11

)(   приводит исходное уравнение 

222

111

cybxa

cybxa
y




  к уравнению с разделяющимися переменными. 

2) 0
22

11 
ba

ba
, тогда система линейных уравнений 









0

,0

222

111

cybxa

cybxa
 имеет единственное решение ),(  . В этом случае замена 

неизвестной функции  xy  на  xy
1

 и независимой переменной x  на 
1

x  по 

формулам 








1

1 ,

xx

yy
 приводит уравнение 

222

111

cybxa

cybxa
y




  к однородному. 

 

а). Уравнение 
324

12






yx

yx
y  имеет вид 

222

111

cybxa

cybxa
y




 , где 

4,1,2
211
 aba ,  2

2
b   0

24

12
 . 

Так как 0 , вводим новую неизвестную функцию yxxu  2)( . 

Отсюда  xuy 2 2 uy . Подставляя y  и y  в уравнение, получаем  










 2

32

1

32

1
2

u

u
u

u

u
u

32

55






u

u

dx

du
 – уравнение с 

разделяющимися переменными: dxdu
u

u






55

32
. 
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б). Уравнение 
12

12






yx

yx
y  имеет вид 

222

111

cybxa

cybxa
y




 , где 

1,1,2
211
 aba ,  2

2
b  03

21

12





 . 

Так как 0 , составим и решим систему линейных уравнений: 






















.
3

1

,
3

1

012

,012

y

x

yx

yx
 

В соответствии с выше изложенным обозначим 
3

1
 , 

3

1
  и 

выполним в исходном уравнении замену независимой переменной x  и 

неизвестной функции y  на новые независимую переменную 
1

x  и неизвестную 

функцию 
1

y  по формулам 













.
3

1

,
3

1

1

1

yy

xx
 Тогда 

11
, dydydxdx   и уравнение 

принимает вид 





































11

11

1

1

11

11

1

1

2

2

1
3

1
2

3

1

1
3

1

3

1
2

yx

yx

dx

dy

yx

yx

dx

dy

1

1

1

1

1

21

2

х

у

х

у

у





 . 

Полученное уравнение является однородным. 

Задание 4* 

Для уравнения 02sin)sin( 22  ydyxdxyx  найдите интегрирующий 

множитель, с помощью которого оно приводится к дифференциальному 

уравнению в полных дифференциалах. Подтвердите проверкой, что полученное 

уравнение действительно является уравнением в полных дифференциалах. 

 

Решение 

Пусть yxyxP 22 sin),(  , yxyxQ 2sin),(  . Вычислим частные 

производные yy
y

P
cossin2 




 и y

x

Q
2sin




. Так как 

x

Q

y

P









, а функция 

xyx

y

x

Q

y

P

Q

2

2sin

2sin21




















 зависит только от одной переменной x , то для  

уравнения 02sin)sin( 22  ydyxdxyx  существует интегрирующий 
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множитель )(x , который можно найти по формуле  

 
2

ln2

2
1

)(
x

eex x
dx

x 


 










.  

Умножив обе части уравнения   02sinsin 22  ydyxdxyx  на 
2

1

x
 , 

получим 

.0
2sinsin

102sin
1

)sin(
1

2

2

2

22

2









 dy

x

y
dx

x

y
ydyx

x
dxyx

x
 (3) 

Проверим, является ли это уравнение уравнением в полных дифференциалах. 

Обозначив 
x

y
yxQ

x

y
yxP

2sin
),(,

sin
1),( 12

2

1  , найдем частные 

производные 
y

P



 1  и 
x

Q



 1 : 

222

2
1 2sincossin2sin

1
x

y

x

yy

x

y

yy

P



















, 

2
1 2sin2sin

x

y

x

y

xx

Q

















. 

Поскольку 
x

Q

y

P








 11 , то уравнение (3) является уравнением в полных 

дифференциалах, а значит, интегрирующий множитель  
2

1

x
x   найден 

верно.  

Задание 5 

Укажите, к какому типу относится данное неполное уравнение высшего 

порядка 05  xyyx . Найдите его общее решение (или общий интеграл) 

методом понижения порядка. 

 

Решение 

Уравнение 05  xyyx  является дифференциальным 

уравнением второго порядка, имеет вид 0),,(  xyyf , т. е. не содержит явно 

неизвестную функцию y .  

В таких уравнениях можно понизить порядок введением новой 

неизвестной функции    xyxz  , тогда    xzxy  . 

Выполнив указанную замену, получим 
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05  xzzx  – линейное уравнение первого порядка, которое после 

умножения на 
x

1
 ( 0x ) можно записать в виде 

xx

z
z

5
1 .  

Таким образом, исходное уравнение приведено к каноническому виду 

)()( xqzxpz  , где 
x

xp
1

)(  .  

Найдем интегрирующий множитель 
dxxp

e
)(

: xee
xx

dx





ln

. 

Домножим на него уравнение  
xx

z
z

5
1 : 

x
x

x
x

z
xz 










5
1 . 

 При раскрытии x  как для случая 0x , так и для случая 0x  получаем 

одно и то же уравнение: .5 xzxz  

Заметим, что )(  zxzxz , а значит  5xzxz  5)(  xzx . 

 Найдем общее решение последнего уравнения: 

x

Cx
zCx

x
zxdxxdxzx 1

1

2

5
2

5
2

)5()(   . 

Так как yz  , то для нахождения неизвестной функции y  нужно решить 

еще одно уравнение первого порядка 
x

Cx
y 15

2
 . Умножив обе части 

уравнения на dx , приходим к уравнению dx
x

Cx
dy 








 15

2
. 

После интегрирования обеих частей последнего уравнения получаем 

общее решение исходного уравнения: 

21

2

ln5
4

CxCx
x

y  . 

Задание 6  

Определите, к какому типу относится данное неполное уравнение 

      100,02
22  yyyyyy . Решите для него задачу Коши. 

 

Решение 

Уравнение 0)(2 22  yyyy  является дифференциальным 

уравнением второго порядка, которое имеет вид   0,,  yyyf , т. е. не 

содержит независимую переменную х.  
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В уравнениях такого типа новой независимой переменной объявляется y , 

а новой неизвестной функцией   yyz  . Тогда  
dy

dz
z

dx

dy

dy

dz
yz

dx

d
y   и 

порядок уравнения понижается на единицу. 

В нашем случае после замены  
dy

dz
zyyzy  ,  уравнение принимает 

вид 02 22  zyzyz . 

Отметим сразу, что функция 0y  является решением исходного 

уравнения, откуда следует, что решением последнего уравнения является 

функция 0z . Разделим теперь обе части уравнения 02 22  zyzyz  на 

коэффициент 02 yz  при z : 

z

y

y

z
z

22
 .          (4) 

Полученное уравнение является уравнением Бернулли, имеющим 

канонический вид     nyyqzypz  . 

Решим его методом Бернулли. Пусть ),()( yvyuz   тогда vuvuz  . 

Подставим эти выражения вместо z  и z  в последнее уравнение, получим 

 
uv

y

y

uv
vuvu

22
   или  

uv

y

y

v
vuvu

22









 . 

Найдем функцию )(yvv   как одно из решений уравнения 0
2


y

v
v . 

Это уравнение с разделяющимися переменными. 

Разделив переменные, проинтегрируем уравнение: 

0
2


y

v
v  

y

dy

v

dv

2
 yv ln

2

1
ln   или yv  . 

Начальное условие 1)0( y  позволяет сделать вывод о том, что искомое 

частное решение yvyyy  0 . 

Найдем теперь функцию )(yuu  . Для этого в уравнение 

uv

y

y

v
vuvu

22









  подставим yv  . Получаем уравнение 

yu

y
yu




2
, откуда следует, что 

u
u

2

1
 . Это уравнение с 

разделяющимися переменными. 

Разделяя переменные и интегрируя уравнение, получаем  

u
u

2

1
  dyudu2 1

2 Cyu   yCu  1 . 
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Поскольку ),()( yvyuz   yv  , yCu  1 , находим общее 

решение уравнения (4): 

yCyz  1   или  
2

1 yyCz  . 

 Найдем значение 
1

C  исходя из начальных условий 1)0(,1)0(  yy . 

 Поскольку   yyz  , то   01)1(  yzz , т. е. 
2

1 yyCz  . 

 Подставляя значения 1y  и 1z , находим 211
11
 СС . 

Значит, 
22 yyz  . 

Так как yz  , то для нахождения неизвестной функции y  нужно решить 

еще одно дифференциальное уравнение первого порядка:  
22 yyy  . 

Разделяя переменные и интегрируя уравнение, получаем  

22 yy
dx

dy
  или 


dx

yy

dy

22
  


dx

y

dy

1)1( 2
 

2
)1arcsin( Cxy  . 

Используя начальное условие 1)0( y , определим значение константы 

2C :  

000arcsin 22  CC . 

Итак, xy  )1arcsin(  – частный интеграл дифференциального 

уравнения 0)(2 22  yyyy  с начальными условиями 1)0(,1)0(  yy . 

Задание 7 

Найдите уравнение кривой, проходящей через точку )2;1(
0

M  и 

обладающей следующим свойством: касательная и нормаль, проведенная в 

любой точке этой кривой, удовлетворяет условию: произведение абсциссы 

точки касания и абсциссы точки пересечения нормали с осью абсцисс равно 

удвоенному квадрату расстояния от точки касания до начала координат. 

 

Решение 

Пусть );( yxM  – произвольная точка кривой  xfy  , удовлетворяющей 

условиям задачи. Уравнение нормали, проведенной к искомой кривой  xfy   

в точке ,M  выглядит так: 

)(
1

xX
y

yY 


 , 

где YX ,  –  координаты текущей (произвольной) точки, принадлежащей 

нормали.  
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Найдем абсциссу точки B  пересечения нормали с осью Ox  (рис. 19): 

yyxXxX
y

y 


 )(
1

0 . 

Таким образом, точка B  имеет координаты )0;( yyxВ  . 

 

Очевидно, что расстояние от начала координат )0;0(О  до точки касания 

);( yxM  вычисляется по формуле 
22 yxOM  . 

Условие задачи, в соответствии с которым произведение абсциссы точки 

касания );( yxM  на абсциссу точки )0;( yyxВ   равно удвоенному квадрату 

расстояния от точки )0;0(О  до точки );( yxM , можно записать в виде 

дифференциального уравнения: 

 )(2)( 22 yxyyxx    или  
22 2yxyxy  , 

которому удовлетворяет любая точка );( yx  искомой кривой. 

Уравнение 
22 2yxyxy   является однородным, поскольку его можно 

записать в виде  

x

y

y

x
y 2 . 

Решим это уравнение. Введем новую неизвестную функцию  
x

y
xu  , 

откуда uxy  , uxuy  . Подставив эти выражения в последнее уравнение, 

получаем 
222 2)( xuxuxuxux     или  

2223 xuxuux  . 

После деления уравнения 
2223 xuxuux   на 02 x  получаем 

 
21 uuxu  , 

 xfy   

A  x  x  

y  

y  

O  

 yxM ,  

нормаль 

касательная 

Рис. 19 
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21 uuxu  




x

dx

u

udu
21

 Cxu lnln)1ln(
2

1 2

 Cxu21 122  xCu . 

Поскольку x

y
u  , то 122  xCxy  – общее решение уравнения 

22 2yxyxy 
.
 

 Осталось решить задачу Коши с начальным условием 2)1( y . 

 Из начального условия 2)1( y  следует, что 0х , 0y . Следовательно, 

для поиска константы C  значения 2,1  yx  будем подставлять в  функцию 

122  xCxy : 

5112 22  CC . 

Значит, 15 2  xxy  – уравнение искомой кривой. 

Задание 8  

Исследуйте, является ли система функций линейно зависимой 

(независимой) на указанном промежутке: 

а) );(,
3

sin,
3

cos,sin 















 








 
 xxx ; 

б)   );1(,)1ln(),1ln(,1 2  xx ; 

в)   );(,3cos,3sin   xexe xx
. 

 

Решение  

а) Покажем, что найдутся значения  321 ,,  , не равные нулю 

одновременно, для которых тождество  

0
3

sin
3

cossin 321 






 








 
 xxx      (5) 

выполняется для всех );( x . 

В равенство (5) подставим последовательно значения 

3
,

6
,0





 xxx . В результате получаем однородную систему из трех 

линейных уравнений относительно  321 ,,  . Решим ее: 
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0
2

3

2

3

,0
2

3

2

,0
2

3

2

3
2

1

3
21

32

















0323

,023

,03

321

321

32

   

















03)3(23

,02)3(3

,3

331

331

32

















03)3(23

,

,3

333

31

32

  
































,

,3

,

00

,

,3

3

2

1

3

31

32

C

C

C

 где C .  

Таким образом, система линейных однородных уравнений имеет 

бесконечно много решений, в том числе и ненулевых. Например, если взять 

1С , то при 3,1 21  , 1
3
  тождество  

0
3

sin1
3

cos3sin1 






 








 
 xxx  

выполняется для всех );( x . 

Вывод: система функций 















 








 


3
sin,

3
cos,sin xxx  является 

линейно зависимой на промежутке );(  . 

 

б) Покажем, что система функций   )1ln(),1ln(,1 2  xx  линейно 

независима на промежутке );1(  .  

Для этого убедимся, что равенство  

0)1ln()1ln(1 2
321  xx        (6) 

выполняется на всем промежутке );1(   тогда и только тогда, когда 

0
321
 . 

Продифференцируем это равенство по переменной x . Получаем 

0
1

2

1 2
32 










x

x

x
.          (7) 

Обозначив 
1

1
1 


x
y  и 

1

2
22



x

x
y , получим 0

2312
 yy . 
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Поскольку 
21

kyy   ни при каком k , то 
1

y  и 
2

y  – линейно 

независимые функции на промежутке );1(  , что по определению 

равносильно условию 0
32
  в равенстве (7). 

Подставив эти значения в равенство (6), получим, что и 01  . 

Итак, равенство (6) выполняется для );1( x  только при условии 

0321  . Следовательно, система функций     1ln,1ln,1 2  xx  

линейно независима на промежутке );1(  . 

 

в) Чтобы ответить на вопрос, зависима ли система функций 

 xexe xx 3cos,3sin    на промежутке );(   выясним, для каких значений 

1
  и 

2
  будет иметь место  тождество  

03cos3sin 2

2

2

1
  xexe xx

, );( x . 

Разделим обе части этого равенства на 02  xe , получим 

 xxx ,03cos3sin
21

. 

Очевидно, что если 0x , то 0
2
 . 

Подставив значение 
2

 , получим 

 xx ,03sin
1

. 

Так как функция x3sin  не равна тождественно нулю, то 01  . 

Мы показали, что равенство 03cos3sin 2

2

2

1
  xexe xx

 является 

тождеством для );( x  тогда и только тогда, когда 021  . 

Значит, система  функций  xexe xx 3cos,3sin  
  линейно независима на 

множестве );(  . 

Задание 9* 

Известно, что функции xxyexxy x 2sin)(,)(
2

32

1
 

 являются 

решениями некоторого линейного однородного дифференциального уравнения 

(ЛОДУ) с постоянными коэффициентами. Составьте ЛОДУ наиболее низкого 

порядка, имеющее функции 1y  и 2y  своими решениями. 

 

Решение 

Для решения поставленной задачи будем использовать известную из 

теории взаимосвязь между видом частного решения ЛОДУ с постоянными 

коэффициентами и соответствующим корнем характеристического уравнения, 

составленного для этого ЛОДУ. 
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Поскольку для искомого ЛОДУ с постоянными коэффициентами 

(наиболее низкого порядка) функция 
xexxy 32

1 )(   является частным 

решением, то число 3  должно быть корнем кратности 3 

характеристического уравнения, составленного для этого ЛОДУ. 

Из того, что функция xxy 2sin)(2   также является решением искомого 

уравнения следует, что комплексное число iz 2  будет простым корнем 

характеристического уравнения. При этом и число iz 2  тоже будет его 

простым корнем. 

Вывод: характеристическое уравнение, составленное для искомого 

ЛОДУ, имеет вид 

         04272790223 2233
ii  

010810863319 235  
. 

Руководствуясь видом характеристического уравнения, составляем 

искомое ЛОДУ наиболее низкого порядка:  

010810863319 IVV  yyyyyy  – ЛОДУ (минимального) 

пятого порядка. 

Задание 10 

Найдите частное решение линейного однородного дифференциального 

уравнения 01393  yyyy , удовлетворяющее начальным условиям 

1)0(,0)0()0(  yyy . 

 

Решение 

Составим для данного линейного однородного дифференциального 

уравнения (ЛОДУ) с постоянными коэффициентами характеристическое 

уравнение 01393 23  . Решим его: 

 0)134()1(01393 223

ii 32,32,1 321  . 

Функции xexee xxx 3sin,3cos, 22
 составляют фундаментальную 

систему решений уравнения 01393  yyyy .  

Это означает, что общее решение уравнения имеет вид 

 xeCxeCeCy xxx 3sin3cos 2
3

2
21  

,  

где  321 ,, CCC  – произвольные константы. 

Решим задачу Коши: найдем частное решение уравнения 

01393  yyyy , удовлетворяющее начальным условиям 

1)0(,0)0()0(  yyy . 
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Для этого в выражения для yyy ,,  подставим 

1)0(,0)0()0(  yyy : 





















).3cos123sin5()3sin123cos5(

),3cos33sin2()3sin33cos2(

,3sin3cos

22
3

22
21

22
3

22
21

2
3

2
21

xexeCxexeCeCy

xexeCxexeCeCy

xeCxeCeCy

xxxxx

xxxxx

xxx

 

 Получим систему линейных уравнений для нахождения констант 

321
,, CCC :  















1125

,032

,0

321

321

21

CCC

CCC

CC

   
18

1
,

18

1
,

18

1
321  CCC . 

Итак, частное решение уравнения 01393  yyyy , 

удовлетворяющее условиям 1)0(,0)0()0(  yyy , имеет вид 

 )3sin3(cos
18

1

18

1 2 xxeey xx  
. 

Задание 11* 

Опираясь на метод подбора частного решения линейного неоднородного 

дифференциального уравнения (ЛНДУ), имеющего правую часть специального 

вида, и принцип суперпозиции решений, определите вид частного решения 

данного линейного неоднородного дифференциального уравнения 

xxxxxxeyyy x 3sin)2(2sh2
2

3
cos)1(4134 222   и запишите его с 

неопределенными коэффициентами.  

 

Решение 

 Обозначим правую часть данного уравнения )(xf : 

   xxxxxxexf x 3sin)2(2sh2
2

3
cos)1(4 222  . 

 Представим функцию )(xf  в виде суммы функций специального вида:  

     xxQxxPe
mn

ax  sincos , 

где )(xPn  и )(xQm  – многочлены степеней n  и m  соответственно, 

  ;, . Применим следующие формулы для преобразования функции 

)(xf : 

 )3cos1(
2

1

2

3
cos2 x

x
 , 

 )(
2

1
2sh 22 xx eex  . 
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 В результате этих действий )(xf  примет вид 

 xxxxxxexf x 3sin)2(2sh2
2

3
cos)1(4)( 222

 

  xxxeexxe xxx 3sin)2()()3cos1()1(2 2222
 

  xxxexxxxxexe xxx 3sin)2()3sin)2(3cos)1(2()1(2 22222

)()()(
321

xfxfxf  , 

где )1(2)( 2

1
 xexf x

, )3sin)2(3cos)1(2()( 22
2 xxxxxexf x  , 

xxxexf x 3sin)2()( 22
3  

. 

 По принципу суперпозиции решений частным решением 
y  исходного 

уравнения будет сумма 
  321 yyy  частных решений уравнений: 

3,2,1),(134  ixfyyy
i

. 

Чтобы найти 

iy , составим и решим  характеристическое уравнение для 

соответствующего линейного однородного уравнения 0134  yyy : 

ii 32,320134 21
2  . 

Найдем частное решение 


1
y  уравнения  )1(2134 2  xeyyy x

, 

правая часть )(
1

xf  которого имеет специальный вид:    12,2
11

 xxP . 

Число 2
1
  не является корнем характеристического уравнения. 

Значит, частное решение 


1
y  выглядит так: 

xeBAxy 2

1
)( 

. 

Для правой части специального вида 

)3sin)2(3cos)1(2()( 22

2
xxxxxexf x  , 3,2

22
 , число 

ii 32
22

  является комплексным корнем кратности 1k  

характеристического уравнения, поэтому частное решение 


2
y  выглядит так:  

)3sin)(3cos)(( 222

2
xHGxFxxEDxCxxey x 

. 

Для правой части )3cos03sin)2(()( 22
3 xxxxexf x  

 рассуждаем 

аналогично:  ii 32,3,2
3333

 . Так как это число не 

является корнем характеристического уравнения, то частное решение 

3y  

выглядит так:  

)3sin)(3cos)(( 222

3
xQPxKxxLNxMxey x  

.  

Поскольку искомое частное решение 
y  равно сумме 

  321 yyy , то 

  )3sin)(3cos)(()( 2222 xHGxFxxEDxCxxeeBAxy xx
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)3sin)(3cos)(( 222 xQPxKxxLNxMxe x  
. 

Задание 12* 

Найдите общее решение линейного неоднородного уравнения 

 xxe
x

yy x 2sin2cos
2cos

2
4 2  

, используя для этого метод Лагранжа, 

метод подбора частного решения для специальной правой части и принцип 

суперпозиции решений. 

 

Решение 

Общее решение линейного неоднородного уравнения у находится как 

сумма общего решения 
0

y  соответствующего линейного однородного 

уравнения и частного решения 
y  линейного неоднородного уравнения, т. е. 

 yyy 0 . 

 Правая часть уравнения )(xf  является суммой двух функций: 

      xfxfxf
21

 , 

где 
x

xf
2cos

2
)(1  ,  )2sin2(cos)( 2

2 xxexf x  
, 

при этом )2sin2(cos)( 2
2 xxexf x  

 является функцией специального вида, 

тогда как функция 
x

xf
2cos

2
)(

1
  этим свойством не обладает.  

Рассмотрим два линейных неоднородных уравнения: 

x
yy

2cos

2
4  ,          (8) 

)2sin2(cos4 2 xxeyy x  
.        (9) 

Согласно принципу суперпозиции решений частное решение 
y  

исходного линейного неоднородного уравнения имеет вид 
  21 yyy , а 

значит, искомое общее решение 
 
210

yyyy , где 

1y и 


2y – частные 

решения линейных неоднородных  уравнений (8) и (9). 

Будем решать задачу в соответствии со следующим алгоритмом: 

1) используя метод вариации произвольных постоянных, найдем общее 

решение 1y  уравнения (8) в виде 

 101 yyy , 

где 0y  – общее решение соответствующего линейного однородного уравнения 

04  yy , а 

1y  – частное решение линейного неоднородного уравнения (8); 
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 2) методом подбора найдем частное решение 

2y  уравнения (9), правая 

часть которого является функцией специального вида; 

 3) запишем искомое общее решение как 
*

2

*

10

*

21
yyyyyy  . 

 Реализуем приведенный алгоритм: 

 1) Найдем 0y . Для ЛОДУ 04  yy  составим и решим 

характеристическое уравнение: 

 042     ii 2,2
21

  – простые комплексно-сопряженные 

корни. Значит, xCxCy 2sin2cos 210  . 

 Найдем 

1y . Согласно методу вариации произвольных постоянных общее 

решение линейного неоднородного уравнения 
x

yy
2cos

2
4   будем искать в 

виде xxCxxCy 2sin)(2cos)(
211

  аналогичном виду 
0

y . Функции 

)(),( 21 xCxC


 – являются решениями системы уравнений 























.
2cos

2
2cos)(22sin)(2

,02sin)(2cos)(

21

21

x
xxCxxC

xxCxxC
 

Решим эту систему уравнений методом Крамера. Вычислим главный и 

вспомогательные определители системы уравнений: 

2)sin(cos2sin2cos2
2cos22sin2

2sin2cos 2222 


 xxxx
xx

xx
, 

x

x

x
x

x

2cos

2sin
2

2cos2
2cos

2
2sin0

1  , 

2
2cos

2
2cos

2cos

2
2sin2

02cos

2 



x

x

x
x

x
. 

 Находим )(),( 21 xCxC


 по формулам Крамера: 
x

x
xC

2cos

2sin
)( 1

1








, 

1)( 2
2








xC . 

Определяем )(),(
21

xCxC  интегрированием полученных функций: 

  


111 2cosln
2

1
)(

2cos

2sin
)( CxxCdx

x

x
dxxС , 

  


222
)()( CxxCdxdxxC . 
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Подставив найденные функции  xC
1

 и  xC
2

 в выражение для общего 

решения xxCxxCy 2sin)(2cos)( 211  , получаем 

xxCxxCy 2sin)(2cos2cosln
2

1
211 








  – общее решение 

1
y  

линейного неоднородного уравнения (8). 

 Представим полученное решение 
1

y  в виде суммы общего решения 
0

y  

исходного уравнения и частного решения 
*

1
y  уравнения (8): 

xxxxCxCyyy 2sin2cosln
2

1
2sin2cos 21101  

.  

Следовательно, xxxxy 2sin2cos2cosln
2

1
1 

 – частное решение 

неоднородного уравнения (8).  

2) Методом подбора найдем частное решение 

2y  линейного 

неоднородного уравнения (9), имеющего правую часть специального вида. 

Поскольку )2sin2(cos)( 2
2 xxexf x  

, то 2
2

 , 2
2
 , 

ii 22
22

 . Последнее число не является корнем характеристического 

уравнения 012  . 

Поэтому частное решение рассматриваемого уравнения будем искать в 

виде 

)2sin2cos(2
2 xBxAey x  

. 

Вычислим  )( 2
y  и )( 2

y : 

  )2cos22sin2()2sin2cos(2)( 22
2 xBxAexBxAey xx

 

  )2cos2sin2sin2cos(2 2 xBxAxBxAe x
 

  xBAxBAe x 2sin2cos)(2 2  
. 

    xBAxBAey x 2sin2cos)(4)( 2
2

       xBAxABe x 2cos22sin22 2
 

         xBAxBAxBAxBAe x 2cos2sin2sin2cos)(4 2
 

)2sin2cos(8)2sin22cos2(4 22 xAxBexAxBe xx  
. 

Подставим найденные значения 


2
y  и )(

2
y  в уравнение (9), получим 

  )2sin2(cos)2sin2cos(4)2sin2cos(8 222 xxexBxAexAxBe xxx

    )2sin2(cos)2sin482cos84( 22 xxexBAxBAe xx  
. 
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Разделив обе части полученного равенства на 02  xe , приравняем 

коэффициенты при x2cos  и x2sin  в левой и правой частях равенства: 

 
20

3
,

20

1

148

,184









BA

BA

BA
. 

Значит, частное решение 

2y  уравнения (9) имеет вид 









  xxey x 2sin

20

3
2cos

20

12
2 . 

 3) Итак, мы нашли, что  

 xCxCy 2sin2cos 210  ,  

 xxxxy 2sin2cos2cosln
2

1
1 

 и  

 







  xxey x 2sin

20

3
2cos

20

12

2
.  

 Окончательный вид общего решения исходного уравнения: 

 xxxxxCxCy 2sin2cos2cosln
2

1
2sin2cos 21  









  xxe x 2sin

20

3
2cos

20

12
. 

Задание 13  

Решите систему линейных неоднородных дифференциальных уравнений: 














.cossin2

,cos

ttyx
dt

dy

tyx
dt

dx

 

 

Решение  

Будем решать систему методом исключения переменных. 

 Продифференцируем первое уравнение по переменной t  и подставим в 

него выражение для ty , полученное из второго уравнения системы:  









tttyxxx

ttyxy

tyxx
ttt

t

tttt sincossin2
cossin2

,sin
 

ttyxxx ttt cossin22  .                (10) 

Выразим y  из первого уравнения исходной системы:  

txxytyx
dt

dx
t

coscos  , 

подставим его в уравнение (10): 
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  tttxxxxx tttt cossin2cos2 txxtt sin2 .          (11) 

Уравнение (11) – линейное неоднородное уравнение второго порядка. 

Общее решение  tx  такого уравнения является суммой общего решения 0х  

соответствующего линейного однородного уравнения и частного решения 
*x  

линейного неоднородного уравнения. 

 Для уравнения (11) соответствующим однородным уравнением будет 

уравнение 0 xxtt
. 

Составим и решим его характеристическое уравнение:  

 012
ii 

21
, . 

Поскольку корнями характеристического уравнения является пара 

сопряженных комплексных чисел, то общее решение соответствующего 

однородного уравнения имеет вид tCtCx sincos 210  . 

 )sin2cos0(sin2)( ttettf ot   – специальная правая часть 

неоднородного уравнения (11), где 0 , 1 . В нашем случае число 

ii   является простым корнем характеристического уравнения. Из этого 

следует, что частное решение неоднородного уравнения (11) имеет вид 

 )sincos(* tBtAtx  . 

Вычислим для функции 
*x  ее производные )( * x  и )( * x : 

)cossin(sincos)( * tBtAttBtAx  , 

tBttAttBtAx sincossin2cos2)( *  . 

Найденные )(,)( **  xx  подставим в  уравнение (11): 

 ttBttAttBttAttBtA sin2sincossincoscos2sin2  

tttBtA cos0sin2cos2sin2  . 

Это равенство выполняется тогда и только тогда, когда будут равны 

коэффициенты при tcos  и tsin  в левой и правой частях. Запишем это: 

 








02

,22

B

A
 0,1  BA . 

Тогда частное решение неоднородного уравнения  txxtt sin2  имеет 

вид ttx cos*  . 

Значит, общее решение этого уравнения 
 ххх 0  будет выглядеть так: 

tttCtCx cossincos 21  .  

Чтобы найти вторую неизвестную функцию у(t), используем первое 

уравнение исходной системы: txxy
t

cos .  

Найдем )( 
tx  из равенства tttCtCx cossincos 21  : 
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ttttCtCx
t

sincoscossin)(
21

 . 

Выражения x  и )( 
tx  подставим в равенство txxy t cos . Тогда 

 ttttCtCttttCtCy coscossincossincoscossin
2121

 

ttttttCttC cossin)sin(cos)cos(sin 21  . 

Итак, общее решение системы уравнений 













ttyx
dt

dy

tyx
dt

dx

cossin2

,cos
 

имеет вид 









.cossin)sin(cos)cos(sin

,cossincos

21

21

ttttttCttCy

tttCtCx
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