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ВВЕДЕНИЕ 
 Развитие фундаментальных и прикладных наук не обходится без 
применения современных достижений компьютерных технологий. В настоящее 
время существует достаточно много различных программных средств, 
предназначенных для изучения разделов высшей математики: справочники и 
компьютерные курсы; электронные учебники, оснащенные 
стереоконструкторами, позволяющими строить пространственные 
геометрические конструкции и рассматривать их в движении; системы 
символьных вычислений (MatLab , Maple , MathCad , aMathematic  и др.). 
 Данное пособие по математике составлено для студентов всех 
специальностей и форм обучения. Последовательно, в соответствии с учебной 
программой по дисциплине «Математика», предлагается на практике освоить 
необходимые теоретические понятия дисциплины, научиться решать задачи и 
обеспечивать проверку выполнения практических заданий с использованием 
современной системы Mathematica.  
 Цель предлагаемого пособия – помочь студентам самостоятельно 
овладеть основными навыками работы в системе Mathematica, научиться 
решать задачи по разделам «Интегральное исчисление функций одной 
переменной», «Функции нескольких переменных», «Интегральное исчисление 
функций нескольких переменной», «Дифференциальные уравнения», «Ряды», 
«Элементы теории поля», «Операционное исчисление» с использованием 
системы Mathematica. 
 Пособие построено так, чтобы оно было понятно студентам первого и 
второго курсов дневной, заочной и дистанционной форм получения 
образования и чтобы они могли усвоить основы работы в системе Mathematica, 
не прибегая к другим учебникам. Вначале рассматривается решение примеров 
«вручную», а затем с помощью системы символьной математики Mathematica. 
Это помогает и освоить излагаемый метод, и понять, как избежать трудоемкой 
работы при решении конкретной задачи. Для закрепления изученного 
материала приведены задачи для самостоятельной работы. Основные операции 
и функции системы Mathematica содержатся в приложении пособия. 
Особенностью пособия является то, что предлагаемые задания ориентированы 
на использование возможностей системы Mathematica 11.0. В более ранних 
версиях часть приведенных примеров может не работать. 
 Применение системы Mathematica систематизирует математические 
знания студентов, повышает наглядность математических закономерностей и 
производительность при выполнении сложных математических 
преобразований. 

Система aMathematic  обеспечивает не только возможности выполнения 
сложных численных расчетов с выводом их результатов в графическом виде, но 
и проведение особо трудоемких вычислений. Она позволяет быстро и 
эффективно проводить вычисления, решать многие задачи линейной алгебры, 
математического анализа, задачи теории чисел и статистики, дискретной 
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математики. Использование системы aMathematic  позволит сделать обучение 
студентов геометрическим разделам дисциплины более наглядным, а также 
ознакомит студентов с основами геометрического компьютерного 
моделирования. Mathematica эффективно выполняет как числовые, так и 
символьные вычисления, имеет развитую двумерную и трехмерную графику, а 
также встроенный язык программирования высокого уровня. Наличие языка 
программирования в системе Mathematica позволяет составлять программы 
для широкого класса задач, в которых можно свободно варьировать исходные 
данные, экспериментировать с ними, подтверждая или опровергая выдвинутые 
гипотезы. 
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1. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ ОДНОЙ 
ПЕРЕМЕННОЙ 

 
1.1. Неопределенный интеграл 

 Пример 1.1.1 
 Вычислить неопределенный интеграл 2tg xdx∫ . 
 
 Решение 
 Неопределенным интегралом от функции ( )xf  называется множество 
всех первообразных функций ( ) CxF +  для ( ) :f x  ( ) ( ) ,f x dx F x C= +∫  где 
( ) ( )xfxF =′ . 

Воспользовавшись тригонометрическим тождеством 
x

x 2
2

cos
1tg1 =+  и 

свойством аддитивности, вычислим интеграл:  

 ∫∫∫∫ +−=−=





 −= Cxxdx

x
dxdx

x
xdx tg

cos
1

cos
1tg 22

2 . 

Вычисления в Mathematica 
 В системе Mathematica вычисление неопределенного интеграла 
осуществляется с помощью функции Integrate[f,x], где f – некоторая 
подынтегральная функция, x – переменная интегрирования. Данная функция 
может возвращать результат как в виде композиции элементарных функций, 
так и в виде особых функций. Integrate[f,x] может быть введено как ∫ fdx  (знак 
интеграла вводится последовательно нажатием клавиши ESC, набором 
символов Int и завершается нажатием клавиши ESC; дифференциал аргумента 
dx вводится последовательно нажатием клавиши ESC, набором символов dx и 
завершается нажатием клавиши ESC). Пример решения задачи приведен на 
рис. 1.1. 

 
Рис. 1.1 

 Как можно заметить, в системе Mathematica произвольная константа 
интегрирования С не прибавляется. 
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Пример 1.1.2  
Вычислить неопределенный интеграл от рациональной дроби  

( )∫ +
+ dx

xx
x

2

2

12
1 . 

 
 Решение 

Используя представление рациональной дроби в виде суммы дробей, 
вычислим интеграл 

 
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

=
+

−
+
+

=
+
−+

=
+
+

∫∫∫∫ dx
xx

xdx
xx

xdx
xx

xxdx
xx

x
22

2

2

2

2

2

12
2

12
1

12
21

12
1  

( )
( )

Cxx
x

xddx +
+

−=
+
+

−= ∫∫ 1
1

2
1

1
1

2
1

2 . 

Вычисления в Mathematica 
 Решение примера в Mathematica приведено на рис. 1.2. 

 
Рис. 1.2 

 Набор подынтегральной функции в Mathematica удобно производить, 
используя панель математических символов Basic Math Assistant, которую 
можно открыть на панели инструментов Pallets. 
 Пример 1.1.3 
 Вычислить неопределенный интеграл от рациональной функции 

∫ − 24 xx
dx . 

 
 Решение 
 Выделив полный квадрат в квадратном трехчлене 

2 2 2 24 ( 4 ) ( 4 4) 4 4 ( 2)x x x x x x x− = − − = − − + + = − − , найдем интеграл: 

 CxxC
x
x

x
xd

xx
dx

+−−=+
−−
−+

=
−−
−

=
− ∫∫ 4ln

4
1ln

4
1

)2(2
)2(2ln

4
1

)2(4
)2(

4 22 . 

Вычисления в Mathematica 
 Решение примера 1.1.3 приведено на рис. 1.3. 
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Рис. 1.3 

 Пример 1.1.4 

 Вычислить неопределенный интеграл ∫
















−− dxx
x

2
sin

57
2

31 . 

 
 Решение 

Воспользовавшись свойством инвариантности формы интеграла 
( ) ( ) CUFdUUf +=∫ , где ( )xUU =  – функция независимой переменной x , и 

преобразованием дифференциала ( )baxd
a

dx +=
1 , где 0≠a , b  – постоянные, 

найдем интеграл: 

 ∫∫∫ =−=
















− −−

2
sin

57

2
sin

57
2

31

2

31

x
dxdxdxx

xx ( )1 3

2

1 27 1 3 10
3 sin

2

x

xd
d x x

−

 
 
 − − − =∫ ∫  

1 31 7 10ctg
3 ln 7 2

x x C
−

= − + +∫ . 

Вычисления в Mathematica 
 Решение примера 1.1.4 приведено на рис. 1.4. 

 
Рис. 1.4 

 Пример 1.1.5  

 Вычислить неопределенный интеграл  ( )∫
++

++−+ dx
xx

xxxx
22

22

11
arctg131 . 
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 Решение 
Возьмем данный интеграл в два этапа: представим интеграл в виде суммы 

трех интегралов (почленно разделив числитель на знаменатель) и сведем 
каждый из них к табличному:  

( )
2 2

1 2 32 2

1 3 1 arctg

1 1

x x x xI dx I I I
x x

+ − + +
= = − +

+ +
∫ ,  

где 
( )

2

1 122 2

1 arctg
11 1

x dxI dx x C
xx x

+
= = = +

++ +
∫ ∫ ; 

( )
( ) ( )

3
2 22

2 23 2
2 2

3 3 31 1
2 11

xI dx x d x C
xx

−
= = + + = − +

++
∫ ∫ ; 

( )
2 2

3 32 2

1 arctg 3 arctgarctg (arctg ) .
2 21 1

x x xI dx xd x C
x x

+
= = = +

+ +
∫ ∫  

Тогда исходный интеграл 
2

2

3 arctgarctg .
21

xI x C
x

= + + +
+

 

Вычисления в Mathematica 
 Решение примера 1.1.5 приведено на рис. 1.5. 

 
Рис. 1.5 

 Пример 1.1.6 

 Вычислить неопределенный интеграл ∫ − dxx216 . 
 
 Решение 

Для решения задачи воспользуемся методом интегрирования 
подстановкой (заменой переменной). Формула интегрирования подстановкой 
имеет вид ( ) ( )( ) ( )φ φ ,f x dx f t t dt′=∫ ∫  где ( )φx t=  – функция, имеющая 
непрерывную производную. Данную формулу можно использовать также 
справа налево. 
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Для нахождения данного интеграла используем тригонометрическую 
подстановку tx sin4= , тогда ( ) ( )4sin 4sin 4cosdx d t t dt tdt′= = = : 

 ( ) ( )22 216 16 4sin 4cos 16 cos 8 1 cos2x dx t tdt tdt t dt− = − ⋅ = = + =∫ ∫ ∫ ∫
( )8 4 cos2 2 8 4sin 2 .dt t d t t t C= + = − +∫ ∫  

 Учитывая, что arcsin
4
xt = , будем иметь 

 216 8arcsin 4sin 2arcsin .
4 4
x xx dx C − = − + 

 
∫  

 Тогда, упростив sin 2arcsin 2sin arcsin cos arcsin
4 4 4
x x x     = =     

     
 

2
212 1 16 ,

4 4 8
x x x x = − = − 

 
 окончательно будем иметь 216 8arcsin

4
xx dx− = −∫  

214sin 2arcsin 8arcsin 16
4 4 2
x xC x x C − + = − − + 

 
. 

Вычисления в Mathematica 
 В программе Mathematica получаем ответ сразу, без указания 
подстановок (рис. 1.6). 

 
Рис. 1.6 

 Пример 1.1.7 

 Вычислить неопределенный интеграл ∫ + xdxx 5ln1 . 
 
 Решение 
 Возьмем данный интеграл методом интегрирования по частям. Формула 
интегрирования по частям ,UdV UV VdU= =∫ ∫  где ( ) ( )xVVxUU == ,  – 
функции, имеющие непрерывные производные. 

Выберем части следующим образом: пусть xU 5ln= , тогда dxxdU 1
= . В 

свою очередь, 1 ,dV x dx= +  откуда ( )
3
2

21 1 .
3

V x dx x= + = +∫  Далее, 

используя формулу интегрирования по частям, будем иметь 
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 ( ) ( ) dxxxxxxdxx 113
25ln13

25ln1 2
3

2
3

⋅+−+=+ ∫∫ . 

 Для вычисления интеграла 
( )
∫

+ dxx
x 2

3
1  от иррациональной функции 

используем рационализирующую подстановку: 
 tdtdxtxxt 211 2 =⇒−=⇒+= . 

 Тогда 
( ) dt

t
tdxx

x
∫∫ −

=
+

1
21

2

42
3

. 

 Рациональная дробь ( )
12

4

−
=

t
ttR  является неправильной, поэтому 

выделим целую часть, разделив многочлен из числителя на многочлен из 
знаменателя с остатком: 

 ( )
1

11
1

11
1 2

2
2

4

2

4

−
++=

−
+−

=
−

=
t

t
t

t
t

ttR , 

после чего разложим правильную дробь 
( )( )

1
1 1t t− +

 в сумму простых: 

 
( )( )

1
1 1 1 1

A B
t t t t

= +
− + − +

. 

На основании теоремы о разложении правильной дроби в сумму простых 

 
( )( )

( ) ( )
( )( )

1 11
1 1 1 1 1 1

A t B tA B
t t t t t t

+ + −
= + =

− + − + − +
. 

Неопределенные коэффициенты BA,  найдем из равенства 
( ) ( )1 1 1A t B t= + + −  методом частных значений, подставляя в данное равенство 

некоторые значения t . Так, при 

 1t = : 11 2
2

A A= ⇒ = ; 

1t = − : 11 2
2

B B= − ⇒ = − . 

 Таким образом, 

 ( ) ( ) ( )
2 1 11 ,

2 1 2 1
R t t

t t
= + + −

− +
 тогда значение исходного интеграла 

будет равно 

 
( )

( ) ( )∫∫∫ =







+
−

−
++=

−
=

+ dttttdt
t

tdxx
x

12
1

12
112

1
21 2

2

42
3

 

( ) ( ) Ctttt
t
td

t
tddtdtt +++−++=

+
+

−
−
−

++= ∫∫∫∫ 1ln1ln23
2

1
1

1
122

3
2 , 
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где 1+= xt . 
 Окончательно имеем 

 ( ) ( ) −+−+−+=+∫ 13
419

45ln13
25ln1

3
2
3

xxxxxdxx  

Cxx ++++−+− 11ln3
211ln3

2
. 

Проверим правильность интегрирования с помощью дифференцирования: 

( ) ( )
33
22

2 4 4 2 21 ln5 1 1 ln 1 1 ln 1 1
3 9 3 3 3

x x x x x x C
′ 

 + − + − + − + − + + + + =
 
 

 

( ) ( ) ( )
1 3 1
2 2 2

2 3 2 1 4 3 4 11 ln5 1 1
3 2 3 9 2 3 2 1

x x x x
x x

= ⋅ + + + ⋅ − ⋅ + − ⋅ −
+

 

( ) ( )
2 1 2 1
3 32 1 1 1 2 1 1 1x x x x

− ⋅ + ⋅ =
+ + − + + +

 

( )
+

+
−+−

++
++=

13
213

2
3

1125ln1
x

xx
xxxx  

( )( )
1 1 1 1 1

3 1 1 1 1 1
x x

x x x
− + − + + −

+ ⋅ =
+ + − + +

 

2 1 2 21ln5
3 3 1 3 1
xx x
x x x x
+

= + + − − =
+ +

 

( )22 1 2 2
1ln5 1ln5

3 1

x x
x x x x

x x

+ − −
= + + = +

+
. 

 В результате мы получили подынтегральную функцию, значит, 
интегрирование выполнено верно. 
 В примере 1.1.7 наглядно продемонстрировано, что в некоторых случаях 
интегрирование удобно проводить, комбинируя различные методы. 

Вычисления в Mathematica 
Решение примера 1.1.7 приведено на рис. 1.7. 

 
Рис. 1.7 
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Заметим, что результат, полученный в системе Mathematica, отличен от 
полученного нами ранее. Однако тождественность результатов очевидна, 

поскольку 1 1arth ln , 1
2 1

xx x
x

+
= <

−
. 

 Пример 1.1.8  

 Вычислить неопределенный интеграл dx
x

x
∫

+
15 19

4 51 . 

 
 Решение 

 Данный интеграл dxxx∫ 









+

− 4
1

5
1

15
19

1  является дифференциальным 

биномом. Как было показано П. Л. Чебышевым, интегралы типа 
( )∫ + dxbxax

pnm , где , , , ,a b R m n p Q∈ ∈ , берутся лишь в случае, когда хотя бы 

одно из чисел n
mp 1, +  или pn

m
+

+1  является целым. 

В данной задаче: 

1) 4
1

=p  – не является целым числом; 

2) 3
4

5
1

115
19

1
−=

+−
=

+
n

m
 – не является целым числом; 

3) 12
13

4
1

3
41

−=+−=+
+ pn

m  – не является целым числом.  

 Следовательно, данный интеграл не выражается через элементарные 
функции («не берется»).  

Особые интегралы, которые не могут быть выражены через элементарные 
функции, являются специальными математическими функциями и находятся в 
справочной базе данных Mathematica. К ним относятся: 
 – [ ]xlSinIntegra  – интегральный косинус ( )xSi ; 
 – [ ]xalCoshIntegr  – интегральный гиперболический косинус; 
 – [ ]xalSinhIntegr  – интегральный гиперболический синус; 
 – [ ]xlExpIntegra  – интегральная показательная функция ( )xEi ; 
 – [ ]xlCosIntegra  – интегральный косинус ( )xCi . 
 Для таких функций в Mathematica можно получить численные значения, 
построить график. 

Вычисления в Mathematica 
Аналитическое решение примера 1.1.8 приведено на рис. 1.8. 
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Рис. 1.8 

Как видим, первообразная не представима через элементарные функции. 
Зададим построение первообразной данного интеграла с помощью функции 
Plot (рис. 1.9). 

 
Рис. 1.9 

График первообразной изображен на рис. 1.10. 

 
Рис. 1.10 

 
Задание для самостоятельной работы 

Найти неопределенные интегралы, используя подходящие методы 
интегрирования. Результат интегрирования проверить в системе Mathematica. 
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 1) 
2

24 1 16cos 2 ;
3124 1

x
x dx

x

 
− + −  + 

∫  2) ( ) ( )22 1 3 5 ;x x dx− +∫  

 3) 
4 3

2
5 6 1 ;

4 5
x x x dx

x x
− + +
− +

∫     4) cos2 ;
sin cos

x dx
x x+∫  

 5) 
41 ;t dt

t
− 

 
 
∫      6) ( )35 3 ;x x dx−∫  

 7) arctg ;
1

x x

x
e e dx

e+∫     8) 
2

6 ;
4

x dx
x +
∫  

 9) ( )2ln 1 ;x x dx+ +∫     10) 3
sin ;

cos
x xdx

x∫  

 11) 2 cos ;
2

x xe dx∫      12) 5 7 ;
2 4 37

x dx
x x

−
+ −∫  

 13) 1 cos ;
1 cos

x dx
x

−
+∫      14) 7 ;

tg
dx

x∫  

 15) 2 2 27 72 sin cos ;
2 2
x x dx∫    16) 1 1 ;

1 1
x dx
x
+ −
+ −

∫  

 17) 
2 2

.
9

dx

x x +
∫  

 
1.2. Определенный интеграл 

 Пример 1.2.1  

 Вычислить определенный интеграл dxx∫

π
4

0
tg . 

 
 Решение 

Для интегрируемой на отрезке [ ]ba;  функции ( )xfy =  имеет место 
формула Ньютона – Лейбница для вычисления определенного интеграла 

( ) ( ) ( ) ( ),
b

a

b
a

f x dx F x F b F a= = −∫  где ( ) ( ),F x f x′ =  a  – нижний предел 

интегрирования, b  – верхний предел интегрирования. 
Нахождение первообразной осуществляется либо непосредственным 

интегрированием, либо подстановкой: 

 ( ) ( )( ) ( )∫∫
β

α

ϕ′⋅ϕ= dtttfdxxf
b

a
, где ( ) a=αϕ  и ( ) b=βϕ . 

 В данной задаче замену переменной не выполняли, поэтому пределы 
интегрирования остались прежними:  
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( ) ( )
=

π
−===−= π

π

ππ

∫∫∫ 4cosln0coslncoslncos
cos

cos
costg

4

00

4

4

0

4

0
xx

xd
x
xddxx  

1
22 1ln1 ln ln 2 ln 2

2 2
−

= − = − = . 

 Заметим, что при решении мы воспользовались свойством определенного 

интеграла: ( ) ( )
b a

a b
f x dx f x dx= −∫ ∫ . 

Вычисления в Mathematica 
В системе Mathematica вычисление определенного интеграла 

осуществляется с помощью функции Integrate[f,{x,a,b}], где f – некоторая 
подынтегральная функция, x – переменная интегрирования, a – нижний предел 
интегрирования, b – верхний предел интегрирования. Запись определенного 
интеграла можно производить и в привычной форме, используя палитру 
математических символов Basic Math Assistant, которую можно открыть на 
панели инструментов Pallets. Решение примера 1.2.1 приведено на рис. 1.11. 

 
Рис. 1.11 

 Пример 1.2.2 

 Вычислить определенный интеграл dx
e

e
x

x

∫
− +

2

2
2

2

1
. 

 
 Решение 

 Вычисление определенного интеграла dx
e

e
x

x

∫
− +

2

2
2

2

1
 проведем с помощью 

подстановки tx ln2
1

= , тогда t
dtdx 2= . После введения указанной подстановки 

пределы интегрирования изменятся согласно формуле xet 2=  и станут 
соответственно 102 == ⋅et  – нижний предел интегрирования, 422 eet == ⋅  – 
верхний предел интегрирования. Тогда 
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( )
( )4 4

422
4

2
0 1 1 1

11 1 1 1ln 1
2 1 2 1 2 21

ln 1 ln1
x e e

x
ed te tdtdx t

t t te
e+  = = = + = + +  +

= + −∫ ∫ ∫  

( )41
2

ln 1 .e +=  

Вычисления в Mathematica 
Решение примера 1.2.2 приведено на рис. 1.12. 

 
Рис. 1.12 

 Пример 1.2.3 

 Вычислить определенный интеграл 
1

1
arctgxdx

−
∫ . 

 
 Решение 
 Для определенного интеграла также имеет место формула 
интегрирования по частям: 

 ∫∫ −=
b

a

b

a
VdUUVUdV

a
b

. 

 Вычислим данный определенный интеграл, используя метод 
интегрирования по частям, выбрав arctg ,U x=  .dV dx=  Тогда 

21
)(arctg)(arctg

x
dxdxxxddU
+

=′== , xV = . Воспользовавшись формулой, будем 

иметь  

=
+

−= ∫∫
−− −

1

1
2

1

1 1
arctgarctg

1

1

x
xdxxxdx ( ) ( )

( )21

2
1

11arctg1 1 arctg 1
2 1

d x

x−

+
− − − − =

+
∫  

( ) ( )
21

2 1
2 11

11 1 ln 1
2 21

d x
x

x
−

−

+
= = + =

+
∫ ( )2 21 1ln 1 1 ln 1 1 0

2 2
+ − − + = . 

 Следует отметить, что аналогичный результат может быть получен без 
нахождения первообразной, а лишь на основании свойства определенного 

интеграла ( ) 0,
b

a
f x dx =∫  если ( )xf  – нечетная функция, т. к. ( ) ( ).f x f x− = −  
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Действительно, подынтегральная функция обладает свойством нечетности: 
( )arctg arctg .x x− = −  

Вычисления в Mathematica 
Решение примера 1.2.3 приведено на рис. 1.13. 

 
Рис. 1.13 

 В системе Mathematica реализовано вычисление определенного 
интеграла и в случае, когда первообразная не является элементарной функцией 
(применены формулы приближенного вычисления определенного интеграла). 
Численное значение определенного интеграла находится с использованием как 
простых приближенных методов (прямоугольников и трапеций), так и 
сложных, автоматически адаптирующихся к характеру изменения 
подынтегральной функции ( )xf . 

 Пример 1.2.4 

 Вычислить определенный интеграл dx
x

x
∫

π

π

2

3

sin . 

 
 Решение 
 Подынтегральная функция не имеет первообразной, которая выражается 
через элементарные функции, и данный интеграл является неберущимся. 
Однако определенный интеграл может быть вычислен приближенно, если в 
подынтегральной функции числитель, т. е. функцию sin x  разложить по 
формуле Тейлора. 
 Для нахождения численных значений определенных интегралов, в том 
числе неберущихся, в системе Mathematica используется функция 
NIntegrate[f,{x,xmin,xmax}]. Численное приближенное значение интеграла от 
функции f по переменной x в пределах от xmin до xmax можно найти, 
используя ряд опций, исполнив команду Options[NIntegrate]. Описание 
указанных опций находится в меню Help→Wolfram Documentation→tutorial/ 
NIntegrateOverview. 

Вычисления в Mathematica 
Решение примера 1.2.4 в программе Mathematica приведено на рис. 1.14. 

 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



20 

 
Рис. 1.14 

 На рис. 1.15 показаны разные форматы вывода ответа. 

 
Рис. 1.15 

 
Задание для самостоятельной работы 

Найти определенные интегралы. Результат проверить в системе 
Mathematica. 

 1) ( )∫

π

+
−2

0 cos1cos3
sin22 dx

xx
x ; 2) ∫

−

−−2

1
3

4

1
6 dx

x
xx ; 

 3) ∫ −
−4

2 6
2 dx
x

x ;   4) ∫ +
+3

2
4

2

1
1 dx

x
x ; 

 5) ∫
−

−−2

1
3

4

1
6 dx

x
xx ;  6) ∫ +

2
1

0 1
2arcsin dx
x

x ;  

 7) ( )∫
π

π−
− dxxx 22 cos ;  8) ∫

π
4

0

6 3sin xdx ; 
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 9) ∫
1

0

2ctg xdxx ;   10) ( )∫ +
2

1

21ln dxxx ; 

 11) ∫ −−
3ln

0
1dxe x . 

 
1.3. Несобственные интегралы 

Пример 1.3.1 

 Исследовать  несобственный интеграл ∫
+∞

−

0
dxe x  на сходимость. 

 
 Решение 
 Несобственный интеграл I рода – это определенный интеграл от 

 ( ) ( )∫∫
+∞→

+∞
=

b

aba
dxxfdxxf lim , 

( ) ( )∫∫
−∞→∞−

=
b

aa

b
dxxfdxxf lim , 

( ) ( ) ( )∫∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−
+=

c

c
dxxfdxxfdxxf , 

где c  – произвольное число. 
 Несобственный интеграл I рода является сходящимся, если предел, 
которому он равен, – конечен, в противном случае (предел не существует или 
бесконечен) – интеграл расходится. 
 Вычислим данный интеграл по определению: 

1)(lim
0

)(limlim 0

00
=+−=−== −

+∞→

−

+∞→

−

+∞→

+∞
− ∫∫ ee

b
edxedxe b

b
x

b

b
x

b
x . 

Значит, данный интеграл сходится. 
Вычисления в Mathematica 

Решение примера 1.3.1 в программе Mathematica приведено на рис. 1.16. 

  
Рис. 1.16 
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Пример 1.3.2 

 Исследовать несобственный интеграл ∫
∞−

1

x
dx  на сходимость. 

 
 Решение 

( )
1 1

1lim lim ln lim ln1 ln lim ln .
bb b b bb

dx dx x b b
x x→−∞ →−∞ →−∞ →−∞−∞
= = = − = = −∞∫ ∫   

Значит, данный интеграл расходится. 
Вычисления в Mathematica 

Решение примера 1.3.2 в программе Mathematica приведено на рис. 1.17. 

 
Рис. 1.17 

Пример 1.3.3 

Исследовать несобственный интеграл ∫
+∞

∞− + 21
2

x
xdx   на сходимость. 

 
Решение 

 ∫∫∫
+∞

∞−

+∞

∞− +
+

+
=

+ 0
2

0

22 81
2

81
2

1
2

x
xdx

x
xdx

x
xdx , учитывая, что  

 
( )

=+=
+
+

=
+

=
+ +∞→+∞→+∞→

∞+

∫∫∫ 0

2

0
2

2

0
2

0
2 81lnlim8

1
81
81lim8

1
81

2lim
81

2 b

b

b

b

b

b
x

x
xd

x
xdx

x
xdx

 

( ) ∞=−+=
+∞→

1ln81lnlim8
1 2b

b
. 

 Поскольку ∫
+∞

+0
21

2
x

xdx  расходится, расходящимся будет и интеграл 

∫
+∞

∞− + 21
2

x
xdx . 

Вычисления в Mathematica 
Решение примера 1.3.3 в программе Mathematica приведено на рис. 1.18. 
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Рис. 1.18 

 
Задание для самостоятельной работы 

Исследовать несобственные интегралы на сходимость. Результат 
проверить в системе Mathematica. 

 1) ∫
∞− +

+0

21
1 dx

x
x

;   2) ( )∫
+∞

+
2

2 1 dxx ; 

 3) ∫
+∞

+1
2 54x

dx
;   4) ∫

+∞

∞− +14x
xdx

; 

 5) ∫
∞

−+1
xx ee

dx
;   6) ( )∫

∞

2 lnlne xx
dx

; 

 7) ∫
∞

++0
4

2

12
2

xx
dxx ;   8) ∫

∞

+0
5 1x

xdx
. 

 
1.4. Приложения определенного интеграла 

1.4.1. Вычисление площадей плоских фигур 
 Пример 1.4.1 
 Найти площадь фигуры, ограниченной графиками функций 12

1 +−= xy  и 
222 −= xy . 

 
 Решение 

Площадь фигуры (области), расположенной между кривыми 
( ) ( ) ( ) ( ) [ ], , , , 0, 0 ;y f x y g x x a x b f x g x x a b= = = = ≥ ≥ ∀ ∈  и прямыми 

, ,x a x b= =  можно найти по формуле ( ) ( )( )dxxgxfS
b

a
∫ −= . 

 Построим область, ограниченную графиком функции 2
1 1,y x= − +  в виде 

параболы, ветви которой направлены вниз, с вершиной в точке ( )0;1 ,  
пересекающей ось Ox  в точках с абсциссами 11 −=x  и 12 =x , и прямой 

222 −= xy  (рис. 1.19). 
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Рис. 1.19 

 
 Точки пересечения указанных линий найдем, решив систему 





−=
+−=

.22
,1

2

2
1

xy
xy

 Откуда получим точки ( ) ( )0;1,8;3 21 MM −− . 

 Тогда площадь области D  можно найти как определенный интеграл с 
пределами 1,3 =−= ba  от разности функций ( ) ( )xyxy 21 −  по переменной x : 

 ( )( ) ( ) =







−−−=−−−=−−+−=

−−−
∫∫

3

12
31

3

2
1

3

2

3
12221 xxxdxxxdxxxSD  

( ) ( )
3
2333

3
311

3
1 2

3
2

3
=








−−−−−−−−−=  кв. ед. 

Если плоская фигура имеет «сложную» форму, то ее следует разбить на 
более простые части (криволинейные трапеции) прямыми параллельными 
осями координат и найти ее площадь как сумму площадей простых частей, из 
которых она составлена. 

Вычисления в Mathematica 
Найдем точки пересечения графиков (рис. 1.20). Би
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Рис. 1.20 

Область, ограниченная графиками функций 2
1 1y x= − +  и 2 2 2,y x= −  

изображена на рис. 1.19. Приведем описание построения данной области в 
Mathematica (рис. 1.21). 

 
Рис. 1.21 

 Вычислим площадь (рис. 1.22). 

 
Рис. 1.22 

 Пример 1.4.2 
 Вычислить площадь фигуры, ограниченной кардиоидой ( )ϕ−= cos12r . 
 
 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



26 

 Решение 
 Первый способ 

Построим кардиоиду ( )ϕ−= cos12r  в полярной системе координат 
(рис. 1.23). 

 
Рис. 1.23 

Площадь криволинейного сектора в полярной системе координат 

вычисляется по формуле ( )∫
β

α
ϕϕ= drS 2

2
1 . 

Заметим, что область, ограниченная кардиоидой, состоит из двух 
равновеликих криволинейных секторов, на которые она делится прямой, 
проходящей через полярный луч. Верхний криволинейный сектор ограничен 
лучами π=ϕ=ϕ ,0  и линией ( )2 1 cos .r = − ϕ  Площадь 1S  верхнего 
криволинейного сектора будет равна 

( ) ( )22 2
1

0 0

1 2 1 cosφ φ 2 1 2cosφ cos φ φ
2

S d d
π π

= − = − + =∫ ∫  

( )
0 0

1 3 12 1 2cosφ 1 cos2φ φ 2 2cosφ cos2φ φ
2 2 2

d d
π π   = − + + = − + =   
   
∫ ∫  

0
3 12 φ 2sin φ sin 2φ 3
2 4

π = − + = π 
 

. 

 Тогда площадь, ограниченная кардиоидой, равна π== 62 1SS  кв. ед. 
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Второй способ 
Заметим, что данная кардиоида может быть задана параметрически с 

помощью уравнений 




−=
−−=

,2sinsin2
,12coscos2

tty
ttx

 ]2;0[ π∈t  в декартовой системе 

координат. 
Площадь криволинейной трапеции, ограниченной кривой, заданной 

параметрически 
( )
( )

[ ]
,

; ,
,

x x t
t

y y t

= ∈ α β
=

 прямыми ( ) ( ) bxxaxx =β==α= ,  и 

осью Ox , находят по формуле ( ) ( )∫
β

α
⋅= dttxtySD . 

Построение кардиоиды, заданной параметрически, приведено на рис. 1.24. 

 
Рис. 1.24 

Тогда область, расположенная в первой и второй координатных 
плоскостях, будет криволинейной трапецией, ограниченной прямыми 

2)( −=πx  – слева, 0)0( =x  – справа, 0=y  – cнизу и сверху графиком функции, 
и ее площадь 1S  будет равна 

=′−−−= ∫
π

0

1 )12coscos2)(2sinsin2( dtttttS  

=+−−= ∫
π

0
)2sin2sin2)(2sinsin2( dttttt  
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=−+−= ∫
π

0
22 )2sin22sinsin6sin4( dttttt  

=+−= ∫
π

0

22 )2sin22sinsin6sin4( dttttt  

=−−−= ∫
π

0

2 )4coscossin1242cos23( dttttt  

π=
π

−−−= 3
0

)4sin
4
1sin42sin3( 3 tttt . 

Тогда площадь, ограниченная кардиоидой, равна 12 6πS S= =  кв. ед. 
Вычисления в Mathematica 

Решение примера 1.4.2 в программе Mathematica первым способом 
приведено на рис. 1.23. Решение задачи в случае, когда кардиоида задана 
параметрически, приведено на рис. 1.24. 

 
Задание для самостоятельной работы 

Вычислить площадь фигуры, ограниченной кривыми: 

1) 2,
9

,4
2

2 === yxyxy ; 

2) область между параболой 322 +−−= xxy , касательной к ней в точке 
( )5;2 −M  и осью ординат; 

3) 0,cos,1 ==+= yxyxy ; 

4) область, лежащая вне круга 1=r , ограниченная кривой ϕ= 3cos2r ; 

5) 
3

3

5cos ,

5sin ;

x t

y t

 =


=
 

6) петля, образованная кривой 322 2,2 ttyttx −=−= . 

 
1.4.2. Вычисление длины дуги плоской кривой 

Пример 1.4.3 

 Вычислить длину арки циклоиды 




−=
−=

,cos1
,sin
ty
ttx

]2;0[ π∈t . 
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Решение 

В случае, когда кривая АВ задана параметрически 




=
=

),(
),(
tyy
txx

];[ βα∈t , где 

( ), ( )x t y t  – непрерывные функции с непрерывными производными и ( ) ,x a a=  

( ) ,x b b=  длина кривой АВ вычисляется по формуле ( ) ( )∫
β

α

′+′= dtxytxl 22 )()( . 

 Вычислим значения функции в ключевых точках. 

t  0 
2
π  π  

2
3π  π2  

x  0 1
2
−

π  π  1
2

3
+

π  π2  
y  0 1 2 1 0 

 Построим арку циклоиды в прямоугольной системе координат (рис. 1.25).  

 
Рис. 1.25 

Вычислим производные функций ( ), ( ):x t y t  
 tttx cos1)sin( −=′−=′ , tty sin)cos1( =′−=′ . 
 Для вычисления длины арки циклоиды составим и вычислим 
определенный интеграл: 

( ) ( ) =++−=+−= ∫∫
ππ 2

0

22
2

0

22 )(sin)(coscos21sincos1 dttttdtttl  

2 2 2
2

0 0 0

2
2 2cos 4sin 2 sin 4cos 8.

02 2 2
t t ttdt dt dt

π π π π
= − = = = − =∫ ∫ ∫  
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Замечание. Для пространственной кривой АВ, заданной параметрически, 









=
=
=

),(
),(
),(

tzz
tyy
txx

 [α;β],t∈  длина кривой АВ вычисляется по формуле 

( ) ( ) ( )∫
β

α

′+′+′= dtxzxytxl 222 )()()( . 

Вычисления в Mathematica 
Решение примера 1.4.3 в программе Mathematica приведено на рис. 1.25. 
Пример 1.4.4 
Найти длину части логарифмической спирали ϕ= 3er , лежащей внутри 

круга 1=R . 
 
Решение 
График логарифмической спирали ϕ= 3er  изображен на рис. 1.26. 

 
Рис. 1.26 
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Длина дуги АВ, заданной уравнением )(ϕ= rr  в полярных координатах 
α φ β,≤ ≤ где ( ) ( )ϕ′ϕ rr ,  – непрерывные функции на отрезке ];[ βα , вычисляется 

по формуле ∫
β

α

ϕ′+= drrl 22 )( . 

Исходя из условия задачи, 1.r ≤  Следовательно, 3φ 1,e ≤  откуда 
]0;(−∞∈ϕ . Тогда длина искомой дуги будет равна несобственному интегралу 

I рода 10
0

lim10lim
3
10 3

0
3

0
2

3

2

3 ==ϕ=ϕ














 ′














+













=

ϕ

−∞→

ϕ

−∞→∞−

ϕϕ

∫∫
b

ededeel
bbb

. 

Вычисления в Mathematica 
Решение примера 1.4.4 в программе Mathematica приведено на рис. 1.26. 
 

Задание для самостоятельной работы 
Вычислить длину дуги кривой: 
1) ( )ϕ+= 2cos1ar ; 

2) 





 ϕ=

4
sin3r ; 

3) астроиды 3
2

3
2

3
2

ayx =+ ; 

4) 
4

2,
6

46 tytx −==  между точками пересечения с осями координат; 

5) 3,0,
3

,
3

, 21

33
2 ==








−=








+== ttttazttayatx ; 

6) ( ) 



−∈−=

2
1;

2
1,1ln 2 xxy ; 

7) 
2

ln
4

2 yyx −=  между точками с ординатами 2,1 == yy . 

1.4.3. Вычисление объемов пространственных тел 
Пример 1.4.5 
Найти объем тела, полученного вращением криволинейной трапеции T : 

30 xy ≤≤ , 10 ≤≤ x  вокруг оси Ox  и вокруг оси Oy . 
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Решение 
Если криволинейная трапеция ,T  заданная неравенствами bxa ≤≤  

0 ( ),y f x≤ ≤  вращается вокруг оси Ox  или ,Oy  то объемы тел вращения 

вычисляются, соответственно, по формулам ∫π=
b

a
x dxxfV )(2 и 

∫π=
b

a
y dxxfxV )(2 . 

Изобразим криволинейную трапецию T  (рис. 1.27). 

 

 

 

 

 
 

В результате вращения криволинейной трапеции T  вокруг оси Ox  
образуется тело (рис. 1.28). 

 

 

 

 

 

 
 

Тогда объем тела будет равен 

∫ ∫
π

=π=π=
1

0

1

0

62

7
)( dxxdxxfVx  куб. ед. 

Если осью вращения будет ось Oy , то тело будет иметь следующий вид 
(рис. 1.29). 

 

y  

x  1 

Рис. 1.27 

O  

3xy =  

y  

x  1
 

Рис. 1.28 

O  

3xy =
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Тогда объем получившегося тела будет равен разности объемов 1V  тела, 
1=x , 10 ≤≤ y  вокруг оси Oy  и 2V  тела, полученного в результате вращения 

графика функции 3xy ≤ , 10 ≤≤ x   вокруг оси Oy . 
Поскольку 

∫ π=π=
1

0

2
1 212 dyV , 

5
222)(2

1

0

4
1

0

3
1

0
2

π
=π=π=π== ∫∫∫ dxxdxxxdxxfxVV y . 

Объем искомого тела будет равен 

5
8

21
π

=−= VVV  куб. ед. 

Вычисления в Mathematica 
Решение примера 1.4.5 в программе Mathematica приведено на рис. 1.30. 

 
Рис. 1.30 

 

y  

x  1 

Рис. 1.29 

O  

3xy =  

T
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Задание для самостоятельной работы 
Найти объем тела: 
1) полученного при вращении вокруг оси абсцисс криволинейной трапеции, 

ограниченной кривой 





=

a
xay ch , прямыми axax =−= ,  и осью Ox ; 

2) полученного вращением вокруг оси Oy  криволинейной трапеции, 
ограниченной линией 0,42 =−= xxy . 
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2. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 
 

2.1. Область определения и линии уровня функции двух переменных 
Пример 2.1.1 
Найти область определения следующих функций и изобразить 

графически: 

1) ( ) 







−−=

259
1ln,

22 yxyxz ; 2) ( ) 







+

−−
= 222

arcsin
4

1,
y
x

yx
yxz . 

 
Решение 

1) ( ) 







−−=

259
1ln,

22 yxyxz .  

Логарифмическая функция определена только для положительных 

значений аргумента, поэтому 0
259

1
22
>−−

yx  или 1
259

22
<+

yx . Это неравенство 

описывает внутреннюю часть эллипса 1
259

22
=+

yx . 

Область определения функции ( ) 







−−=

259
1ln,

22 yxyxz  в системе 

Mathematica изображена на рис. 2.1. 

 
Рис. 2.1 
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2) ( ) 







+

−−
= 222

arcsin
4

1,
y
x

yx
yxz . 

Функция 
224

1

yx −−
 существует лишь для тех пар значений x  и ,y  

которые удовлетворяют неравенству 04 22 >−− yx . 

Функция 







2arcsin

y
x  определена на интервале [ ]1,1− , т. е. 11 2 ≤≤−

y
x . 

Поэтому областью определения функции ( )yxz ,  является множество 
точек плоскости ,Oxy  значения координат которых удовлетворяют следующей 
системе неравенств: 













≠
−≥

≥

<+

⇔










≠
≤≤−

<+

⇔








≤≤−

>−−

.0
,

,

,4

0
,

,4

11

,04

2

2

22

22

22

2

22

y
xy

xy

yx

y
yxy

yx

y
x

yx
 

Неравенство 422 <+ yx  описывает внутреннюю часть круга радиусом 2 с 
центром в начале координат (рис. 2.2). 

 
Рис. 2.2 

Неравенства xy ≥2  и xy −≥2  задают часть плоскости, расположенную 
вне обеих парабол одновременно (рис. 2.3). 
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Рис. 2.3 

Отметим, что точка ( )0;0  не входит в искомую область определения. 

Область определения функции ( ) 







+

−−
= 222

arcsin
4

1,
y
x

yx
yxz  можно 

изобразить сразу в системе Mathematica, задав соответствующие неравенства 
(рис. 2.4). 

 
Рис. 2.4 

При увеличении масштаба заметно, что точка ( )0;0  не входит в область 
определения (рис. 2.5). 
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Рис. 2.5 

Пример 2.1.2  

Найти линии уровня функции ( ) 222
1,

yx
yxz

+
= . 

 
Решение 
Уравнение линий уровня данной функции z  можно записать в виде 

( ) ( )012
2

1 22
22 >=+⇒=

+
cyxcc

yx
 или ( )011

2
1

22
>=+ c

c

y

c

x . 

Итак, линии уровня функции ( ) 222
1,

yx
yxz

+
=  – это эллипсы.  

Построение линий уровня выполнено в системе Mathematica (рис. 2.6). 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



39 

 
Рис. 2.6 

 
Задания для самостоятельной работы 

1. Найти область определения функции и изобразить ее на координатной 
плоскости: 

1) ( ) 2
2

1
9

7, y
x

yxz −+
−

= ; 2) ( ) yxyxz arcsin, −= ; 

3) ( ) ( )1ln4, 22 −+−+= xxyyxz ; 4) ( ) ( ) xyyyxz +−= 1arccos, . 
2. Найти линии уровня следующих функций:  
1) ( ) yxyxz += 3, ;   2) ( ) yxeyxz +=, ; 

3) ( )
y
xyxz =, ;   4) ( ) 2, xyyxz −= . 

 
2.2. Предел и непрерывность функции нескольких переменных 

Пример 2.2.1 
Вычислить пределы:  

1) 
xy
xy

y
x 3

42
lim

0
0

++−

→
→

; 2) ( )
xyx

xy

y
x 53

sin5lim 2
3

0 −
−→

→
; 3) 

x

y
x x

yx 2

5

2lim 





 +

→
+∞→

; 

4) ( )22

22

0
0 1ln

2
lim

yx
yx

y
x −−

+

→
→

; 5) 22

33

0
0

lim
yx
yx

y
x +

−

→
→

; 6) 
yx
yx

y
x 5

23lim
0
0 +

−

→
→

. 
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Решение 
1) Подстановка значений 0,0 == yx  приводит к неопределенности вида 






0
0 . Для раскрытия неопределенности избавимся от иррациональности в 

числителе: 

( )( )
( )0 0

0 0

2 4 2 42 4 0lim lim
3 0 3 2 4x x

y y

xy xyxy
xy xy xy→ →

→ →

− + + − − +− + +  = = =   − − +
 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

22

0 0 0
0 0 0

2 4 4 4 1lim lim lim
3 2 4 3 2 4 3 2 4x x x

y y y

xy xy
xy xy xy xy xy→ → →

→ → →

− − + − − −
= = = =

− − + − − + − − +
 

( )
1 1

123 2 0 4
= − =

− − +
. 

2) Здесь 0→xy  при 3,0 −→→ yx . Имеем неопределенность 




0
0 . Для 

решения используем первый замечательный предел 





 =

α
α

→α
1sinlim

0
:  

( ) ( )
( )2 20 0

3 3

5sin 5sin0lim lim
03 5 3 5x x

y y

xy xy xy
x xy xy x xy→ →

→− →−

⋅ = = = −   ⋅ −
 

( )
( )

( )
( )0 0 0

3 3 3

sin 5 35 5 15lim lim 1 lim 1 1.
3 5 3 5 3 0 5 3 15x x x

y y y

xy xy y
xy x x y x y→ → →

→− →− →−

⋅ − −
= ⋅ = ⋅ = ⋅ = = −

⋅ − − ⋅ − ⋅ −
 

3) Непосредственная подстановка приводит к неопределенности 1∞ 
  . 

Выражение, стоящее под знаком предела, преобразуем к такому виду, чтобы 
можно было воспользоваться вторым замечательным пределом 











=








α
+

α

∞→α
e11lim : 

[ ] =







































+=





 +==






 +

⋅
⋅

→
+∞→

→
+∞→

∞

→
+∞→

x
x
y

y
x

y
x

x

y
x

x

y
x

y
xx

y
x

yx

22

2

5

2

5

2

5 2

11lim21lim12lim  

20

4lim

5 ee

y

y
x

== →
+∞→

. 
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4) Здесь получаем неопределенность 0 .
0
 
  

 Перейдем к полярным 

координатам по формулам ϕ=ϕ= sin,cos ryrx . 

Тогда 222222222 sincos yxrrrryx +=⇒=ϕ+ϕ=+ . 
При 0,0 →→ yx  получаем, что 0→r . Тогда  

( ) ( )
( )

( )( )
2 2

2 2 20 0 0 20

22 0 2 0lim lim lim
0 0ln 1 ln 1 ln 1

x r r
y

rx y r
x y r r

→ → →
→

′+    = = = = =    ′   − − − −
 

( )
−∞=

−
−

=
−⋅

−

=
→→ r

r

r
r

rr

2

0
2

0

1lim
2

1
1

2lim . 

5) При непосредственной подстановке получаем неопределенность вида 






0
0 . Заметим, что если этот предел существует, то он не должен зависеть от 

того, как точка ( )yxM ;  стремится к точке ( )0;0O .  
Вычислим этот предел при условии, что точка ( )yxM ;  стремится к ( )0;0O  

вдоль оси Ox , т. е. при 0=y :  

0limlimlim
02

3

022

33

0
0

===
+
−

→→
→
→

x
x
x

yx
yx

xx
y
x

. 

Теперь вычислим этот предел при условии, что точка ( )yxM ;  стремится к 
( )0;0O  вдоль оси Oy , т. е. при 0=x : 

0limlimlim
02

3

022

33

0
0

=−=
−

=
+
−

→→
→
→

y
y
y

yx
yx

yy
y
x

. 

Стремление 0,0 →→ yx  по осям координат Ox  и Oy  приводит к 
одному и тому же значению предела – нулю. Это не гарантирует 
существования предела, т. к. необходимо учесть все возможные направления 
стремления точки ( )yxM ;  к ( )0;0O .  

Вычислим данный предел при условии, что точка ( )yxM ;  стремится к 
( )0;0O  по любой прямой, проходящей через точку ( )0;0O , т. е. вдоль линии  

( )0≠= kkxy : 
3 3 3 3 3 3 3

2 2 2 2 2 2 20 0 0 0
0

( ) (1 ) 1lim lim lim lim 0
( ) (1 ) 1x x x x

y
y kx

x y x kx x k kx
x y x kx x k k→ → → →

→
=

− − − −
= = = ⋅ =

+ + + +
 при любом 

значении k . 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



42 

6) При непосредственной подстановке 0,0 == yx  получим 

неопределенность вида 




0
0 . 

Вычислим предел при стремлении точки ( )yxM ;  к ( )0;0O  вдоль оси Ox  и 
вдоль оси Oy : 

33lim
5
23lim

0
0
0

==
+
−

→
→
→ x

x
yx
yx

x
y
x

 и 
5
2

5
2lim

5
23lim

0
0
0

−=
−

=
+
−

→
→
→ y

y
yx
yx

y
y
x

. 

Итак, стремление 0,0 →→ yx  по осям координат Ox  и Oy  приводит к 
различным значениям предела, т. е. результат зависит от направления подхода 
точки ( )yxM ;  к ( )0;0O . Это означает, что не существует предела данной 
функции при 0→x  и 0→y . 

Вычисления в Mathematica 
1) Предварительно упростим функцию и выполним вычисление предела 

(рис. 2.7). 

 
Рис. 2.7 

2) При вычислении важно правильно указать порядок подстановки 
переменных в повторном пределе (рис. 2.8). 

 
Рис. 2.8 

3) Решение примера приведено на рис. 2.9. 

 
Рис. 2.9 
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4) При вычислении данного примера в системе Mathematica нет 
необходимости переходить к полярным координатам (рис. 2.10). 

 
Рис. 2.10 

5) Решение примера приведено на рис. 2.11. 

 
Рис. 2.11 

6) При вычислении повторных пределов получились разные результаты 
(рис. 2.12), что говорит о том, что предел не существует. 

 
Рис. 2.12 

Пример 2.2.2 
Найти точки разрыва функций:  

1) 1( , )
2

z x y
x y

=
−

; 2) 2 2
1( , )

( 5) ( 2)
z x y

x y
=

− + −
; 

3) 2 2 2 2( , )
( 4)( 1)

xz x y
x y x y

=
+ − − −

; 4) 2 2 2
3( , , )

2 4 4
u x y z

x y z
=

+ + −
. 

 
Решение 

1) Функция ( )
yx

yxz
−

=
2

1,  определена на любых x  и ,y  таких, что 

02 ≠− yx , т. е. yx ≠2 . Следовательно, прямая xy 2=  является линией разрыва 
функции. 
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2) Данная функция определена всюду, кроме точки ( )2;5A , которая и 

является точкой разрыва функции ( )
( ) ( )22 25

1,
−+−

=
yx

yxz . 

3) Точками разрыва функции являются точки, в которых знаменатель 
равен нулю. Следовательно, точками разрыва функции ( )yxz ,  являются точки 
окружности 422 =+ yx  и гиперболы 122 =− yx . 

4) Функция ( )zyxu ,,  определена для любых , , ,x y z  таких, что 

0442 222 ≠−++ zyx  или 1
24

2
22

≠++ zyx . Эллипсоид 1
124

222
=++

zyx  и есть 

поверхность разрыва функции. 
Вычисления в Mathematica 

1) Для функции ( )
yx

yxz
−

=
2

1,  прямая xy 2=  является линией разрыва 

функции (рис. 2.13). 

 
Рис. 2.13 

2) Найдем точку разрыва функции (рис. 2.14). 

 
Рис. 2.14 

3) Изобразим точки разрыва на плоскости (рис. 2.15). 
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Рис. 2.15 

4) Поверхностью разрыва является эллипсоид (рис. 2.16). 

 
Рис. 2.16 

 
Задания для самостоятельной работы 

1. Вычислить предел функции или доказать, что он не существует: 

1) ( ) xyyx

y

y
x

xy 6

2
2

2
0

41lim −

−

−→
→

+ ; 2) ( )
4216

23lim
0
0 −+−

−−

→
→ yx

yx

y
x

; 3) 24

42

0
0

lim
yx
yx

y
x +

+

→
→

; 
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4) 

x
y
xyy

y
x sin

2lim
2

0
3

+

→
−→

;  5) 
( )

( )23
1lim

2

2
0 −+

−−+

→
→ yx

e yx

y
x

; 6) 
22

22

3
2 34

13lim
yx

yx

y
x ++−

−+

→
−→

. 

2. Найти и построить точки разрыва функции: 

1) ( ) 22
3,

yx
yxz

−
= ; 2) ( )

2 2

1,
1 1cos cos
2 2

z x y
x yπ π

=
   + + +   
   

; 

3) ( )
16

7,, 222 −++
=

zyx
zyxu ; 4) ( )

( ) ( )
2 2

2
, x yz x y

y x y x
+

=
+ ⋅ −

. 

 
2.3. Дифференцирование функций нескольких переменных 

Пример 2.3.1 
Найти частные производные первого порядка от функции 

( ) ( )2 3 2, 5cosz x y x y x y= − + . 

 
Решение 
Чтобы найти xz′ , считаем y  постоянной величиной и дифференцируем z  

как функцию одной переменной x: 

( ) ( )2 3 2 3 2
2

15cos 2 5sin
2

xz x y x y xy x y
x y

′
 ′ = − + = + + ⋅ = 
  +

 

( )2
3

2

5sin
2 .

2

x y
xy

x y

+
= +

+
 

Находим yz′ , считая x  постоянной величиной: 

( ) ( )2 3 2 2 2 2
2

15cos 3 5sin 2
2

yz x y x y y x x y y
x y

′
 ′ = − + = + + ⋅ ⋅ = 
  +

 

( )2
2 2

2

5 sin
3 .

y x y
y x

x y

+
= +

+
 

Вычисления в Mathematica 
Для вычисления частных производных воспользуемся функциями D[f,x] и 

D[f,y] (рис. 2.17). 
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Рис. 2.17 

Отметим, что вычислить частные производные можно и с помощью 
функции Derivative (рис. 2.18). 

 
Рис. 2.18 

Данная функция позволяет вычислить частные производные высших 

порядков, например, частную производную второго порядка 2

2

x
f

∂
∂  (рис. 2.19) и 

смешанную производную, например, 
yx
f
∂∂

∂2
 (рис. 2.20). 

 
Рис. 2.19 

 
Рис. 2.20 

 
Пример 2.3.2 
Найти полный дифференциал функции ( ) ( )yzxzyxu y 2ln10,,

2
+=  в точке 

( )2;1;1A . 
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Решение 
Полный дифференциал функции ( )zyxu ,,  находится по формуле 

dzudyudxudu zyx ′+′+′= .  
Находим частные производные: 

( ) 122 22
10ln10 −=′





 +=′ y

x

y
x xyyzxu ; 

( )
y

xyx
yz

zyxxyzxu yy

y

y
y

1ln202ln10ln10
222

2

2
2 +=+⋅=′





 +=′ ; 

( )
z

zy
yz

yzxu
z

y
z

221ln10 2
22

=⋅=′




 +=′ . 

Итак, 

dz
z

dy
y

xyxdxxydu yy 21ln2010
22 12 +








++= − , 

( ) dzdydxdzdydxdu ++=+





 +⋅⋅+⋅⋅= − 10

2
2

1
11ln11201110

21112
2;1;1 . 

Вычисления в Mathematica 
Полный дифференциал функции находится с помощью функции Dt[f] 

(рис. 2.21). 

 
Рис. 2.21 

Найдем полный дифференциал в точке ( )2;1;1A  (рис. 2.22). 

 
Рис. 2.22 

Пример 2.3.3 
Найти приращение функции ( ) 22, yxyxz +=  и ее дифференциал при 

переходе от точки ( )2;1M  к точке ( )3;2−N . 
 
Решение 
Приращение функции ( )yxz ,  при переходе от точки M  к точке N  

находится по формуле ( ) ( )MzNzz −=∆ . 
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Так как ( ) 4322 2 =⋅+−=Nz , ( ) 3221 2 =⋅+=Mz , то 134 =−=∆ z . 
Дифференциал функции ( )yxz ,  в точке ( )00; yxM  находится по формуле 
( ) ( )dyyxzdxyxzzd yx 0000 ;; ′+′= .  

Поскольку ( )
2

2

22

12
yx

yxz xx
+

=′+=′ ,  

( ) ( )
6
1

2212

12;1
2
=

⋅+
=′=′ xx zMz , 

( ) ( )
2

2
2

2

2

22
22

12
yx

yyx
yx

yxz yyy
+

=′+⋅
+

=′+=′ , 

( ) ( )
3
4

221

222;1
2
=

⋅+

⋅
=′=′ yy zMz ,  

а 3120 −=−−=−= xxdx , 1230 =−=−= yydy , 

то ( )
6
5

3
4

2
11

3
43

6
1

=+−=⋅+−⋅==dz . 

Вычисления в Mathematica 
Введем начальные данные и зададим алгоритм выполнения задания 

(рис. 2.23). 

 
Рис. 2.23 

В результате получим следующее (рис. 2.24). 

 
Рис. 2.24 
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Пример 2.3.4 
С помощью дифференциала функции двух переменных вычислить 

приближенно ( ) ( )3 22 05,002,1 + . 
 
Решение 
Полный дифференциал часто используется для приближенных 

вычислений значений функций: 
( ) ( ) ( ) ( ) yyxfxyxfyxfyyxxf yx ∆′+∆′+≈∆+∆+ 00000000 ;;;; .  

Рассмотрим функцию ( ) 3 22, yxyxfz +== . 
Необходимо найти приближенное значение этой функции при 02,1=x  и 

.05,0=y  Положим ,10 =x  .00 =y  Тогда ;02,0102,10 =−=−=∆ xxx  

;05,0005,00 =−=−=∆ yyy  ( ) 1010;1 3 22 =+=f . 
Найдем частные производные функции ( )yxfz ,=  при 10 =x  и 00 =y : 

( ) ( ) ( )
( )3 222

3
2

223
1

223 22

3

22
3
1

yx

xxyxyxyxf xxx
+

=⋅+=
′











+=′+=′

−
; 

( )
( )3 222

3 22

3

2

yx

yyxf yy
+

=′+=′ ; 

( ) ( )
( ) 3

2

013

120;1;
3 200 =

+

⋅
=′=′ xx fyxf ; 

( ) ( )
( )

0
013

020;1;
3 200 =

+

⋅
=′=′ yy fyxf . 

Итак, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 23 1,02 0,05 1;0 1;0 1;0x yf f x f y′ ′+ ≈ + ∆ + ∆ =  
21 0,02 0 0,05 1,013.
3

= + ⋅ + ⋅ ≈  

Вычисления в Mathematica 
Зададим начальные условия (рис. 2.25). 

 
Рис. 2.25 

Введем формулу для приближенных вычислений и найдем значение 
функции (рис. 2.26). 
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Рис. 2.26 

Пример 2.3.5 

Найти 
dt
dz  для функции xyyxz ++= 22 , если sin , .tx t y e= =  

 
Решение 

Воспользуемся формулой 
dt
dyz

dt
dxz

dt
dz

yx ′+′= . 

Так как ( ) yxxyyxz xx +=′++=′ 222 , ( ) xyxyyxz yy +=′++=′ 222  и 

( ) tt
dt
dx

t cossin =′= , ( ) t
t

t ee
dt
dy

=′= , то ( ) ( )2 cos 2 tdz x y t y x e
dt

= + + + =  

( ) ( )2sin cos 2 sint t tt e t e t e= + + + = 2sin cos cos 2 sint t tt t e t e te+ + + =  

( )2sin 2 2 cos sint tt e e t t= + + + . 
Вычисления в Mathematica 

Для решения данной задачи можно воспользоваться формулой 

,x y
dz dx dyz z
dt dt dt

′ ′= +  но удобнее применить функцию Dt[f(x,y), t], указав 

зависимость переменных x и y от переменной t (рис. 2.27). 

 
Рис. 2.27 

Пример 2.3.6 

Найти ( )xy′  функции, заданной неявно уравнением 
x
yyx arctgln 22 =+ . 

 
Решение 

Запишем заданное уравнение в виде 0arctgln 22 =−+
x
yyx  или 

( ) 0arctgln
2
1 22 =−+

x
yyx . 

Пусть ( ) ( )
x
yyxyxF arctgln

2
1, 22 −+= . 

Найдем частные производные: 
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( ) =





−⋅







+

−⋅
+

⋅=′





 −+=′ 2222

22

1

121
2
1arctgln

2
1

x
y

x
y

x
yxx

yyxF
x

x  

222222222

2

22 yx
yx

yx
y

yx
x

x
y

yx
x

yx
x

+
+

=
+

+
+

=⋅
+

+
+

= ; 

( ) =⋅







+

−⋅
+

⋅=′





 −+=′

x
x
y

y
yxx

yyxF
y

y
1

1

121
2
1arctgln

2
1

222
22  

2222

2

22
1

yx
xy

xyx
x

yx
y

+
−

=⋅
+

−
+

= . 

Подставляя ′
xF  и ′

yF  в формулу ( ) ( )
( )

,
,

,
x

y

F x y
y x

F x y

′
′ = − ′  получим 

( )
yx
yx

xy
yx

yx
xy
yx
yx

xy
−
+

=
−
+

−=

+
−
+
+

−=′

22

22
. 

Вычисления в Mathematica 
Данную задачу можно решить, непосредственно применив формулу 

( ) ( )
( )yxF

yxFxy
y

x

,

,
′

′
−=′  (рис. 2.28). 

 
Рис. 2.28 

Mathematica позволяет непосредственно вычислить производную 
неявной функции (рис. 2.29). 

 
Рис. 2.29 
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Пример 2.3.7 

Найти полный дифференциал второго порядка функции 
xy

yxz
22 +

= . 

 
Решение 
Полный дифференциал второго порядка ( )dzdzd =2  функции ( )yxfz ,=  

выражается формулой 

2
2

22
2

2

22
2 2 dy

y
zdxdy

yx
zdx

x
zzdy

y
zdx

x
zzd ⋅

∂
∂

+⋅
∂∂

∂
+⋅

∂
∂

=







∂
∂

+
∂
∂

= . 

Сначала найдем частные производные первого порядка для данной 
функции z : 

( ) ( )( )
( )

=
′+−⋅′+

=′






 +
=′=

∂
∂

2

222222

xy
xyyxxyyx

xy
yxz

x
z xx

x
x  

( ) ( )2 2 2 22 2 3 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 ;
x xy x y y y x yx y yx y x y

x y x y x y x y

⋅ − + −− − −
= = = =

( ) ( )( )
( )

=
′+−⋅′+

=′






 +
=′=

∂
∂

2

222222

xy

xyyxxyyx
xy

yxz
y
z yy

y
y  

( )
2

22

22

22

22

2322
xy

xy
yx

xyx
yx

xyxxy −
=

−
=

−−
= . 

Продифференцировав их еще раз, найдем частные производные второго 
порядка:  

( ) ( ) ( ) ( )
( )

=
′⋅−−⋅′−

=′






 −
=′′=′′=

∂
∂

22

222222

2

22

2

2

yx

yxyxyxyx
yx
yxzz

x
z xx

x
xxxx  

( )
324

3

24

222 2222
x

y
yx

xy
yx

xyyxyxx
==

⋅−−⋅
= ; 

( ) ( ) ( )
( )

=
′⋅−−⋅′−

=′






 −
=′′=

∂
∂

22

222222

2

22

2

2

xy

xyxyxyxy

xy
xyz

y
z yy

y
yy  

( )
342

3

42

222 2222
y
x

yx
yx

yx
yxxyxyy

==
⋅−−⋅

= ; 

( )
( ) ( ) ( )

( )
=

′⋅−−⋅′−
=′







 −
=′′=′′=

∂∂
∂

22

222222

2

222

yx

yxyxyxyx

yx
yxzz

yx
z yy

y
yxxy  
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( ) ( )
22

22

24

222

24

22222
yx

xy
yx

xyx
yx

xyxyxy +
−=

+−
=

⋅−−⋅−
= ; 

( ) ( ) ( ) ( )
=

′⋅−−⋅′−
=′







 −
=′′=′′=

∂∂
∂

42

222222

2

222

yx
xyxyxyxy

xy
xyzz

xy
z xx

x
xyyx  

( ) ( )
22

22

42

222

42

22222
yx

yx
yx

yxy
yx

yxyxyx +
−=

+−
=

⋅−−⋅−
= . 

Сравнивая последние два выражения, видим, что ″=″ yxxy zz . 

Итак, 2
322

22
2

3
2 222 dy

y
xdxdy

yx
xydx

x
yzd ⋅+⋅







 +
−⋅+⋅= . 

Вычисления в Mathematica 
Дифференциал второго порядка определим как дифференциал от 

дифференциала первого порядка заданной функции. Учтем, что x и y являются 
независимыми переменными (рис. 2.30). 

 
Рис. 2.30 

Ответ можно представить в более наглядном виде. Выделим 
соответствующую ячейку правой кнопкой мыши (рис. 2.31). 

 
Рис. 2.31 

Перейдем по ссылке Convert To, выберем TraditionalForm (рис. 2.32). 
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Рис. 2.32 

Результат будет выглядеть следующим образом (рис. 2.33). 

 
Рис. 2.33 

 
Задания для самостоятельной работы 

1. Вычислить значения частных производных первого порядка функции 

( ) zxyzyxu sin4,, 2=  в точке 





 π
−

2
;1;1A . 

2. Найти частные производные второго порядка: 
1) ( ) xyyxyxyxz cossin, += ;   2) ( ) ( )( )yxyxz += tgln, ; 
3) ( ) ( )yxyyxz x sin2cos7, += ;  4) ( ) ( )yexyxz −= cos, . 
3. Найти дифференциал третьего порядка функции ( )yxz += 2sin  в 

точках ( )π;0  и 





 ππ
−

2
;

2
. 
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4. Показать, что данные функции удовлетворяют указанным 
соотношениям: 

1) ( ) ( ) 2
22 ,ln,

y
z

y
z

x
z

yxyyxz yx =
′

+
′

−= ; 

2) ( ) ( ) 0,sincos, =″+″−= yyxx
x zzyyyxeyxz ; 

3) ( ) ( ) 1,ln, =′+′+= yx
yx zzeeyxz  и ( ) 0

2
=″−″⋅″ xyyyxx zzz ; 

4) ( ) 0,, 22 =″⋅−″⋅⋅= yyxx zyzx
x
yyyxz . 

5. Найти 
dt
dz , если 1,arcsin 2 +=








= xy

y
xz . 

6. Найти производную 
dx
dy  от функции ( )xyy = , заданной неявно: 

1) 0
22

arctg =−
+ yyx ;  2) 02242 12 =++−+⋅− + yyy xxx . 

7. Найти приращение функции ( ) ( )yxyxz 31ln, +−=  и ее дифференциал 
при переходе от точки ( )1;3A  к точке ( )1;2 −−− eB . 

8. Заменяя приращение функции дифференциалом, вычислить 
приближенно: 1) 01,302,1 ; 2) ( ) ( )( )33 99,009,0ln + . 

 
2.4. Приложения дифференцирования функции нескольких переменных 

2.4.1. Касательная плоскость и нормаль к поверхности 
Пример 2.4.1  
Составить уравнение касательной плоскости и нормали к поверхности 

эллиптического параболоида 22 3yxz +=  в точке ( )7;1;2−A . 
 
Решение 
Уравнение касательной плоскости: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0;;;;;; 000000000000 =−⋅′+−⋅′+−⋅′ zzzyxFyyzyxFxxzyxF zyx . 
Уравнение нормали: 

( ) ( ) ( )000

0

000

0

000

0

;;;;;; zyxF

zz

zyxF

yy

zyxF

xx

zyx
′

−
=′

−
=′

− . 

Запишем уравнение поверхности в неявном виде: 03 22 =−+ zyx . Таким 
образом, функция ( ) zyxzyxF −+= 22 3,, . 

Находим частные производные и вычисляем их значения в точке A : 
( ) xzyxF xx 23 22 =′−+=′ , ( ) 47;1;2 −=−′xF ; 
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( ) yzyxF yy 63 22 =′−+=′ , ( ) 67;1;2 =−′yF ; 

( ) 13 22 −=′−+=′ zz zyxF , ( ) 17;1;2 −=−′zF . 
Составляем уравнение касательной плоскости: 

( ) ( ) 0716)2(4 =−−−++− zyx  или 0764 =−−+− zyx  и уравнение нормали к 

поверхности: 
1
7

6
1

4
2

−
−

=
−

=
−
+ zyx . 

Вычисления в Mathematica 
Введем начальные данные и вычислим значения частных производных в 

заданной точке (рис. 2.34). 

 
Рис. 2.34 

Найдем уравнение касательной плоскости и нормали к поверхности 
(рис. 2.35). 

 
Рис. 2.35 

Рисунок поверхности и касательной плоскости (рис. 2.36). 
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Рис. 2.36 

 
2.4.2. Производная в данном направлении и градиент функции 

Пример 2.4.2  

Вычислить производную функции  
zy

xyxu 122 +++=  в точке ( )1;1;1M  в 

направлении: 
1) идущем из точки M  в точку ( )4;1;5K ; 

2) составляющим с осями координат углы 
4

,
2

,
3

π
=γ

π
>β

π
=α . 

 
Решение 
Производная от функции ( )zyxfu ,,=  в точке ( )000 ,, zyxM  по любому 

направлению l  вычисляется по следующей формуле: 

( ) ( ) ( ) ( ) γ′+β′+α′=′ cos,,cos,,cos,,,, 000000000000 zyxuzyxuzyxuzyxu zyxl , 

где 
l
l

l

l

l
l zyx =γ=β=α cos,cos,cos  – направляющие косинусы вектора l  и 

1coscoscos 222 =γ+β+α . 

1) Найдем частные производные функции 
zy

xyxu 122 +++=  и вычислим 

их значения в точке M: 
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y
x

zy
xyxu

x
x

12122 +=′







+++=′ , 2

22 21
y
xy

zy
xyxu

y
y −=′








+++=′ , 

2
22 11

zzy
xyxu

z
z −=′








+++=′ ; 

( ) ( ) 3
1
1121;1;1 =+⋅=′=′

xx uMu , ( ) ( ) 1
1
1121;1;1 2 =−⋅=′=′

yy uMu ; 

( ) ( ) 1
1
11;1;1 2 −=−=′=′

zz uMu . 

Для нахождения направляющих косинусов находим координаты и длину 
вектора MK : 

( ) ( )3;0;414;11;15 =−−−== MKl ; 525304 222 ==++=l . 

Тогда 
5
3cos,0cos,

5
4cos =γ=β=α . 

Итак, ( ) ( )
5
9

5
3101

5
43 =⋅−+⋅+⋅=′ Mul . 

2) По условию ,
4

,
3

π
=γ

π
=α  следовательно, ,

2
1

3
coscos =

π
=α  

2
2

4
coscos =

π
=γ . 

Так как угол 
2
π

>β , то из равенства 1coscoscos 222 =γ+β+α  получим 

22
2 2 1 2 1 1 1cosβ 1 cos α cos γ 1 1 .

2 2 4 2 2
  = − − − = − − − = − − − = −  

   
 

Тогда ( ) 29,0
2

22
2
21

2
11

2
13 ≈

−
=⋅−






−⋅+⋅=′ Mul . 

Вычисления в Mathematica 
1) Для решения данной задачи можно последовательно выполнить с 

помощью Mathematica действия, описанные выше. Но рациональнее 
воспользоваться встроенными функциями. Кроме того, уместно вспомнить, что 
производная по направлению равна скалярному произведению градиента 
функции на единичный вектор направления. 

Введем начальные данные и найдем производную по направлению 
(рис. 2.37). 
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Рис. 2.37 

В результате получим (рис. 2.38). 

 
Рис. 2.38 

2) Найдем производную по направлению (рис. 2.39). 

 
Рис. 2.39 

Результат работы программы (рис. 2.40). 

 
Рис. 2.40 
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Пример 2.4.3  
Найти наибольшее значение производной по направлению для функции  

( )2 2ln 4z x y= +  в точке ( )4;6M . 

 
Решение 
Производная в данной точке по направлению вектора l  имеет 

наибольшее значение, если направление вектора l  совпадает с направлением 
градиента. Это наибольшее значение производной равно zgrad .  

Найдем градиент функции z: { }′′= yx zzz ,grad  в данной точке ( )4;6M . 

Координаты вектора zgrad  можно найти, если вычислить значения частных 

производных ′
xz  и ′

yz  в точке M : 

( )( ) 22
22

4
24ln

yx
xyxz xx

+
=′+=′ , ( )

25
3

100
12

446
624;6 22 ==
⋅+

⋅
=′

xz ; 

( )( ) 22
22

4
84ln

yx
yyxz yy

+
=′+=′ , ( )

25
8

100
32

446
484;6 22 ==
⋅+

⋅
=′

yz . 

Тогда jiz
M 25

8
25
3grad += . 

Наибольшее значение производной в точке ( )4;6M : 

( ) ( )
25
73

25
8

25
3gradmax

2222
=






+






=′+′==′

M
yx

M
l zzzz . 

Вычисления в Mathematica 
Решение сводится к вычислению градиента и его абсолютного значения 

(рис. 2.41). 

 
Рис. 2.41 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



62 

Задания для самостоятельной работы 
1. Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

S  в заданной точке M: 
1) S: ( )2 24 4 3 9, 1; 2;1y z xy xz z M− + − + = − ; 

2) S: ( ) ( ), , ln , 1;1;1xu x y z y M
z

= + ; 

3) S: ( ) 1, sin cos , ; ;
4 4 2

z x y x y M π π =  
 

. 

2. Найти величину и направление градиента функции 

( ) zzyyxxzyxu ctgsin3sin3tg,, 3 ++−+−=  в точке 





 πππ

2
;

3
;

4
N . 

3. Найти производную функции ( )
xy

yyxz
−

=,  по направлению, 

составляющему угол в 60  с осью Ox , в точке ( )3;1 . 

4. Найти точку, в которой градиент функции ( ) 







+=

y
xyxz 1ln,  равен 

ji
9

16
− . 

5. Найти наибольшую скорость возрастания функции ( )
yx

xyxz
+

= arcsin,  

в точке ( )1;1P . 
 

2.5. Экстремум функции двух переменных 
Пример 2.5.1 
Исследовать на экстремум функцию  ( ) yxxyxyyxz 22, −−= . 
 
Решение 
1. Найдем частные производные первого порядка: 

( ) ( )xyyxyyyyxxyxyz xx 212222 −−=−−=
′

−−=′ ; 

( ) ( )xyxxyxxyxxyxyz yy −−=−−=
′

−−=′ 212 222 . 

2. Решим систему уравнений 




=′
=′

0
,0

y

x

z
z

 и найдем стационарные точки: 

( )
( )




=−−
=−−

.021
,021

xyx
xyy

  

Из первого уравнения: ( ) ⇒=−− 021 xyy  0=y  или xy 21−= . 
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При 0=y  из второго уравнения находим, что (1 ) 0x x− = , т. е. 0=x  или 
1=x . 

При xy 21−=  из второго уравнения получаем 
( )( ) 02121 =−−− xxx , или ( ) 0421 =−+− xxx , или ( ) 013 =−xx , т. е. 0=x  

или 1
3

=⇒
1

= yx  или 
3
1

=y . 

Таким образом, функция ( )yxz ,  имеет четыре стационарные точки: 

( ) ( ) ( ) 







3
1;

3
1,1;0,0;1,0;0 4321 MMMM . 

3. Проверим выполнение достаточного условия экстремума для каждой 
стационарной точки: 

1) Найдем частные производные второго порядка: 

( ) ( ) yxyyyzz xxxxx 222 −=
′

−−=′′=′′ , ( ) ( ) xxyxxzz yyyyy 22 2 −=
′

−−=′′=′′ ; 

( ) ( ) xyxyyyzzz yyxyxxy 22122 −−=
′

−−=′′=′′=′′ . 
2) Вычислим значения частных производных xyyyxx zzz ′′′′′′ ,,  в каждой 

стационарной точке и, используя достаточные условия, сделаем вывод о 
наличии экстремума. 

Для точки ( )0;01M :  
( ) 0020;0 =⋅−=′′= xxzA ; ( ) 1020210;0 =⋅−⋅−=′′= xyzB ;  

( ) 0020;0 =⋅−=′′= yyzC . 

Так как 2 20 0 1 1 0,
A B

AC B
B C

∆ = = − = ⋅ − = − <  то в точке ( )0;01M  

экстремума нет. 
Для точки ( )0;12M :  

( ) 0020;1 =⋅−=′′= xxzA ; ( ) 1120210;1 −=⋅−⋅−=′′= xyzB ; 
( ) 2120;1 −=⋅−=′′= yyzC . 

Следовательно, ( ) ( ) 01120 22 <−=−−−⋅=−==∆ BAC
CB
BA

 и функция 

( )yxz ,  в точке 2M  экстремума не имеет. 
Для точки ( )1;03M : 

( ) ( ) 2121;0 −=⋅−=′′= xxzA , ( ) 1021211;0 −=⋅−⋅−=′′= xyzB , 
( ) 0021;0 =⋅−=′′= yyzC . 

Значит, ( ) ( )22 2 0 1 1 0AC B∆ = − = − ⋅ − − = − <  и экстремума нет. 

Для точки 







3
1;

3
1

4M :  
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3
2

3
12

3
1;

3
1

−=⋅−=





′′= xxzA ; 

3
1

3
12

3
121

3
1;

3
1

−=⋅−⋅−=





′′= xyzB ; 

3
2

3
12

3
1;

3
1

−=⋅−=





′′= yyzC . 

Следовательно, 0
3
1

9
1

9
4

3
1

3
2

3
2 2

2 >=−=





−−






−⋅






−=−=∆ BAC . 

В силу достаточного условия экстремума в точке 4M  функция имеет 
максимум, т. к. в этой точке 0>∆  и 0<A . 

Итак, 







3
1;

3
1

4M  – точка локального максимума. 

3) Найдем значение функции в точке 4M : 

27
1

27
1

27
1

9
1

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1;

3
1 22

max =−−=⋅





−⋅






−⋅=






z . 

Вычисления в Mathematica 
Составим программу для определения экстремумов функции. 
Введем функцию, найдем стационарные точки и вычислим определитель 

от частных производных второго порядка (рис. 2.42). 

 
Рис. 2.42 

Исследуем функцию на экстремум в стационарных точках (рис. 2.43). 

 
Рис. 2.43 
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В результате получим (рис. 2.44). 

 
Рис. 2.44 

Зададим в Mathematica изображение графика функции и стационарных 
точек (рис. 2.45). 

 
Рис. 2.45 

На рис. 2.46 изображен график функции. Более крупно изображена точка 
экстремума. 

 
Рис. 2.46 

 
Пример 2.5.2 
Найти экстремум функции yxz 435 +−=  при условии 122 =+ yx . 
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Решение 
Геометрически задача сводится к нахождению наибольшего и 

наименьшего значений z  плоскости ( ) yxyxz 435, +−=  для точек пересечения 
ее с цилиндром 122 =+ yx . 

Задачу выполняем в следующем порядке: 
1) Составляем функцию Лагранжа: 
( ) ( ) ( )yxyxzyxF ,,,, ϕ⋅λ+=λ , где ( )φ ,x y  – уравнение связи. 

Уравнение связи запишем в виде 0122 =−+ yx . Тогда функция Лагранжа 
имеет вид 

( ) ( )1435,, 22 −+⋅λ++−=λ yxyxyxF . 
2) Находим точки, где возможен условный экстремум этой функции, 

решая соответствующую систему: 








=′

=′
=′

λ .0

,0
,0

F

F
F

y

x

 

Найдем частные производные: 

( ) ( )( ) λ+−=
′

−+⋅λ++−=′ xyxyxF xx 231435 22 , 

( ) ( )( ) λ+=
′

−+⋅λ++−=′ yyxyxF yy 241435 22 , 

( ) ( )( ) 11435 2222 −+=
′

−+⋅λ++−=′ λλ yxyxyxF . 

Составим систему уравнений: 








=−+

=λ+
=λ+−

01

,024
,023

22 yx

y
x

 или 















=−+
λ

−=
λ

−=

λ
=

.01

,2
2
4

,
2
3

22 yx

y

x

 

Подставляя найденные значения x  и y  в третье уравнение, получим 

012
2
3 22

=−







λ
−+







λ

, 014
4
9

22 =−
λ

+
λ

, 

⇒=
λ

λ−+ 0
4

4169
2

2
 










=λ

−=λ
⇒







≠λ

=λ−

.
2
5

,
2
5

04

,0425

2

1

2

2

 

Подставляя значения 1λ  и 2λ  в уравнения 
λ

=
2
3x  и 

λ
−=

2y , получим 
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5
4

2
5

2,
5
3

2
52

3,
2
5

111 =
−

−=−=






−⋅

=−=λ yx ;  

5
4,

5
3,

2
5

222 −===λ yx . 

Таким образом, имеем две стационарные точки: 





−

5
4;

5
3

1M  и 







 −

5
4;

5
3

2M . 

3) Исследуем существование экстремума в точках 1M  и 2M . Для этого 
находим частные производные второго порядка функции Лагранжа и 
используем достаточное условие: 









−≤∆




−<
−>

⇒>−=∆

.ияисследованьныедополнителтребуются0если
максимум; условный0
минимум, условный0

02если
A
A

BAC
 

Частные производные равны: 
( ) ( ) λ=′λ+−=′′=′′= 223 xxxxx xFFA ; ( ) ( ) 023 =′λ+−=′′=′′= yyxxy xFFB ; 

( ) ( ) λ=′λ+=′′=′′= 224 yyyyy yFFC . 

Тогда 2 2 22 2 0 4 0.AC B λ λ λ∆ = − = ⋅ − = >  Так как 0,∆ >  то в обеих 
точках 1M  и 2M  имеется условный экстремум. 

Для точки 1
3 4; :
5 5

M  − 
 

 ⇒<−=





−⋅=λ= 05

2
522 1A  1M  – точка 

условного максимума. 

В точке 2
3 4; :
5 5

M  − 
 

 ⇒>=⋅=λ= 05
2
522 2A  2M  – точка условного 

минимума. 
4) Находим значения функции в точках 1M  и 2M : 

10
5
44

5
335

5
4;

5
3

max =⋅+





−⋅−=






−z , 

0
5
44

5
335

5
4;

5
3

min =





−⋅+⋅−=






 −z . 

Вычисления в Mathematica 
Используем функции Minimize и Maximize (рис. 2.47). 
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Рис. 2.47 

Получим следующий результат (рис. 2.48). 

 
Рис. 2.48 

Опишем в Mathematica построение цилиндрической поверхности и 
плоскости (рис. 2.49). 

 
Рис. 2.49 

На рис. 2.50 изображена цилиндрическая поверхность и плоскость, на 
пересечении которых получается эллипс. 

 
Рис. 2.50 

Пример 2.5.3 
Определить наибольшее и наименьшее значения функции 

( ) 23 32, yxyxyxz +−=  в замкнутой области ( )0
2

,2,0:
2

≥=== xxyyxD . 

 
Решение 
1) Построим D  (рис. 2.51). 
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Рис. 2.51 

2) Найдем стационарные точки из системы уравнений:  





=
=

⇒






=+−=′
=−=′

0
,0

062
,023 2

y
x

yxz
yxz

y

x  или 










=

=

.
27
2

,
9
2

y

x
 

Получили две стационарные точки ( )0;0O  и 







27
2;

9
2

1M . Точка O  лежит 

на границе области, точка 1M  – внутри области D . 
Вычислим значения функции в точках O  и 1M : 

( ) ( ) 00;01 === zOzz , 

( ) =+−=





⋅+⋅⋅−






=






==

729
12

243
8

729
8

27
23

27
2

9
22

9
2

27
2;

9
2 23

12 zMzz   

005,0
729

4
−≈

−
= . 

3) Исследуем функцию ( )yxz ,  на границе области ,D  состоящей из 
отрезков ABOA,  и дуги OB . Кроме того, необходимо учесть и концы 
отрезков, и дуги, т. е. точки BAO ,, : 

а) На отрезке 0OA x = . 
Подставим 0=x  в 3 2 2: 0 2 0 3 3 , 0 2.z z y y y y= − ⋅ ⋅ + = ≤ ≤  Получили 

функцию одной переменной. 
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Попробуем найти стационарную точку на этом отрезке. Для этого найдем 
yz′  и приравняем к нулю: 006 =⇒==′ yyzy . Следовательно, получили точку 

( )0;0 . 
На концах отрезка OA  ( ) ( ) 122320202;0 23

3 =⋅+⋅⋅−=== zAzz . 
Значение функции в точке ( )0;0O  уже найдено: 01 =z . 
б) На отрезке 2AB y =  и 20 ≤≤ x . 
Тогда 1242322 323 +−=⋅+⋅−= xxxxz . Исследуем эту функцию одной 

переменной на наибольшее и наименьшее значения на отрезке  [ ]2;0 : 

( )
3

2043124 23 ±=⇒=−=
′

+−=′ xxxxz xx  и только [ ]2;0
3

2
∈±=x . 

Итак, 





 2;

3
2

2M  – стационарная точка и ( )
3

4 2
2
3

z z M  = = − 
 

 

222 2 3 2
3

− ⋅ ⋅ + ⋅
8 8 12

3 3 3
= − + =

16 16 312 12
93 3

= − = − . 

В точке B  ( ) ( ) 1212882322222;2 23
5 =+−=⋅+⋅⋅−=== zBzz . 

в) На дуге 
2

2
xOB y = , 20 ≤≤ x . 

Получим функцию одной переменной x : 

4
4

33
222

3

4
3

4
3

2
3

2
2 xxxxxxxxz =+−=








+⋅⋅−= . 

Найдем стационарную точку на этой дуге: 

[ ]2;003
4
3 34 ∈=⇒=

′






=′ xxxz xx . 

Следовательно, 0=y . Точка ( )0;0  совпадает с точкой ( )0;0O  и значение 
функции равно нулю. Значения функции на концах дуги OB  (в точках O  и B ) 
вычислены ранее. 

4) Сравнивая все найденные значения функции 54321 ,,,, zzzzz , делаем 
вывод, что в заданной области D  функция ( )yxz ,  принимает наименьшее 

значение 
729

4−  в точке 







27
2;

9
2

1M . Наибольшее значение, равное 12 , функция 

принимает в точках ( )2;0A  и ( )2;2B . 
Вычисления в Mathematica 

Зададим функцию и укажем область. Для определения наибольшего и 
наименьшего значения функции в указанной области воспользуемся 
функциями Minimize и Maximize (рис. 2.52). 
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Рис. 2.52 

Вычислим значения функции ( ) 23 32, yxyxyxz +−=  в точках 
пересечения графиков функций, ограничивающих область D (рис. 2.53).  

 
Рис. 2.53 

Изобразим часть поверхности, описываемой функцией 
( ) 23 32, yxyxyxz +−= , в указанной области (рис. 2.54). 

 
Рис. 2.54 

На поверхности также видны точки, соответствующие наибольшему и 
наименьшему значению функции (рис. 2.55). 
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Рис. 2.55 

 
Задания для самостоятельной работы 

1. Исследовать функции на экстремум: 
1) ( ) ( )22

, yxeyxz +−= ;   2) ( ) ( ) 225, yxyxyxz −−−= ; 
3) ( ) ( )22ln, yxxyyxz += ;  4) ( ) yxyxxyxz 524, 2 +−−= . 
2. Убедиться, что функция ( ) 2244 224, yxyxyxyxz −−+−=  имеет 

минимум в точках ( )2;2  и ( )2;2 −− . 
3. Исследовать функции ( )yxz ,  на условный экстремум при указанных 

условиях связи ( )φ , 0x y = : 
1) ( ) 2 2, 4 10 , 5 16 0;z x y x y x y= − + − =  
2) ( ) 2 2, 2 , 5;z x y x y x y= + + =  

3) ( ) 2,11, =++= yx
yx

yxz ; 

4) ( ) 72,204632, 22 =+−+−++= yxyxxyyxyxz . 
4. Найти наибольшее и наименьшее значения функции ( )yxzz ,=  в 

области D , ограниченной заданными линиями: 
1) ( ) 2 2, 2 4 , : 1 0, 3, 0;z x y x xy y x D x y x y= + − − − + = = =  
2) ( ), , : 1, 2, 2, 3;z x y xy x y D x x y y= + + ≥ ≤ ≥ ≤  

3) ( ) ( )2 2 2 2 2 2, 2 3 , : 4;xz x y e y x y D x y−= − ⋅ + + ≤  

4) ( )
2 2

, , : 0, 0, 1.
2 6 8 3 4
xy x y xy x yz x y D x y= − − ≥ ≥ + ≤  

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



73 

3. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ НЕСКОЛЬКИХ 
ПЕРЕМЕННЫХ 

 
3.1. Кратные интегралы 

Пример 3.1.1 

Вычислить двойной интеграл ( )∫∫ +
D

ydxdyx1
8
1 , где область D  ограничена 

параболой xy 22 =  и прямой 4−= xy . 
 
Решение 
Построим область 4,2: 2 −== xyxyD  (рис. 3.1). 

 
Рис. 3.1 

Область D  является правильной в направлении оси Ox  и оси Oy . 
Рассмотрим сначала область D  как правильную в направлении оси Oy  

(рис. 3.2). Би
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Рис. 3.2 

От двойного интеграла перейдем к повторному интегралу и вычисление 
начинается с вычисления внутреннего интеграла по переменной y : 

( ) ( ) ( )∫ ∫∫∫∫∫
−−

+⋅++⋅=+
8

2

2

4

2

2

2

0
1

8
11

8
11

8
1 x

x

x

xD
ydydxxydydxxydxdyx . 

Так как ( ) ( ) =









+=+

−−
∫∫∫ dxyxydyxdx

x

xx

x 2

222

0

2

2

2

0 2
1

8
11

8
1  

( )( ) 0221
8
1 2

0
=−+= ∫ dxxxx , 

то ( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ∫∫∫ =+









⋅=+⋅=+

−−

8

2

2

4

8

2

2

4
1

8
11

8
11

8
1 dxxydyydydxxydxdyx

x

x

x

xD
 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫ =+












 −
−⋅=+










⋅=

−

8

2

228

2 4

22
1

2
4

2
2

8
11

28
1 dxxxxdxxy

x

x
 

( ) ( )( )∫∫ =+−+−⋅⋅=+






 +−
−⋅=

8

2

2
8

2

2
11610

2
1

8
11

2
168

2
2

8
1 dxxxxdxxxxx  

( ) ( )∫∫ =−−+−⋅=−−++−−⋅=
8

2

23
8

2

232 1669
16
116161010

16
1 dxxxxdxxxxxx  

=







−⋅−−⋅= +

2

8

2

82

2

83

2

84
16

2
6

3
9

416
1 xxxx  
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( ) ( ) ( ) ( ) =





 −−−−−+−−⋅= 281628328328

4
1

16
1 223344  

( ) =−−+−⋅=





 ⋅−⋅−⋅+⋅−⋅= 9618015121020

16
161660350434080

4
1

16
1  

2
113

2
27216

16
1

==⋅= . 

Рассмотрим область D  как правильную в направлении оси Ox  (рис. 3.3). 

 
Рис. 3.3 

( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ∫∫∫
−

+

−

+

=
















+⋅=+⋅=+
4

2

4

2
1

4

2

4

2
1 22

1
8
11

8
11

8
1 ydydxxdxxydydxydxdyx

y

y

y

yD
 

( ) ( )∫∫
−−

+

=






























 +−++⋅⋅=
















+

⋅=
4

2

2
22

4

2
2

2

1

42

2
1141

2
1

8
1

2
1

8
1 ydyyyydyx

y

y

 

∫
−

=





 −−−++⋅=

4

2

422

4
112510

16
1 ydyyyyy  

=







⋅+⋅+

⋅
−⋅=






 ++−⋅=

−−−−
∫

2

42

2

43

2

464

2

25

2
24

3
10

6416
12410

4
1

16
1 yyyydyyyy  

( )( ) ( )( ) ( )( ) =





 −−+−−+−−−⋅= 223366 241224

3
1024

24
1

16
1  
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2
113

2
27216

16
1121272

3
104032

24
1

16
1

==⋅=





 ⋅+⋅+⋅−⋅= . 

Вычисления в Mathematica 
Вычисление данного интеграла можно выполнить несколькими способами. 

Можно воспользоваться функцией Integrate[f,{x,xmin,xmax},{y,ymin,ymax},...], 
указав пределы интегрирования для обеих переменных. 

Если область правильная в направлении оси ,Ox  то решение имеет 
следующий вид (рис. 3.4). 

 
Рис. 3.4 

Если область D  правильная в направлении оси ,Oy  то решение будет 
следующим (рис. 3.5). 

 
Рис. 3.5 

Если задать предварительно область интегрирования, то можно 
вычислить двойной интеграл без перехода к повторному (рис. 3.6). 

 
Рис. 3.6 

Повторный интеграл можно записать с помощью палитры инструментов 
(рис. 3.7). Би
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Рис. 3.7 

Пример 3.1.2 

Вычислить двойной интеграл ∫∫
D

dxdy
3
1  по области D : 04 22 =+− xyy , 

0,
3

,08 22 ===+− yxyxyy  с помощью перехода к полярным координатам. 

 
Решение 
Уравнение ( ) 22222 2204 =−+⇒=+− yxxyy  определяет окружность с 

центром в точке ( )2;0O  и радиусом 2=R . 
Второе уравнение 08 22 =+− xyy  также определяет окружность 
( ) 222 44 =−+ yx , центр в точке ( )4;0O  и 4=R . 

Область D  ограничена двумя окружностями ( )22 22 2 ,x y+ − =  

( ) 222 44 =−+ yx  и двумя прямыми 
3

xy = , 0=y  (рис. 3.8). 

 
Рис. 3.8 
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Запишем уравнение линий, ограничивающих область ,D  в полярных 
координатах. 

Воспользуемся формулами перехода от декартовых координат к 
полярным координатам ( )π≤ϕ≤≥ϕ=ϕ= 20,0sin,cos rryrx : 

1) ⇒=ϕ+ϕ−ϕ⇒=+− 0sinsin4cos04 222222 rrryyx  
( ) ϕ=⇒=ϕ−ϕ+ϕ⇒ sin40sin4sincos 222 rrr ; 
2) ⇒=ϕ+ϕ−ϕ⇒=+− 0sinsin8cos08 222222 rrryyx  

ϕ=⇒=ϕ−⇒ sin80sin82 rrr ; 
3) 00sin0sin0 =ϕ⇒=ϕ⇒=ϕ⇒= ry ; 

4) 
63

1tg
3

cossin
3

π
=ϕ⇒=ϕ⇒

ϕ
=ϕ⇒=

rrxy . 

Формула вычисления двойного интеграла в полярной системе координат 
имеет следующий вид: 

( ) ( )∫∫∫∫ ϕϕϕ=
ϕ

ϕ

2

1

2

1

sin,cos,
r

rD
rdrrrfddxdyyxf . 

В нашем случае ϕ=ϕ=
π

=ϕ=ϕ sin8,sin4,
6

,0 2121 rr . 

Итак,  

( ) =ϕϕ−ϕ=ϕ







=ϕ= ∫∫∫∫∫∫

ππ

ϕ

ϕϕ

ϕ

π

ddrrdrddxdy
D

6

0

22
6

0 sin4

sin82sin8

sin4

6

0
sin8sin32

3
1

23
1

3
1

3
1  

=















ϕ−⋅=

















ϕϕ−⋅⋅=ϕϕ⋅⋅=
ππ

ππ

∫∫
0

6

0

6
6

0

6

0

2 2sin
2
1442cos1

2
18sin24

3
1 dd 2 3

3
π − . 

Вычисления в Mathematica 
Проанализировав рис. 3.8 и воспользовавшись предварительными 

преобразованиями, выполненными выше, можем записать вычисление данного 
интеграла следующим образом (рис. 3.9). 

 
Рис. 3.9 

Пример 3.1.3 
Вычислить объем тела, ограниченного: 
1) поверхностями 0,2,0,3,0,4 ======++ yyxxzzyx ; 
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2) двумя параболоидами 22 yxz +=  и 221 yxz −−= . 
 
Решение 
1) Объем тела, ограниченного заданными поверхностями, вычисляется по 

формуле 
∫∫∫=
T

dxdydzV , где T  – ограниченная трехмерная область. 

В нашем случае T  – шестигранник (рис. 3.10).  

 
Рис. 3.10 

При вычислении двойного интеграла по области OABCD  необходимо 
разбить ее прямой BE , параллельной оси ,Ox  на две части (рис. 3.11). 

y 2
y x 4

y 2
O A

B

CD

E

1 2 3 4
x

1

2

3

4
y

 
Рис. 3.11 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



80 

Итак, 

( ) ( )∫∫ ∫∫∫∫ ∫∫∫∫ +−−=−−===
−−

DD

yx

T
dxyxdydxdyyxdzdxdydxdydzV

3

0

1

0

4

0
44  

( ) =







−−+








−−=−−+ ∫∫∫∫

−−−− 2

1 0

4

0

42

0

41

0 0

3

0

32

0

34

0

2

1 2
4

2
44 dyyxxxdyyxxxdxyxdy

yyyy

( ) ( ) ( ) =









−−

−
−−+






 −−= ∫∫

2

1

21

0
4

2
4443

2
912 dyyyyydyy  

( ) =







+−

+−
−−+−= ∫∫

2

1

2
21

0
4

2
816416315 dyyyyyydyy  

=+⋅−⋅−=







+−+⋅−= +∫

1

2

1

22

1

232

1

2

0

12

0
8

2
4

62
13

2
1584

22
3

1
2

15 yyydyyyyy  

( ) ( )
6
19

6
5586

6
76128122

6
1

6
26 22

33
==+−+=










−+−⋅−








−+= . 

2) Рассмотрим область, ограниченную параболоидами 22 yxz +=  и 
221 yxz −−=  (рис. 3.12). 

 
Рис. 3.12 

Проекцией области на плоскость Oxy  является круг (рис. 3.13). 
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Рис. 3.13 

Найдем радиус этого круга. 
Исследуем пересечение двух параболоидов. Так как 2 2 2,x y r+ =  то 

параболоид 22 yxz +=  запишем в виде 2rz = , а параболоид 221 yxz −−=  – 
21 rz −= . 

Для линии пересечения 

( )0
2
2

2
1121 2222 >=⇒=⇒=⇒−= rrrrrr . 

Вычислим объем данной области с помощью тройного интеграла в 
цилиндрических координатах ( )0 φ 2π≤ < : 

=













ϕ=ϕ=ϕ== ∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫

−π−π 2
2

0
2

212

0

12
2

0

2

0

2

2
drzrddzrdrddzrdrddxdydzV

r

rr

rTT
 

( ) ( ) =ϕ















−=−ϕ=−−ϕ= ∫∫∫∫∫

πππ 2

0 0

2

24

0

2

222
2

0

3
2

0

2
2

0

22
2

0 22
21 drrdrrrddrrrrd   

48
1

8
1

8
1

4
1

2
2

2
1

2
2
2

0

22

0

2

0

2

0

4

2

π
=ϕ=ϕ⋅=ϕ






 −=ϕ





























⋅−










=
ππππ

∫∫∫ ddd . 

Вычисления в Mathematica 
1) Опишем построение области, изображенной на рис. 3.10. Зададим 

область, ограниченную указанными плоскостями (рис. 3.14). 
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Рис. 3.14 

Добавим к рисунку поясняющие надписи (рис. 3.15). 

 
Рис. 3.15 

Результат работы программы изображен на рис. 3.10. 
Вычисление тройного интеграла в системе Mathematica приведено на 

рис. 3.16. 

 
Рис. 3.16 

2) Приведем описание построения области, изображенной на рис. 3.12. 
Зададим область (рис. 3.17). 

 
Рис. 3.17 

Добавим надписи (рис. 3.18). 
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Рис. 3.18 

Итог работы программы изображен на рис. 3.12. 
Найдем радиус линии пересечения параболоидов, предварительно 

перейдя к полярной системе координат (рис. 3.19). 

 
Рис. 3.19 

Вычислим тройной интеграл в Mathematica. В одном случае просто 
подставим значения, во втором – воспользуемся раннее полученными данными 
(рис. 3.20). 

 
Рис. 3.20 

 
Задания для самостоятельной работы  

1. Вычислить повторный интеграл: 

1) ∫∫
x

x

dy
y
xdx

1
2

23

1

2 ;   2) ∫∫
π 1

0

2

0

2cos ydyxdx ; 
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3) 
1 1

3
0 0 2 2 2

3

(1 )

ydydx

x y+ +
∫ ∫ ;   4) 

3 2 2

0 0
cos( )dx y xy dy

π

∫ ∫ . 

2. Вычислить двойной интеграл ( ), ,
D

f x y dxdy∫∫  где D  – область, 

ограниченная линиями: 
1) ( ) 1,,1,0:,2, 2 −≥≤≤≥+= xyxyyyDxyxyxf ; 
2) ( ) 4:,94, 2222 ≤+++= yxDyxyxf ; 
3) ( ) 044,0,0:,sin2cos, ≤π−+≥≥+= yxyxDyxyxf . 
3. Переходя к полярным координатам, вычислить двойной интеграл: 

1) 0,0,4,9:,4 2222
22 ≥≤≥+≤+

+
−

∫∫ yxyxyxDdxdy
yx
xy

D
; 

2) 0,1:,
1

2
22 ≥−≤
++∫∫ yxyD

yx
dxdy

D
. 

4. Вычислить площадь плоской фигуры, ограниченной линиями: 
1) 03,42 =++= yxxy ; 
2) 0733,01322 =−−=+−+ yxxyy . 
5. Вычислить тройной интеграл ( )∫∫∫

V
dxdydzzyxf ,,  по области V: 

1) ( ), , 2 3 ,f x y z x y z= + + V: 0 4, 0 2, 0 1x y z≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤  
2) ( ) ( )2, , sin ,f x y z x xy= π  V: 1, 2 , 0, 0, 4x y x y z z= = = = = π . 
6. Найти объем тела, ограниченного поверхностями: 

1) yzzyxyx −====
2
1,0,215,22 ; 

2) 0,0,0,077 ====−++ zyxzyx ; 
3) 222222 591,74,25,594 yxzxyxyyxz ++−=+−=−=++= ; 
4) 0,22,2,2,22 ===== zxxyyxzx . 

 
3.2. Криволинейные и поверхностные интегралы 

Пример 3.2.1 
Вычислить криволинейный интеграл I рода ( )∫ +

L
dlyx 21 , где L  – часть 

кривой 10,
2

,
2

≤≤== ttytx . 
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Решение 
Формула для вычисления криволинейного интеграла I рода по кривой L,  

заданной параметрическими уравнениями ( ) ( ) [ ], , α,β ,x x t y y t t= = ∈  имеет 

следующий вид: ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) dttytxtytxfdlyxf
L

22,, ′+′= ∫∫
β

α

. 

Найдем: ( ) 1=′=′ ttx , ( )
2 2
2 2
t ty t t

′
 

′ = = =  
 

, 

( )( ) ( )( ) dttdttytxdl 222 1+=′+′= , 
( ) ( )( ) )1(, 2tttytxf += . 

Подставляем эти результаты в формулу: 

( ) ( ) ( ) ( )
3 321 1 1

2 2 2 22 2

0 0 0

11 2 1 2 1 1 1 1
2 2L

tx y dl t t dt t t dt t d t
 

+ = + ⋅ + = + = + + =  
 

∫ ∫ ∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( )
5

2 52 5
21 2 2

0

11 1 11 1 1 0 4 2 152 5 5
2

t  +
 = = + − + = −
 
 

. 

Вычисления в Mathematica 
Изобразим кривую на графике (рис. 3.21). 

 
Рис. 3.21 
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Зададим начальные условия и вычислим криволинейный интеграл 
(рис. 3.22). 

 
Рис. 3.22 

Пример 3.2.2 
Вычислить криволинейный интеграл II рода ( ) ( )∫ −++

L
dyyxxdxxyy 223 22  

по дуге кривой 
2

2yx =  от точки ( )0;0A  до точки ( )2;2B . 

 
Решение 
Кривая L представляет собой параболу (рис. 3.23) и задана непрерывно 

дифференцируемой функцией  ( ) [ ] ydydyydxyyxx =







=∈==

2
,2,0

2
. 

 
Рис. 3.23 
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( ) ( ) =





















−⋅+








⋅+=−++ ∫∫

2

0

2
222

3
2

223

22
2

2
222 dyyyyydyyyydyyxxdxxyy

L

 

7
88

473
3

4
3

42
12

0

22

0

736
2

2

0

6
262 =









⋅
+=








+=








−+






 ⋅+= ∫∫

yydyyydyyyydyyy . 

Вычисления в Mathematica 
Преобразования, выполненные выше, можно оформить следующим 

образом (рис. 3.24). 

 
Рис. 3.24 

На рис. 3.25 приведено описание построения графика функции, 
изображенного на рис. 3.23. 

 
Рис. 3.25 
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Пример 3.2.3 
Вычислить поверхностный интеграл I рода 2( ) ,

S
x y ds+∫∫  где S – 

полусфера, задаваемая уравнением 221 yxz −−= . 
 
Решение 
Рассматриваемая поверхность S  задана в явном виде (рис. 3.26): 

221 yxz −−= , где ( ) Dyx ∈, , где D  – круг радиусом 1=R . 

 
Рис. 3.26 

Так как поверхность S  задана уравнением ( ) 221, yxyxzz −−== , то 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) =′+′+= ∫∫∫∫ dxdyyxzyxzyxzyxfdszyxf yx
DS

22 ,,1,,,,,  

( ) ( ) =






 ′
−−+







 ′
−−+⋅+= ∫∫ dxdyyxyxyx yx

D

2
22

2
222 111)(  

( ) dxd
yx

yxdxdy
yx

y
yx

xyx
DD
∫∫∫∫

−−

+
=

−−
+

−−
++=

22

2

22

2

22

2
2

111
1 . 

В полученном двойном интеграле перейдем к полярной системе 
координат: ϕ=π≤ϕ≤≤≤ϕ=ϕ= rdrddxdyrryrx ,20,10,sin,cos . 

Формула вычисления двойного интеграла в полярной системе координат 
имеет следующий вид: 

( ) =
−−

+∫∫ dxdy
yx

yx
D

22
2

1

1 ( )2 2
2

cos φ sin φ φ=
1D

rr r drd
r

+ ⋅
−

∫∫  

3 2 22 1

2 20 0

cos φ sin φφ
1 1

r rd dr
r r

π  
= + =  − − 
∫ ∫

3 2 22 1 1

2 20 0 0

cos φ sin φ φ
1 1

r rdr dr d
r r

π 
+ =  − − 

∫ ∫ ∫  
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=ϕ

































−

−−
−

































==
==

−=
−=
−=

=−

=−

= ∫∫
π

ddr
r

r

tr
tr
tdtrdr

tdtrdr
tr

tr

tr

1

0
2

2
22

22

2

2

0 1

11sin

0,1
,1,0
,

,22
,1

,1

,1

 

( )( )
=ϕ





















−
−

−

−
ϕ−

−−
ϕ−= ∫∫∫∫

π
d

r

drdr
r

r
t

tdtt 1

0
2

1

0
2

21

0

2
2

2

0 11

1sin1cos  

( ) =ϕ




















−
−−ϕ−−ϕ= ∫∫∫∫

π
d

r

drdrrdtt
1

0
2

1

0

2
1

0

22
2

0 1
1sin1cos  

=ϕ

















−+ϕ−








−ϕ= ∫

π
drtrtt

0

1

0

12

0

13

0

12
2

0
arcsin

2
11

2
sin

3
cos  

=ϕ













 π
−ϕ−






 −ϕ= ∫∫

ππ
d

2

0

2
2

0 4
sin

3
11cos

22 2

0 0

3 1 cos φ φ sin φ φ
2 2 4

d d
π π+ π

+ =∫ ∫  

=ϕϕ
π

+ϕϕ+ϕ⋅= ∫∫∫
πππ 2

0

2

0

2

0
sin

4
2cos

2
3

2
1 ddd ( )

2 22
0 0 0

1 1φ sin 2φ cosφ
3 2 4

π ππ  π
+ + − = 

 
 

( ) ( )
3

211
4

02
3
1 π

=+−
π

++π= . 

Вычисления в Mathematica 
Решение в декартовой системе координат (рис. 3.27). 

 
Рис. 3.27 

Решение в полярной системе координат (рис. 3.28). 
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Рис. 3.28 

 
Задания для самостоятельной работы 

1. Вычислить криволинейный интеграл I рода 2 ,
L

x ydl∫  где L  – отрезок 

прямой между точками ( )1;1A  и ( )2;3B . 
2. Вычислить криволинейный интеграл I рода 2 2( ) ,

L
x y dl+∫  где L  – дуга 

кривой 2(cos sin ), 2(sin cos ), 0 2x t t t y t t t t= + = − ≤ ≤ π . 
3. Вычислить криволинейный интеграл II рода 2 ,

L
xydx y dy+∫  где L  – дуга 

кривой 2, , 1 2x t y t t= = ≤ ≤ . 
4. Вычислить криволинейный интеграл II рода 2 3 ,

L
zdx x dy y dz+ +∫  где L  –

 дуга кривой 2 3, , , 0 1x t y t z t t= = = ≤ ≤ . 
5. Вычислить поверхностный интеграл I рода 2 2 2(7 3 3 ) ,

S
y x z ds− −∫∫  где 

S  – часть поверхности 2 2 ,y x z= +  вырезанная цилиндром 2 2 2x z x+ = . 
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4. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
 

4.1. Дифференциальные уравнения первого порядка 
Пример 4.1.1 
Выяснить, являются ли указанные функции, где С – произвольная 

константа, решением дифференциального уравнения первого порядка 
( )52ln +=′ xy , и проинтегрировать его: 

а) ( ) 5ln 2 5 ln(2 5) ;
2

y x x x x C= + − + + +  

б) ( ) )152)(ln25( −++−= xxСy . 
 
Решение 
Поскольку решение дифференциального уравнения есть функция, 

которая при подстановке в уравнение обращает его в тождество, выполним 
проверку непосредственной подстановкой. 

а) Находим производную: ( ) ),52ln())52ln(
2
552ln( +=′+++−+ xCxxxx  

тогда ( ) )52ln(
52

51
52

252ln +=
+

+−
+

++ x
xx

xx . 

Окончательно имеем ( )ln 2 5 ln(2 5).x x+ = +  Следовательно, функция 

( ) Cxxxxy +++−+= )52ln(
2
552ln  есть решение дифференциального 

уравнения ( )52ln +=′ xy . 
б) При подстановке функции ( ) )152)(ln25( −++−= xxСy  в уравнение 
( ),52ln +=′ xy  получим ( ) ),52ln())152)(ln25(( +=′−++− xxxС  откуда 

( ) )52ln(
52

2)25()152(ln2 +=
+

+−−+− x
x

xx . 

Окончательно имеем равенство ( )2ln 2 5 ln(2 5),x x− + = +  которое не 
является тождеством. Следовательно, функция ( ) )152)(ln25( −++−= xxСy  не 
является решением дифференциального уравнения ( )52ln +=′ xy . 

Найдем решение данного дифференциального уравнения путем его 
интегрирования. Уравнение имеет вид ( )xfy =′  и является дифференциальным 
уравнением первого порядка, разрешенным относительно производной. Его 
решением будет функция ( )∫ += dxxy 52ln . 

Для вычисления интеграла применим метод интегрирования по частям: 

( ) ( )( ) ,
52

252ln52ln
+

=′+=⇒+=
x
dxdxxdUxU  xVdxdV =⇒= . 

Тогда ( ) ( ) ( ) −+=
+

−+=+= ∫∫ 52ln
52

252ln52ln xxdx
x

xxxdxxy  
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( ) Cxxxxdx
x

+++−+=







+
−− ∫ )52ln(

2
552ln

52
51 . 

Полученная нами функция есть общее решение данного 
дифференциального уравнения первого порядка, содержащая одну 
произвольную постоянную С . 

Вычисления в Mathematica 
Решение заданий «а» и «б» примера 4.1.1 приведено на рис. 4.1 и 4.2 

соответственно. 

 
Рис. 4.1 

 
Рис. 4.2 

Для решения дифференциальных уравнений в Mathematica используется 
функция DSolve[]. Функция DSolve[eqn,y[x],х] решает дифференциальное 
уравнение eqn относительно функции у[х] с независимой переменной х. Также 
может использоваться формат функции DSolve[eqn,y,х] для отыскания 
неизвестной функции у, при этом найденное решение y можно применять в 
расчетах, подвергать преобразованиям как функцию от независимой 
переменной x. 

Результат выполнения DSolve[] представляет собой список, где 
неизвестной функции ставится в соответствие ее аналитическое представление. 
Постоянные интегрирования в решениях дифференциальных уравнений 
обозначаются С[i]. 

Возможности функции DSolve[] представлены в Меню Help→Wolfram 
Documentation→tutorial/DSolveOverview. 

Функция DSolve позволяет решать различные типы ОДУ первого и 
второго порядка, ОДУ высших порядков, линейные и нелинейные системы 
ОДУ, в том числе: уравнения с разделяющимися переменными, однородные 
уравнения, линейные уравнения первого порядка, уравнения Бернулли, 
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уравнения Риккати, уравнения Клеро, линейные уравнения с постоянными 
коэффициентами, уравнения в полных дифференциалах и др. 

Результат интегрирования дифференциального уравнения ( )52ln +=′ xy  
приведен на рис. 4.3. 

 
Рис. 4.3 

Заметим, что решение данного дифференциального уравнения, 
полученное в Mathematica, совпадает с найденным ранее с точностью до 
константы. 

Пример 4.1.2 
Найти однопараметрическое семейство интегральных кривых 

дифференциального уравнения 
25 x

xyy
−

=′  на интервале ( 2,8;2,8).−  Указать 

частное решение, соответствующее значению параметра 1=C . 
 
Решение 
Данное уравнение имеет вид ( ) ( )yNxMy =′  и относится к классу 

дифференциальных уравнений первого порядка с разделяющимися 
переменными. 

Учитывая, что 
dx
dyy =′ , можно записать уравнение в дифференциальной 

форме, после чего проинтегрировать. Тогда 
25 x

xy
dx
dy

−
= , а дифференциальная 

форма уравнения 
25 x

xdx
y

dy

−
= . 

Проинтегрировав обе части уравнения, будем иметь ∫∫
−

=
25 x

xdx
y

dy . 

Откуда ( ) ( )∫ −−−=
− 22

1
2 55

2
1ln xdxy  или .ln5ln 2 Cxy +−−=  Следовательно, 

однопараметрическое семейство интегральных кривых уравнения 
25 x

xyy
−

=′  

имеет вид 
25 ,xy Ce− −=  где параметр С  есть некоторое действительное 

положительное число. 
Вычисления в Mathematica 

Аналитическое решение примера 4.1.2 представлено на рис. 4.4. 
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Рис. 4.4 

Для визуализации некоторые интегральные кривые данного 
дифференциального уравнения были построены в Mathematica при помощи 
функции Plot (рис. 4.5). 

 
Рис. 4.5 

При 1=C  получим функцию 
25 ,xy e− −=  являющуюся частным 

решением данного дифференциального уравнения (рис. 4.6). 

 
Рис. 4.6 
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Пример 4.1.3 

Решить задачу Коши 
xy

yxy
3

22 +
=′ , 6)8( =y . 

 
Решение 
Данное дифференциальное уравнение после преобразования правой части 

принимает вид 





=′

x
yfy  и является однородным дифференциальным 

уравнением первого порядка. Действительно, 
2 2

,
3 3
x yy
xy xy

′ = +  а значит, 

x
y

y
xy

33
+=′ . Для его интегрирования выполним подстановку ( )

x
yxU = , тогда 

xUy = , ( ) .UxUxUy ′+=′=′  После чего получим уравнение с разделяющимися 

переменными ,
3
1

3
1 U
U

UxU +=′+  которое эквивалентно уравнению 

2
3 .

1 2
U dxdU

xU
=

−
 

Проинтегрируем полученное уравнение: 2
3 ,

1 2
U dxdU

xU
=

−
∫ ∫  

( )2

2

1 23 ,
4 1 2

d U dx
xU

−
− =

−
∫ ∫  23 ln 1 2 ln ln ,

4
U x C− − = +  2 4 4ln 1 2 ln ln ,

3 3
U x C− = − −  

4
2 3

1ln 1 2 ln ln ,U x C
−

− = +  
4

2 3
11 2 .U C x

−
− =  Откуда 

42
3

121 2 ,y C x
x

−
− =  тогда общий 

интеграл данного уравнения будет равен 02 3
2

1
22 =−− xCyx , а общее решение 

22
3

1 .
2
xy C x= ± −  

Для нахождения частного решения используем начальное условие 
6)8( =y  и найдем соответствующее ему значение константы С1: 

3
2

1

2
8

2
86 C−= , тогда 1 1.C = −  Таким образом, 3

22

2
xxy += . 

Вычисления в Mathematica 
Найдем общее решение дифференциального уравнения с помощью 

функции DSolve (рис. 4.7). 
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Рис. 4.7 

Для решения задачи Коши воспользуемся функцией DSolve[{eqn,y[a]= 
=b},y[x],х], где y[a] = b есть начальное (граничное) условие (рис. 4.8). 

 
Рис. 4.8 

 
Задания для самостоятельной работы 

1. Решить дифференциальное уравнение первого порядка относительно 
функции y  с переменной x: 

1)
4

1arcsin 2 +
+

−=′
x
xxy ;    2) 05cos4 =−′ xyy ; 

3) ( ) ( )1 1 0x xe e dy y y dx−+ − + + − = . 
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2. Решить задачу Коши 
2 3

2 , (2) 2.
3

xy yy y
x y
−′ = = −  Построить график 

частного решения в системе Mathematica. 
3. Найти общее решение вида ),( Cyxx = дифференциального уравнения 

22 xexx y=+′ . 
4. Найти семейство интегральных кривых дифференциального уравнения 

( ) ( ) 03642 =−+++− dxxydyxy . 
5. В Mathematica найти численное решение дифференциального 

уравнения ( )4cos −=′ yxx  с начальным условием (0) 10x =  на отрезке [0;30] . 
 

4.2. Дифференциальные уравнения высших порядков 
Пример 4.2.1 
Найти общее решение дифференциального уравнения третьего порядка 

3
5 712

x
exy x −+−=′′′ . 

 
Решение 
Данное дифференциальное уравнение разрешено относительно старшей 

производной, поэтому найдем его решение последовательным 
интегрированием: 

5 2 5
13 2

7 1 14( 12 ) 6 ,
5

x xy x e dx x е C
x x

′′ = − + − = − + + +∫

2 5 3 5
1 1 22

1 14 1 14( 6 ) 2 ,
5 25

x xy x е C dx x e C x C
xx

′ = − + + + = − + − + +∫

32

2

1

54

21
53

2
ln14

1252
)14

25
12( CxCxCxexdxCxC

x
exy

x
x +++−+−=++−+−= ∫ . 

Таким образом, общее решение данного уравнения есть функция 

,
2

ln14
1252 32

2

1

54
CxCxCxexy

x
+++−+−=  где 1 2 3, ,С С С – некоторые 

произвольные константы. 
Вычисления в Mathematica 

Решение примера 4.2.1 приведено на рис. 4.9. 

 
Рис. 4.9 
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Пример 4.2.2 
Проинтегрировать дифференциальное уравнение ( )33 −=′+′′ − xeyxy x  с 

начальными условиями ( ) 10,1)0( ==′ yy . 
 
Решение 
Данное дифференциальное уравнение является дифференциальным 

уравнением второго порядка и не содержит искомую функцию y. После 
введения замены ( )y z x′ =  оно преобразуется в линейное дифференциальное 
уравнение первого порядка ( )33 −=+′ − xexzz x  с начальным условием 1)0( =z . 
Будем искать его решение методом Бернулли в виде произведения двух 
неизвестных функций: ( ) ( )xVxUz ⋅= , тогда .z U V U V′ ′= ⋅ + ⋅  Найдем функцию ,V  
такую, чтобы 0=⋅+′ VxV , тогда функция U  будет найдена в результате 

интегрирования уравнения ( )3 3 .xU V e x−′ ⋅ = −  Итак, ,dV x V
dx

= − ⋅  откуда 

xdx
V
dV

−= , ∫∫ −= xdx
V
dV , 

2
ln

2xV −= , 
2

2 .
x

V e
−

=  

В свою очередь, ( ),332

2

−=′ −−
xeeU x

x

 ( ),3
3

2

2

−=
−

xe
dx
dU xx

 

( ) ,3
3

2

2

dxexdU
xx

−

∫∫ −=  значит, 1
3

2
23

2

22

3
2

CexxdeU
xxxx

+=







−=

−−

∫ . 

Тогда .2
1

32
1

3
2

222 x
x

xxx

eCeeCeVUz
−−−−

+=⋅













+=⋅=  

С учетом начального условия найдем константу С1: 

1 1
0,

1 1 0.
1

x
C C

z
=

⇒ = + ⇒ = =
 Таким образом, 3 ,xz e−=  тогда 3 ,xy e−′ =  

2
33

3
1 Cedxey xx

+−== −−
∫ . Исходя из условия 0

3
10

0
,0

22 =⇒+−=⇒




=
=

CC
y
x

. 

Тогда искомая функция (частное решение) 31 1 .
3 3

xy e−= −  

Вычисления в Mathematica 
Решение примера 4.2.2 приведено на рис. 4.10. 

 
Рис. 4.10 
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Пример 4.2.3 
Проинтегрировать нелинейное дифференциальное уравнение 

0cossin =−+′′ xyyy . 
 
Решение 
Заметим, что данное дифференциальное уравнение относится к 

нелинейным дифференциальным уравнениям второго порядка и не имеет 
аналитического решения. 

Однако с заданной точностью его можно решить с помощью численных 
методов. Для численного решения дифференциальных уравнений используется 
функция NDSolve: 

– NDSolve [eqns, у, {x, xmin, xmax}] – ищет численное решение 
дифференциальных уравнений eqns относительно функции у независимой 
переменной х в интервале от xmin до xmax; 

– NDSolve [eqns, {yl, y2, ...}, {x, xmin, xmax}] – ищет численные решения 
относительно функций yi. 

Вычисления в Mathematica 
Пример 4.2.3 решим численно в Mathematica и построим график 

полученного решения (рис. 4.11). 

 
Рис. 4.11 

 
Задания для самостоятельной работы 

1. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

1) 
x

xyy 2cos
sin

=′+′′ ; 
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2) 02tg =+′−′′ yxyy ; 
3) ( ) 0212 =′−′′+ yyxx ; 

4) ( )21,510 3 2 sin3 5cos3
2

x xy y y xe x x−′′ ′+ + = + + ; 

5) xx
e

eyy x

x
cos4sin2

1
−+

+
=′−′′ ; 

6) x
x

e
x

eyyy −+=+′+′′ 62 ; 

7) ( ) 





 +−+=−′+′′ − 5

2cos113274 12
xx

e
yyy x . 

2. Найти частное решение дифференциального уравнения: 
1) ( ) ( ) ( ) 40,20,00,0 =′′=′==′−′′′ yyyyy ; 

2) ( ) ( ) ( ) 21,11,01,ln3
2 =′′=′==′′′ yyy

x
xy ; 

3) 0
3

,
3

43
3

,0
3

,2sinsin4 =





 π′′π

−=





 π′=






 π=′′′⋅ yyyxyx . 

3. В Mathematica численно решить дифференциальное уравнение 
4)1(,9)1(),ln()( =′==′′ xxxyyx  на отрезке [0;6] . Построить график полученного 

решения. 
 

4.3. Системы дифференциальных уравнений 
Пример 4.3.1 
Найти общее решение линейной однородной системы двух 

дифференциальных уравнений первого порядка.  










=

−=

.

,

x
dt
dy

y
dt
dx

 

Указать частное решение системы, удовлетворяющее начальным 
условиям 1)0(,0)0( == yx . 

 
Решение 
Общим решением линейной системы двух дифференциальных уравнений 

первого порядка будет совокупность двух функций x = x(t, С1, С2), 
y = y(t, С1, С2), которые определены в некоторой области изменения 
переменных t, С1, С2 (С1, С2 – произвольные константы) и обращают каждое из 
данных дифференциальных уравнений в тождество. 
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Обозначим y
dt
dyx

dt
dx ′=′= , . Будем решать данную однороднуют систему 

двух дифференциальных уравнений первого порядка методом исключения. Для 
чего продифференцируем по t первое уравнение системы и подставим вместо 
y′его выражение из второго уравнения: 

xyx −=′−=′′ . 
Получим линейное однородное дифференциальное уравнение второго 

порядка с постоянными коэффициентами: 0=+′′ xx . 
Его характеристическое уравнение имеет вид 2 1 0.λ + =  Откуда ,1 i=λ  
i−=λ2 . 
Общим решением уравнения 0=+′′ xx  будет функция 

tCtCx sincos 21 += . 
Для того чтобы найти функцию y, продифференцируем функцию )(tx  по t 

и подставим 
dt
dx  в первое уравнение системы: 

1 2 1 2( cos sin ) sin cos .y C t C t C t C t′= − + = −  
Таким образом, общее решение данной системы 

tCtCx sincos 21 += , 1 2sin cos .y C t C t= −  
Подставим начальные условия (0) 0, (0) 1x y= =  в общее решение и 

найдем константы С1, С2, соответствующие частному решению: 1 21, 0.С С= =  
Тогда частное решение имеет вид cos , sin .x t y t= =  

Вычисления в Mathematica 
Для решения системы дифференциальных уравнений в Mathematica 

используется функция DSolve[{egn1,egn2,…},{y1[t],y2[t],…},t], которая решает 
систему дифференциальных уравнений {egn1,egn2,…} относительно 
неизвестных функций {y1[t],y2[t],…} с независимой переменной t (рис. 4.12). 

 
Рис. 4.12 

Функция DSolve[] позволяет решать системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений, матрица коэффициентов которых имеет как 
вещественные, так и комплексные корни, а также однородные системы 
дифференциальных уравнений любого порядка. 
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Задания для самостоятельной работы 
1. Решить систему дифференциальных уравнений: 

1)
cos ,

1 ;

dx y t
dt
dy x
dt

 = +

 = −


  2) 
2

5 ,

3 ;

t

t

dx x y e
dt
dy y x e
dt

 + + =

 + = +


  3) 
cos ,

sin .

dx y t
dt
dy t x
dt

 + =

 = −


 

2. Найти решения системы дифференциальных уравнений, 
удовлетворяющих заданным начальным условиям: 

5 3 ,

5 ,

t

t

dx x y e
dt
dy y x e
dt

−

 = − +

 = + +


 1)0(,1)0( −== yx . 
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5. РЯДЫ 
 

5.1. Числовые ряды 
Пример 5.1.1  

Найти сумму ряда .
1

∑
∞

=n
n  

 
Решение 

Частичная сумма ряда .
2

)1(...21 +
=+++=

nnnSn  Так как ,lim ∞=
∞→

nn
S  то 

ряд расходится.  
Вычисления в Mathematica 

Для вычисления суммы ряда ∑
∞

=1n
f  используется функция 

Sum[f, {n, 1, Infinity}] (рис. 5.1). 

 
Рис. 5.1 

Сообщение Sum does not converge свидетельствует о том, что данный ряд 
расходится. 

Пример 5.1.2  

Найти сумму ряда .
65

4
1

2∑
∞

= ++n nn
 

 
Решение 

Частичная сумма ряда .
65

4...
15
2

5
1

3
1

2 ++
++++=

nn
Sn  Общий член ряда 

65
4

2 ++
=

nn
un  разложим на сумму простейших дробей: 

;
)3)(2(

)2()3(
32)2)(3(

4
65

4
2 ++

+++
=

+
+

+
=

++
=

++
=

nn
nBnA

n
B

n
A

nnnn
un  

( ) ;663048)2(''' 2 −=+=− −xf  
Полагая, что ,3−=n  найдем .4−=B  Считая, что ,2−=n  получим .4=A  

Следовательно, .
3

1
2

14 







+
−

+
=

nn
un  
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Тогда частичная сумма будет равна 
=+++= nn uuuS ...21  

1 1 1 1 1 1 1 1 1 14 ... 4 .
3 4 4 5 1 2 2 3 3 3n n n n n

   = − + − + + − + − = −   + + + + +   
 

Так как ,
3
4lim =

∞→
nn

S  то ряд сходится и его сумма равна 
3
4 .  

Вычисления в Mathematica 
Для вычисления суммы ряда воспользуемся функцией Sum (рис. 5.2). 

 
Рис. 5.2 

Пример 5.1.3  

Исследовать ряд ∑
∞

=

α

1

2

3
)(sin

n
n
n  на сходимость. 

 
Решение 

Имеет место неравенство .
3
1

3
)(sin0

2

nn
n

≤
α

≤  Исследуем ряд ∑
∞

=13
1

n
n  на 

сходимость. Так как ,1
3
1

3
1lim <=

∞→
n

nn
 то по признаку Коши ряд ∑

∞

=13
1

n
n  сходится. 

Следовательно, по признаку сравнения ряд ∑
∞

=

α

1

2

3
)(sin

n
n
n  будет сходиться при 

любом вещественном α .  
Вычисления в Mathematica 

Для исследования ряда ∑
∞

=1n
f  на сходимость используется функция 

SumConverge[f,n] (рис. 5.3). Данная функция возвращает условия, при которых 

ряд ∑
∞

=1n
f  сходится. 

 
Рис. 5.3 

Условие )Re(α=α  выполняется при любом вещественном .α  
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Пример 5.1.4 

Исследовать ряд ∑
∞

=








+
+

1 1
11ln

n n
 на сходимость. 

 
Решение 

Имеет место неравенство .
1

1
1

11ln
+

>







+
+

nn
 Так как при ∞→n  

выполняется 
nn
1~

1
1
+

 и ряд ∑
∞

=1

1
n n

 расходится, то ряд ∑
∞

= +1 1
1

n n
 также расходится. 

Тогда в соответствии с признаком сравнения, ∑
∞

=








+
+

1 1
11ln

n n
 ряд также будет 

расходиться. 
Вычисления в Mathematica 

Функция SumConvergence для рассматриваемого ряда возвращает 
значение False (рис. 5.4). Значит, данный ряд является расходящимся. 

 
Рис. 5.4 

Пример 5.1.5 

Исследовать на сходимость ряд ∑
∞

= −1 )13(4
3

n
n n

n . 

 
Решение 

Пусть .
)13(4

3
−

=
n
na nn   

Так как ,1
4
3

)24(4
123lim

3)1)1(3(4
)13(4)1(3limlim 2

2

1
1 <=

+
−+

=
−+
−+

=
∞→+∞→

+

∞→ nn
nn

nn
nn

a
a

nn

n

nn

n
n

 то 

исходный ряд сходится по признаку Д’Аламбера.  
Вычисления в Mathematica 

Функция SumConvergence для рассматриваемого ряда возвращает 
значение True (рис. 5.5). Значит, данный ряд является сходящимся. 

 
Рис. 5.5 
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Пример 5.1.6  

Исследовать на сходимость ряд ∑
∞

=

−

1
.)1(

n

n

n
 

 
Решение 
Ряд является знакочередующимся. Поэтому необходимо исследовать его 

на абсолютную и условную сходимости. 

Так как 0)1(lim =
−

∞→ n

n

n
 и члены ряда монотонно убывают по абсолютной 

величине, то по признаку Лейбница ряд сходится. Так как ряд 

∑∑
∞

=

∞

=
=

−

11

1)1(
nn

n

nn
, являясь обобщенно-гармоническим рядом, расходится, то 

исходный ряд сходится условно. 
Вычисления в Mathematica 

Исследуем на сходимость ряд, составленный из модулей (рис. 5.6). 

 
Рис. 5.6 

Так как функция SumConvergence для ряда ∑
∞

=

−

1

)1(
n

n

n
 возвращает 

значение False (рис. 5.7), то абсолютной сходимости нет.  

 
Рис. 5.7 

Так как функция SumConvergence для ряда ∑
∞

=

−

1

)1(
n

n

n
 возвращает 

значение True, то исходный ряд сходится условно. 
Пример 5.1.7 

Найти ∑
∞

= +

−
=

1
3 1

)1(
n

n

n
S с точностью до 0,01.  

 
Решение 

Очевидно, ряд сходится по признаку Лейбница и 5
1| | 0,01

126
a = < . Тогда 

1 1 1 1 0,41
2 9 28 65

S ≈ − + − + ≈ − . 
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Вычисления в Mathematica 

Для вычисления приближенной суммы ряда ∑
∞

=1n
f  используется функция 

NSum[f,{n, 1, Infinity}] (рис. 5.8). 

 
Рис. 5.8 

 
Задания для самостоятельной работы 

1. Найти сумму ряда: 

1) ;
15

35
1
∑
∞

=

−

n
n

nn
 2) ∑

∞

= ++1
.

)43)(13(
1

n nn
 

2. Исследовать ряд на сходимость: 

1) ;)!2(3
1

5∑
∞

=

+

n

n

n
n  2) ;

)!1(5
17

1
∑
∞

= +

−

n
n n

n  3) ;
12

1)1(
1

1∑
∞

=

+

−
−

n

n

n
 4) .

)!23(
1)1(

1

1∑
∞

=

−

−
−

n

n

n
 

 
5.2. Степенные ряды 

Пример 5.2.1 
Найти радиус сходимости, интервал сходимости и область сходимости 

ряда ∑
∞

= +
−

1 15
)3(

n
n

n

n
x .  

 
Решение 

Пусть .
15

)3(
+

−
=

n
xa n

n

n  Тогда 

.
5

3
25

1)3(lim
15

)3(:
25

)3(limlim 1

1
1 −

=
+

+−
=

+

−

+

−
=

∞→+

+

∞→

+

∞→

x
n

nx
n

x
n

x
a

a
nn

n

n

n

nn

n
n

  

Применяя признак Д’Аламбера, получаем, что при ,1
5

3
<

−x  т. е. при 

53 <−x  ряд сходится. Значит, радиус сходимости равен 5. Решая неравенство 
53 <−x  относительно ,x  найдем, что )8;2(−∈x  – интервал сходимости. 

Исследуем сходимость в точках 2−=x  и 8=x .  

При 8=x  исходный ряд перепишется в виде 
1

1 .
1n n

∞

=
∑

+
 Так как 

nn
1~

1
1
+

 при ∞→n  и ряд ∑
∞

=1

1
n n

 расходится, являясь обобщенно 

гармоническим рядом, то ряд ∑
∞

= +1 1
1

n n
 также расходится.  
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При 2−=x  исходный ряд перепишется в виде 
1

( 1) .
1

n

n n

∞

=

−
+

∑  Это 

знакочередующийся ряд, который будет сходиться условно по признаку 
Лейбница.  

Таким образом, )8;2[−  – область сходимости исходного ряда. 
Вычисления в Mathematica 

Функция SumConvergence[f,n] возвращает условия, которым должна 
удовлетворять переменная x  для того, чтобы исходный ряд сходился (рис. 5.9).  

 
Рис. 5.9 

Из условия 53 <−x  следует, что радиус сходимости равен 5, )8;2(−  – 
интервал сходимости. Так как при 2−=x  ряд также сходится, то )8;2[−  – 
область сходимости. 

Пример 5.2.2 

Найти сумму ряда ∑
∞

=

+

+
−

0

12

12
)1(

n

n
n

n
x . 

 
Решение 

Рассмотрим ряд ,)1()1(1
0

22642 ∑
∞

=
−=+−++−+−

n

nnnn xxxxx   

составленный из производных членов исходного ряда. Так как это 

геометрическая прогрессия, то его сумма 1||,
1

1
2 <

+
= x

x
S . Так как члены ряда 

2 2| | ,n nx q≤  а числовой ряд 2

0
,n

n
q

∞

=
∑  его мажорирующий, сходится при 0 1,q< <  

то ряд −+− 421 xx  можно почленно проинтегрировать. В результате 
получим 

12
)1(

53
)1(

1
arctg

1253

0

642

0
2 +

−
+−+−=+−+−=

+
=

+

∫∫ n
xxxxdtttt

t
dtx

nnxx
 , причем 

1|| <x . 
Вычисления в Mathematica 

Для решения воспользуемся функцией Sum (рис. 5.10). 

 
Рис. 5.10 
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Задание для самостоятельной работы 
Найти область сходимости ряда: 

1) ;
2

)2(
1
∑
∞

=

−

n
n

nx  2) ;)8(
1

2∑
∞

=

+

n

n

n
x  3) .!

1
3∑

∞

=
+

n
nx
n  

 
5.3. Ряды Тейлора 

Пример 5.3.1 
Разложить по степеням разности 2+x  функцию .1252)( 34 +−+= xxxxf  
 
Решение 

Рядом Тейлора для функции )(xf  называется ряд .)(
!

)(

0
0

0
)(

∑
∞

=
−

n

n
n

xx
n

xf
 В 

нашем случае .20 −=x  Вычислим значения производных функции f(x):  
;3)2( −=−f  ( ) ;62158)2('

2
23 −=−+=−

−
xxf   

( ) ;363024)2(''
2

2 =+=−
−

xxf  ( ) ;663048)2(''' 2 −=+=− −xf  .48)2()4( =−f  

Производные функции )(xf  более высоких порядков равны нулю. 
Следовательно, .)4(2)2(11)2(18)2(63)( 432 +++−+++−−= xxxxxf  

Вычисления в Mathematica 
Функция Series[f,{x,x0,n}] возвращает разложение функции )(xf  в 

степенной ряд в окрестности точки 0x  до слагаемых, содержащих nxx )( 0−  
включительно. Отброшенные слагаемые обозначены символом .)( 1

0
+− nxx  Для 

записи разложения в нормальной форме используется функция Normal[] 
(рис. 5.11).  

 
Рис. 5.11 

Коэффициенты разложения )(xf  в ряд Тейлора в окрестности точки  
0x  можно получить при помощи функции SeriesCoefficient[f,{x,x0,n}]  

(рис. 5.12). 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



110 

 
Рис. 5.12 

Пример 5.3.2 
Разложить функцию xe 2−  в ряд Маклорена. 
 
Решение 
Воспользуемся разложением в ряд Маклорена функции ( ) tf t e= :  

2
1 ... ... .

1! 2! !

n
t t t te

n
= + + + + +  

Это разложение справедливо при любом вещественном .t  
Подставляя вместо  t  выражение – 2x, получим 

2
2 2 4 21 ... ( 1) ... .

1! 2! !

n n
x nx x xe

n
− = − + + + − +   

Вычисления в Mathematica 
Для решения задачи используем те же функции, что и в предыдущем 

примере. Разложение проведем до слагаемых, содержащих 5x  (рис. 5.13). 

 
Рис. 5.13 

Найдем коэффициенты разложения (рис. 5.14). 

 
Рис. 5.14 

Пример 5.3.3 
Вычислить 3 130  с точностью до 0,001.  
 
 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



111 

Решение 
Преобразуем:  

1
3 33 33 1130 5 5 5 1 5(1 0,04) .

25
= + = + = +  

Воспользуемся разложением в ряд Маклорена функции α+ )1( x : 
2( 1) ( 1) ( 1)(1 ) 1 ...

2! !
nnx x x x

n
α α α − α α − α − +

+ = + α + + + +


 . 

Тогда 3

1 1 1 2 51
1 3 3 3 3 3130 5 1 0,04 0,0016 0,000064
3 2! 3!

     − − −          = + + + + =
 
 
 

  

1 1 55 0,2 0,008 0,00032 5 0,0667 0,0009
3 9 81

= + ⋅ − + − ≈ + − +  

0,000019753... 5 0,0667 0,0009 5,066.+ ≈ + − =  
Так как полученный ряд является знакочередующимся и его четвертый 

член 0,000019753 0,001,<  то для нахождения приближенного значения с 
заданной точностью в выписанном разложении можно отбросить все 
слагаемые, начиная с четвертого. 

Вычисления в Mathematica 
Для нахождения приближенного значения выражения expr используется 

функция N[expr]. Для получения значения выражения expr с точностью до n 
цифр после запятой используется функция N[expr, n] (рис. 5.15). 

 
Рис. 5.15 

Пример 5.3.4 

Вычислить ∫
−2

1

0
2

cos1 dx
x

x  с точностью до 0,0001.  

 
Решение 
Заменим в подынтегральном выражении xcos  его рядом. Получим 
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=







−+−=

−+−+−
=

−
∫∫∫
2
1

0

422
1

0
2

642

2
1

0
2 !6!4!2

1!6!4!2
11cos1 dxxxdx

x

xxx

dx
x

x




 

≈−
⋅⋅

+
⋅⋅

−
⋅

=







−

⋅
+

⋅
−=  53

2/1

0

53

25!6
1

23!4
1

2!2
1

5!63!4!2
1 xxx 0,25 0,0017 0,2483.− =  

Так как 6
5

1 8,680 10 0,0001,
6! 5 2

−≈ ⋅ <
⋅ ⋅

 то все слагаемые, начиная с 

третьего, можно отбросить. 
Вычисления в Mathematica 

Решение примера 5.3.4 приведено на рис. 5.16. 

 
Рис. 5.16 

Пример 5.3.5 
Найти четыре первых (отличных от нуля) члена разложения решения 

дифференциального уравнения 2'' ,z x z= +  (0) 0,z =  '(0) 1z = . 
 
Решение 
Будем искать решение в виде ряда Тейлора. Дифференцируя уравнение, 

имеем 
''' 1 2 ',z zz= +  IV 22 '' 2 ' ,z zz z= +  V 2 ''' 6 ' '',z zz z z= +  VI IV 22 8 ' ''' 6 ''z zz z z z= + +  

и т. д. 
При 0=x  получаем 

0)0( =z , 1)0(' =z , 0)0('' =z , 1)0(''' =z , IV (0) 2z = , V (0) 0z = , VI (0) 8z = . 
Тогда решение имеет вид 

3 4 6 3 4 62 8 ... ... .
1! 3! 4! 6! 6 12 90
x x x x x x xz x= + + + + = + + + +  

Вычисления в Mathematica 
Определим представление для искомой функции в виде ряда Маклорена 

до слагаемых, содержащих x6 включительно (рис. 5.17).  

 
Рис. 5.17 
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Перенесем все слагаемые в исходном уравнении в левую часть: 
.0'' 2 =−− zxz  Для представления этого уравнения зададим чистую функцию 

(pure function) (рис. 5.18). 

 
Рис. 5.18 

Символ & означает конец чистой функции. Знак # означает позицию 
аргумента. В случае когда аргументов несколько, их позиции обозначаются #1, 
#2 и т. д. При вычислении значения чистой функции вместо # (или #1, #2) 
подставляются ее аргументы. 

В нашем случае при вызове oper[zf] вместо # будет подставлено 
выражение для zf, а затем будут произведены вычисления. В результате будет 
получена левая часть заданного дифференциального уравнения, в котором 
функция z  заменена ее представлением в виде ряда (рис. 5.19).  

 
Рис. 5.19 

Также определим начальные условия. Для вычисления значения функции 
в точке 0 используем оператор /. (рис. 5.20).  

 
Рис. 5.20 

Для объединения исходного уравнения и начальных условий в один 
список используем функцию Join. Функция SolveAlways[eqns, vars] 
используется для подбора таких параметров, чтобы уравнения eqns были 
верными тождествами при любых значениях переменных vars. В нашем случае 
величины ]0[],0[],0['''],0[''],0['],0[ )5()4( zzzzzz  нужно подобрать так, чтобы 
система уравнений, составленная из исходного уравнения и начальных 
условий, была верным тождеством при любых значениях переменной x 
(рис. 5.21). 

 
Рис. 5.21 
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Для того чтобы записать решение, нужно в переменнную zf подставить 
найденные значения для ]0[],0[],0['''],0[''],0['],0[ )5()4( zzzzzz  (рис. 5.22). 

 
Рис. 5.22 

Можно записать найденное решение в нормальной форме (рис. 5.23).  

 
Рис. 5.23 

 
Задания для самостоятельной работы 

1. Разложить функцию в ряд Маклорена: 
1) ;cos)( xxxf =  2) .)(

4xexf −=  
2. Разложить функцию в ряд Тейлора в окрестности заданной точки 0x : 

1) ;2,
45

1)( 02 −=
+−

= x
xx

xf  2) .1),56ln()( 0 =+= xxxf  

3. Найти разложение в степенной ряд по степеням x решения 
дифференциального уравнения (записать четыре первых, отличных от нуля, 
члена этого разложения): 

1) ;2)0(,' 2 =+= yyxy  2) .0)0(,sin4' =+= yxyxy  
 

5.4. Ряды Фурье 
Пример 5.4.1 
Доказать, что система функций 1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, …, cos nx, 

sin nx, … ортогональна на отрезке ].,[ ππ−  
 
Решение 
Для доказательства нужно проверить, что скалярное произведение любых 

двух функций из этого набора равно нулю. 
Напомним, что скалярным произведением функций )(xf  и ( ),g x  

заданных на отрезке ],,[ ba  называется величина, обозначаемая ))(),(( xgxf  и 

равная ∫
b

a
dxxgxf )()( .  

Последовательно находим:  
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;0|sin1cos1,0|cos1sin1)sin,1( ==⋅=−=⋅= π
π−

π

π−

π
π−

π

π−
∫∫ nx

n
dxnxnx

n
dxnxnx  

[ ]




=π
≠

=++−=⋅= ∫∫
π

π−

π

π− ;,
,,0

)cos()cos(
2
1coscos)cos,(cos

nm
nm

dxxnmxnmdxnxmxnxmx  

[ ] ;,,0)sin()sin(
2
1sincos)sin,(cos nmdxxnmxnmdxnxmxnxmx ∀=−−+=⋅= ∫∫

π

π−

π

π−

 

[ ]




=π
≠

=+−−=⋅= ∫∫
π

π−

π

π− .,
,,0

)cos()cos(
2
1sinsin)sin,(sin

nm
nm

dxxnmxnmdxnxmxnxmx  

Вычисления в Mathematica 
Функция Integrate[f,{x,xmin, xmax}] используется для вычисления значения 

.)(
max

min
∫

x

x
dxxf  Функция Assuming[assump, expr] позволяет пользователю 

определить ограничения assump на параметры, входящие в expr. Данная 
функция используется с функциями Simplify, Refine, Integrate. В данном 
примере Assuming позволяет задать ограничения на параметры m  и n  
(рис. 5.24).  

 
Рис. 5.24 
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Пример 5.4.2 

Разложить в ряд Фурье 4-периодическую функцию 








<<
≤<
≤≤−

=
.21,1
,10,
,02,0

)(
x
xx
x

xf  

 
Решение 
Находим коэффициенты ряда Фурье:  

;
4
31

2
1

2
1

2
11

2
1

2
1)(

2
1 2

1

1

0

2

2
0 =⋅+⋅=+== ∫∫∫

−

dxxdxdxxfa  

=

π
π

=

π
=

==

=
π

⋅+
π

= ∫∫

2
sin2

2
cos

,

2
cos1

2
1

2
cos

2
1 2

1

1

0 xn
n

v

dxxndv

dxduxu

dxxndxxnxan  

+
π

π
+

π
π

=
π

π
+

π
π

−
π

π
= ∫ 1

022
2
1

1

0

1
0 |

2
cos2

2
sin1)|

2
sin1

2
sin2|

2
sin2(

2
1 xn

n
n

n
xn

n
dxxn

n
xn

n
x  

);1
2

(cos2
2

sin1
2

2sin1
22 −

π
π

=
π

π
−

π
π

+
n

n
n

n
n

n
 

=π
π

−=

==
=

π
⋅+

π
= ∫∫

2
cos2

,

2
sin1

2
1

2
sin

2
1 2

1

1

0
xn

n
v

dxduxu
dxxndxxnxbn  

=
π

π
−

π
π

+
π

π
−= )|

2
cos1|

2
sin4|

2
cos2(

2
1 2

1
1
022

1
0

xn
n

xn
n

xn
n

x
 

.)1(1
2

sin2
2

cos1cos1
2

sin2
2

cos1
2222

n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
−

π
−

π
π

=
π

π
+π

π
−

π
π

+
π

π
−=  

Полагая последовательно ,3,2,1=n , получаем 

+





 π

π
π+

+
π

π
−+

2
sin2

2
cos2

8
3~)( 22

xxxf  

=


π

π
−






 π

π
π+−

+
π

π
−+






 π

π
−π

π
−+ ...2sin

4
1

2
3sin

9
32

2
3cos

9
2sin

2
1cos1

222 xxxxx  

.
2

sin)1(1
2

sin2
2

cos)1
2

(cos2
8
3

1
2222∑

∞

=







 π






 −

π
−

π
π

+
π

−
π

π
+=

n

n nx
n

n
n

nxn
n
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Вычисления в Mathematica 
Первый способ 
Для задания кусочной функции )(xf  в Mathematica используем 

функцию Piecewise (рис. 5.25). 

 
Рис. 5.25 

Затем используем функцию Integrate для нахождения коэффициентов 
ряда Фурье (рис. 5.26).  

 
Рис. 5.26 

Второй способ 
Функция FourierTrigSeries[f,x,n] возвращает разложение до порядка n в 

тригонометрический ряд Фурье функции f, зависящее от переменной x. По 
умолчанию функция f считается заданной на интервале ].;( ππ−  Для получения 
разложения в ряд Фурье функции, заданной на отрезке ],;( ll−  нужно параметры 

FourierParameters функции FourierTrigSeries положить равными .,1






 π

l
 

Выпишем первые четыре элемента разложения в тригонометрический ряд 
Фурье функции )(xf . В нашем случае 2=l  (рис. 5.27). 

 
Рис. 5.27 
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Пример 5.4.3 
Разложить в ряд Фурье функцию, заданную в сегменте ],0[ π  уравнением 

xxf 2)( −π= . 
 
Решение 
1) Доопределим )(xf  четным образом на ]0,[ π−  и разложим в ряд Фурье 

полученную функцию. Будем иметь 

,0|)(2)2(2,0 0
2

0
0 =−π

π
=−π

π
== π

π

∫ xxdxxabn  

=
π

−=
π

−=−π
π

= ∫∫∫
ππ

π
π

00
0

0
cos4cos4|sin2cos)2(2 dxnxxdxnxxnx

n
dxnxxan

=
π

−=
π

+
π

−=

=

=
==

= π
π

π ∫ 02
0

0 |cos4sin4|sin4

sin1
cos

,
nx

n
dxnx

n
nxx

n
nx

n
v

dvdxnx
dxduxu

1 2
2 2 2

8 , 2 1, 1,2, ...,4 4 4( 1) ( 1) 1
0, 2 , 1, 2, ... .

n n n k k
n

n n n n k k

+
 = − = = − − + = − + = π π π π  = =

 

Окончательно 2 2 2
1

8 cos(2 1) 8 cos3 cos5( ) ~ (cos ...).
(2 1) 3 5n

n x x xf x x
n

∞

=

−
= + + +

π π−
∑  

2) Доопределим )(xf  нечетным образом на ]0,[ π−  и вычислим 
коэффициенты ряда Фурье полученной функции. Будем иметь 

0, 0,1, 2, ...4;na n= =  

0
0 0

2 2 4( 2 )sin cos | sinnb x nxdx nx x nxdx
n

π π
π= π − = − − =

π π∫ ∫

=

−=

=
==

=
π

−+−−= ∫
π

nx
n

v

dvdxnx
dxduxu

dxnxx
nn

n
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sin

,
sin42)1(2

0

1 1
0

0

1

2 4 4 2 4(( 1) 1) cos | cos (( 1) 1) ( 1)

4 , 2 , 1, 2, ...,2 ( 1) 1 2( 1)
0, 2 1, 1, 2, ... .

n n n

n n

x nx nxdx
n n n n n

n k k
n

n n k k

π
+ π +

+

= − + + − = − + + − =
π π

 = = = − + + − =  
 = − =

∫
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Окончательно xxx
n

nxxf
n

6sin
3
24sin2sin22sin4~)(

1
++=∑

∞

=
. 

Вычисления в Mathematica 
Функции FourierSinSeries[f,x,n] и FourierCosSeries[f,x,n] возвращают 

соответственно разложение до порядка n в тригонометрический ряд Фурье по 
синусам или по косинусам функции f, зависящее от переменной x. По 
умолчанию функция f считается заданной на интервале ].;( ππ−  Для получения 
разложения в ряд Фурье функции, заданной на отрезке ],;( ll−  нужно в 
параметрах FourierParameters функций FourierSinSeries и FourierCosSeries 

указать .,1






 π

l
 Для вычисления n-го коэффициента ряда Фурье по синусам или 

косинусам функции f, зависящее от переменной x, можно использовать 
функции FourierSinCoefficient[f,x,n] и FourierCosCoefficient[f,x,n]. 

1) Используя функцию FourierCosSeries, получим первые шесть 
слагаемых разложения функции xxf 2)( −π=  по косинусам (рис. 5.28). 

 
Рис. 5.28 

Находим коэффициент разложения при x5cos  (рис. 5.29).  

 
Рис. 5.29 

2) Используя функцию FourierSinSeries, получим первые шесть 
слагаемых разложения функции xxf 2)( −π=  по косинусам и найдем 
коэффициент при x6sin  (рис. 5.30). 

 
Рис. 5.30 
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Пример 5.4.4 
Разложить в ряд Фурье ),(,)( ππ−= −xexf . 
 
Решение 
Воспользуемся комплексной формой ряда Фурье: 

=
+π
−

=
+π

=
π

=
π

=
π+−π+

π
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π−π−ππ−π−ππ
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nienenine
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)1(
)()1(
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ee nn
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=
+π
−−

=
π−π

. 

Здесь )(πsh – значение функции гиперболического синуса в точке .π  

Следовательно, ∑∑
∞

−∞=

∞

∞− +
−

π
π

==
n

inxn
inx

n in
esheCxf

1
)1()()( .  

Вычисления в Mathematica 
Функция FourierSeries[f,x,n] возвращает разложение до порядка n в 

комплексный ряд Фурье функции f, зависящее от переменной x. По умолчанию 
функция f считается заданной на интервале ].;( ππ−  Для получения разложения 
в ряд Фурье функции, заданной на отрезке ],;( ll−  нужно параметрам 

FourierParameters функции FourierSeries присвоить значения .,1






 π

l
 n-й 

коэффициент ряда Фурье находится с помощью функции 
FourierCoefficient[f,x,n]. 

Выпишем первые несколько первых слагаемых разложения заданной 
функции (рис. 5.31). 

 
Рис. 5.31 

Здесь Sinh[a] – это значение функции гиперболического синуса в точке .a  
Коэффициент разложения при xie π  будет равен (рис. 5.32). 
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Рис. 5.32 

 
Задания для самостоятельной работы 

1. Разложить  в ряд Фурье периодическую (с периодом T2=ω ) функцию 
),(xf  заданную на отрезке ],[ TT− : 

1) 




π∈−
π−∈

=
],,0[,2
),0,(,2

)(
x

xx
xf  ;π=T  2) 





∈+

−∈
=

],3,0[,4

),0,3(,
)( 3 xxx

xx
xf  3=T . 

2. Разложить в ряд Фурье функцию ),(xf  заданную в интервале ),;0( l  
продолжив ее четным и нечетным образом: 

1) 1( ) 4 , 3;xf x l+= =  2) 2( ) (2 5) , 1.f x x l= − =  
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6. Элементы теории поля 
Пример 6.1 
Найти величину и направление градиента скалярного поля  

33
3

636
2

zyxu ++=  в точке 







3
1;

2
1;2A . 

 
Решение 
Величиной градиента называют скалярное поле 

( ) ( ) ( )
22 2grad x y zu u u u′ ′ ′= + +



. 

Найдем частные производные первого порядка функции u: 
3 2

3 3 36 3 6
2 2x

x

x xu y z
′

 
′ = + + =  

 
; 

3
3 3 26 3 6 18

2y
y

xu y z y
′

 
′ = + + =  

 
; 

3
3 3 26 3 6 9 6

2z
z

xu y z z
′

 
′ = + + =  

 
. 

Тогда 
2

2 23grad 18 9 6
2
xu i y j z k= + +

   

. 

При 
3

1,
2

1,2 === zyx  получаем 

( )
( )2 2 23 2 1 1grad 18 9 6

2 2 2
u A i j k   = + + =   

   

    ( )3;9;3 6 . 

Величина градиента 

( )22 2grad 3 9 3 6 9 81 54 144 12u = + + = + + = =


. 

Вычисления в Mathematica 
Решение данной задачи в системе Mathematica представлено на рис. 6.1. 

 
Рис. 6.1 
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Пример 6.2 

Найти угол между градиентами скалярных полей 2
1 ,u

x yz
=  

zyx
v

3
1

9
224
++−=  в точке  








6
1;

3
1;2N . 

 
Решение 
Находим частные производные функций u  и v . 
Найдем частные производные первого порядка функции u  и v : 

( ) ( )
yzx

x
yz

x
yzyzx

u x
x

x 3
32

2
22111

−=−=
′

=
′









=′ −− ; 

222222
111111
zyxyzxyzxyzx

u
yy

y −=







−=

′









=

′









=′ ; 

222222
111111
yzxzyxzyxyzx

u
zz

z −=





−=

′






=

′









=′ ; 

2
24

3
1

9
224

xzyx
v

x
x =

′









++−=′ ; 

29
2

3
1

9
224

yzyx
v

y
y −=

′









++−=′ ; 

23
1

3
1

9
224

zzyx
v

z
z −=

′









++−=′ . 

Таким образом,  

3 2 2 2 2
2 1 1grad , ,u

x yz x zy x yz
 

= − − − 
 



, 

2 2 2
4 2 2 1grad , ,

9 3
v

x y z
 

= − − 
 



. 

Значение градиента в точке 







6
1;

3
1;2N : 

2 23 2 2

2 1 1grad , ,1 1 1 1 1 12 2 23 6 3 36 6
N

u

 
 
 = − − − =    ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅        
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−−−=

2
9,

4
69,

4
63 ,  

2 2 2
4 2 2 1 6grad , , 2, 2,

32 1 19 3
3 6

N
v

 
 

  = − − = − −        ⋅ ⋅        



. 

Теперь находим угол α  между градиентами скалярных полей u  и v : 
grad ,gradcosα

grad grad
u v

u v
= =

⋅

 

   

( )

( ) ( )
2 2 22 2 2

3 6 9 6 9 62 2
4 4 2 3

3 6 9 6 9 62 2
4 4 2 3

      − ⋅ + − ⋅ − + − ⋅ −             = =
      − + − + − ⋅ + − +             

 

3 3 9 3 27 72
1 22 2 3 2 3

227 243 81 3 6 4 22 2 12
8 8 4

− + +
= = = = ⇒

⋅+ + ⋅ + +
 45=α  

Вычисления в Mathematica 
Найдем с помощью встроенных функций Grad и VectorAngle градиенты 

скалярных полей и угол между ними (рис. 6.2). 

 
Рис. 6.2 

Результат вычислений представлен на рис. 6.3. 
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Рис. 6.3 

Пример 6.3 
Определить вид (соленоидальное, потенциальное, гармоническое) 

векторного поля ( ) ( ) ( )2 3 2 3 2 22 3 2 1 .a M y z i z xyz j xy z yz k= + + + + +
   

 

 
Решение 
Если ( )div 0a M =



, то поле ( )a M


 называется соленоидальным. 
Если ( )rot 0a M =

 

, то поле ( )a M


 называется потенциальным. 

Если 
( )
( )

rot 0,

div 0,

a M

a M

 =


=

 



 то поле ( )a M


 называется гармоническим. 

Вычислим дивергенцию и ротор данного векторного поля. 
По условию 2 3 2 3 2 2, 2 , 3 2 1P y z Q z xyz R xy z yz= = + = + + . Тогда 

( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 3 2 2div 0 2 3 2 1x y z x y z
a M P Q R y z z xyz xy z yz

′ ′ ′
′ ′ ′= = + + = + + + + + =



3 2 3 20 2 6 2 2 6 2xz xy z y xz xy z y= + + + = + + , 

( ) ( ) ( ) ( )rot y z z x x y

i j k

a M R Q i P R j Q P k
x y z

P Q R

∂ ∂ ∂ ′ ′ ′ ′ ′ ′= = − + − + + =
∂ ∂ ∂

  

   

 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 3 2 3 2 23 2 1 2 3 2 1
y z z x

xy z yz z xyz i y z xy z yz j
′ ′ ′ ′   

= + + − + − − + + +   
   

 

( ) ( ) ( )2 3 2 3 2 2 2 22 6 2 2 6
x y

z xyz y z k xy z z z xy z i
′ ′ 

+ + − = + − − + 
 

 

( ) ( )2 2 2 2 3 33 3 2 2 0y z y z j yz yz k+ − + − =
  

. 

Итак, данное векторное поле ( )a M


: 
а) не является соленоидальным, т. к. ( )div 0a M ≠



; 
б) является потенциальным, т. к. ( )rot 0a M =

 

; 
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в) не является гармоническим, т. к. 
( )
( )

rot 0,

div 0.

a M

a M

 =


≠

 



 

 
Вычисления в Mathematica 

С помощью встроенных функций Div и Curl найдем дивергенцию и 
ротор векторного поля (рис. 6.4). 

 
Рис. 6.4 

Из полученных результатов делаем вывод, что данное поле является 
потенциальным.  

Пример 6.4 

Проверить, является ли векторное поле ( ) 2 2arctg
1

xz j xy ka M yz i
y z

⋅ + ⋅
= ⋅ +

+

 

 

 

потенциальным, и в случае потенциальности поля найти его потенциал. 
 
Решение 

( ) 2 2 2 2

2 2 2 2

rot
1 1

arctg
1 1

y z

i j k
xy xza M i

x y z y z y z
xz xyyz
y z y z

′ ′    ∂ ∂ ∂  = = − −    ∂ ∂ ∂ + +    

+ +

  

 

 

( ) ( )2 2 2 2arctg arctg
1 1z y

x x

xy xzyz j yz k
y z y z

′ ′      ′ ′   − − + − =      + +      
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( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )( )
( )

2 2 2 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2

1 1 1 1

1 1

y zy z
xy y z xy y z xy y z xz y z

i
y z y z

′ ′ ′ ′+ − + + − + 
= − + 
 + + 
 



2 2 2 2 2 2 2 2 0 0 0 0.
1 1 1 1

y y z zj k i j k
y z y z y z y z

   
+ − + − = ⋅ + ⋅ + ⋅ =   

+ + + +   

     

 

 Итак, векторное поле ( )a M


 потенциально. Его потенциал найдем по 
формуле 

0 0 0 0

( ; ; )

0 0
( ; ; )

( , , ) ( , , )
x y z x

x y z x
u x y z Pdx Qdy Rdz P x y z dx= + + = +∫ ∫  

0 0

0( , , ) ( , , )
y z

y z
Q x y z dy R x y z dz+ +∫ ∫  

при условии, что ( ) ( )0;0;0;; 000 =zyx :  

( )
( )

=
+

⋅=⋅
+

+⋅+⋅= ∫∫∫∫
zzyx

yz
xyd

y
xydz

zy
xydydxzyxu

0
2

0
22

00 1
1

1
00),,(

0
arctg arctg arctg0 arctg .zx yz x yz x x yz C= ⋅ = ⋅ − ⋅ = ⋅ +  

Для проверки решения найдем градиент полученной функции: 

( ) ( )grad arctg arctgx y z x yu u i u j u k x yz i x yz j′ ′′ ′ ′= ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ +
     

( ) ( )2 2 2 2arctg arctg .
1 1z

xz xyx yz k yz i j k a M
y z y z

′+ ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ =
+ +

    

 

Проверка подтвердила полученный результат. 
Вычисления в Mathematica 

Зададим начальные условия (рис. 6.5). 

 
Рис. 6.5 

Найдем потенциал векторного поля по формуле, приведенной выше 
(рис. 6.6). 
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Рис. 6.6 

Выполним проверку (рис. 6.7). 

 
Рис. 6.7 

 
Задания для самостоятельной работы  

1. Найти угол между градиентами скалярных полей ),,( zyxu  и ),,( zyxv  в 
точке M: 

1) 
3 3 3

3
2

4 1 3( , , ) , ( , , ) 9 2 , ;2; ;
3 22 2 3

z y zu x y z v x y z x M
xy

 
= = − −  

 
 

2) 
2 6 6 2 1 1 1( , , ) , ( , , ) , ; ; .

2 2 3 2 2 3
yzu x y z v x y z M
x x y z

 = = − +  
 

 

2. Найти дивергенцию и ротор векторного поля ,grada c u =  
  

, если: 

1) 2 ,c i j k u xy y z= − + = + +
   

; 2) 215 2 , 2
2

c i j k u y z xy= + − = + +
   

. 

3. Определить вид (соленоидальное, потенциальное, гармоническое) 
векторного поля: 

1) ( ) ( ) ( )1 sin 1 sin cos ;a M y z xy i x z xy j y k= − ⋅ + − ⋅ + ⋅
   

 

2) ( ) ( ) ( )2 2 32 3 2 2 .a M x y i x y j z k= − + ⋅ + − ⋅ + ⋅
   

 

4. Проверить, является ли векторное поле потенциальным. В случае 
положительного ответа найти его потенциал, предполагая, что в начале 
координат u = 0: 

1) ( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 2 1
;

1
z x y i y x y j

a M x k
x y

+ + + ⋅ + + + + ⋅
= + ⋅

+ +

 

 

 

2) ( ) ( ) ( )( )2 3 2
2

23 ln 1
1

yza M x y x i x z j k
z

= + ⋅ + + + ⋅ + ⋅
+

   

. 
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7. ОПЕРАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 
 

7.1. Преобразование Лапласа 
Пример 7.1.1  
Пользуясь определением, найти изображение оригинала .teα   
 
Решение 
Изображение есть функция, равная преобразованию Лапласа оригинала:  

α−
=

α−−
===

+∞α−−∞+
α−−

∞+
−αα ∫∫ pp

edtedteeeL
tp

tppttt 1
)(

}{
0

)(

0

)(

0
, если α>pRe .  

Следовательно, teα ≓
α−p

1 . 

Вычисления в Mathematica 
Функция LaplaceTransform[expr,t,s] вычисляет значение преобразования 

Лапласа выражения expt, зависящего от переменной t, и возвращает функцию 
переменной s (рис. 7.1). 

 
Рис. 7.1 

Пример 7.1.2 

Найти изображение оригинала 




π≤
π>π−

=
.,0

,),sin(
)(

t
tt

tf  

Решение 
В теории операционного исчисления известна теорема запаздывания, 

которая формулируется следующим образом. Если )(tf ≓ )( pF  и 0>a , то 
)( atf − ≓ )( pFe ap− . 

Так как αte ≓ 1
αp −

, то, учитывая теорему запаздывания, находим, что 

}.{sin)}{sin( tLetL pπ−=π−  

Так как β β1sinβ ( ),
2

i t i tt e e
i

−= −  то sinβ t ≓ 2 2
1 1 1 β .
2 β β βi p i p i p
 

− = − + + 
 

Следовательно, 2
1{sin } .

1
L t

p
=

+
 Поэтому 2{sin( )} {sin } .

1

p
p eL t e L t

p

π
ππ

−
−− = =

+
 

Вычисления в Mathematica 
Решение примера 7.1.2 приведено на рис. 7.2. 
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Рис. 7.2 

Пример 7.1.3 
Записать аналитически оригинал, изображенный на рис. 7.3, и найти его 

изображение.  

 
Рис. 7.3 

 
Решение 

На ),0( a  функция )(tϕ  имеет вид 
a

att −
=ϕ )( . Следовательно, на этом 

интервале оригинал [ ])(1)(1)(1 att
a

attf −−
−

= . На интервале )2,( aa  функция 

φ( ) 1.t =  Оригинал 2( ) 1( ) 1( 2 ).f t t a t a= − − −  Наконец, на интервале )3,2( aa  

)]3(1)2(1[3)(3)( 3 atat
a

tatf
a

tat −−−
−

=⇒
−

=ϕ . 

В результате для оригинала ( ),f t  изображенного на рис. 7.3, получаем 
следующую аналитическую запись: =++= )()()()( 321 tftftftf  

)]3(1)2(1[3)]2(1)(1[)](1)(1[ atat
a

taatatatt
a

at
−−−

−
+−−−+−−

−
= . 

В этом равенстве приведем подобные члены, чтобы каждое слагаемое в 
окончательном выражении содержало произведение вида )(1)( atath −⋅− , где 

)(th  – некоторая функция, const.a =  Получим  

+−⋅−−−+−⋅−−−⋅= )2(1)2(1)(1)(1)(1)(1)(11)( atat
a

atatat
a

ttt
a

tf

).3(1)3(1 atat
a

−⋅−+  

 

O 

)(tf
 

t
 

a2
 

a  

1 

a3
 –1 
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Отсюда по теореме запаздывания будем иметь 

)(tf ≓ =+−+−−=
−−−−

2

3

2

2

22
11)(

ap
e

ap
e

p
e

ap
e

pap
pF

apapapap
 

2

3211
ap

eee
p

e apapapap −−−− +−−
+

−
= . 

Вычисления в Mathematica 
Первый способ 
Для задания функции )(tf  используем функцию Piecewise (рис. 7.4). 

 
Рис. 7.4 

Второй способ 
Зададим функцию )(tf  с помощью UnitStep[] (рис. 7.5).  

 
Рис. 7.5 

Вместо UnitStep[] можно использовать HeavisideTheta[] (рис. 7.6). 

 
Рис. 7.6 

Функция Simplify[] используется для упрощения выражений. 
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Пример 7.1.4 
Найти изображение оригинала периода 0>T , изображенного на рис. 7.7.  

 
Рис. 7.7 

 
Решение 
В операционном исчислении известна теорема об изображении 

периодического оригинала, которая формулируется следующим образом: если 

)(tf  – оригинал периода ,0>T  то )(tf ≓ )(
1

)(
0 pF

e

dtetf

pT

T
pt

=
− −

−∫
. 

Найдем значение интеграла 
p
edtedtetf

apa
pt

T
pt

−
−− −

=⋅= ∫∫
11)(

00
. Из теоремы 

об изображении периодического оригинала следует, что искомое изображение 

будет равно 
)1(

1)( pT

ap

ep
epF
−

−

−

−
= .  

Вычисления в Mathematica 
Решение примера 7.1.4 приведено на рис. 7.8. 

 
Рис. 7.8 

Пример 7.1.5 
Найти изображение дифференциального выражения )()(2)( tftftf +′+′′ , 

если 2)0(,1)0( =′= ff . 
 
 

O 

1 

a T Ta +  T2
 

t 

f (t) 
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Решение 
В операционном исчислении известна теорема о дифференцировании 

оригинала, которая формулируется следующим образом: если 
( )( ), ( ), ( ), ..., ( )nf t f t f t f t′ ′′  – оригиналы и ( ) ( ),f t F p  то 

( ) ( )nf t  −′−− −− )0()0()( 21 fpfppFp nnn )0()0(... )1()2( −− −− nn fpf . 
Из предыдущей формулы следует, что ( )f t′  1)()0()( −=− ppFfppF ; 

)(tf ′′ ≓ 2)()0()0()( 22 −−=′−− ppFpfpfpFp .  
Тогда 

( ) 2 ( ) ( )f t f t f t′′ ′+ +  4)()12( 2 −−++ ppFpp . 
Вычисления в Mathematica 

Функция LaplaceTransform[] используется для нахождения оригинала 
изображения заданного дифференциального изображения. expr/. rules 
выполняет подстановку в выражении expr в соответствии с заданным списком 
правил rules. ReplaceAll[expr, rules] эквивалентно  expr/. Rules. Simplify[] 
используется для упрощения выражения. Решение приведено на рис. 7.9. 

 
Рис. 7.9 

Полученный ответ содержит LaplaceTransform[f[t],t,p]. Заменим это 
выражение на )( pF  (рис. 7.10). 

 
Рис. 7.10 

% означает результат вычисления предыдущей ячейки. 
 

Задания для самостоятельной работы 
1. Пользуясь определением, найти изображения оригиналов: 1) t3 ; 2) 2t . 
2. Найти изображения оригиналов: 1) ;sh tβ  2) ).3cos( +t  
3. Найти изображение )( pF  оригинала ( ),f t  заданного графически 

(рис. 7.11–7.14). Би
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Рис. 7.11 

 

 
Рис. 7.12 

 
Рис. 7.13 

 

1 

1 2 

4 
( )tf  

t  

2t  





<<
><
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Рис. 7.14 

4. Найти изображения заданных дифференциальных выражений при 
указанных начальных условиях, считая, что )(txx =  – оригинал и )(tx ≓ ( ) :X t  

1) ;2)0(,1)0(,123 −=′−=++′+′′ xxxxx  

2) IV 4 2 3 5, (0) 1, (0) 1, (0) 3, (0) 5.x x x x x x x x′′′ ′′ ′ ′ ′′+ + − − = = − = − =  
 

7.2. Восстановление оригинала по изображению 
Пример 7.2.1 

Найти оригинал по его изображению 22

2

)1(
)(

+
=

p
ppF . 

 
Решение 
В теории операционного исчисления доказывается, что если 1( )f t  и 

)(2 tf  – непрерывно дифференцируемые оригиналы, а )(1 pF  и )(2 pF  – их 
изображения, то справедливо равенство, называемое интегралом Дюамеля: 

)()( 21 pFppF ≒ ∫ ττ−′τ+
t

dtffftf
0

2121 )()()0()( . 

Представим )( pF  в виде 2 2
1 .

1 1
pp

p p
⋅ ⋅

+ +
 Так как tsin ≓ 2

1 ,
1p +

 

tcos ≓
12 +p

p , то, используя интеграл Дюамеля, найдем: 

1
1

1 22 +
⋅

+
⋅

pp
pp  ≒ ).()sincos(

2
1)cos(cos0sincos

0
tftttdtt

t
=+=ττ−τ+ ∫  

Вычисления в Mathematica 
InverseLaplaseTransform[expr,p,t] находит оригинал выражения expr 

как функцию переменной t (рис. 7.15). 

 

)(tf  

t  4/a  a  4/3a  a2  
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Рис. 7.15 

FullSimplify[expr] упрощает expr. FullSimplify[] является аналогом 
Simplify[], но использует более широкий перечень преобразований. Записи 
FullSimplify[expr] и expr//FullSimplify эквивалентны. 

Пример 7.2.2 

Найти оригинал по заданному изображению 
52

)( 2 +−
=

pp
ppF .  

 
Решение 

Имеем 222222 2)1(
1

2)1(
1

4)1(
1)1(

52
)(

+−
+

+−

−
=

+−

+−
=

+−
=

pp
p

p
p

pp
ppF .  

Используя таблицу оригиналов и изображений, получаем: 

tetetf tt 2sin
2
12cos)( += .  

Вычисления в Mathematica 
Решение примера 7.2.2 приведено на рис. 7.16. 

 
Рис. 7.16 

Пример 7.2.3 

Найти оригинал по данному изображению 22 )84(
2)(

++
=

pp
ppF . 

 
Решение 
Пусть изображение )( pF  представляет собой правильную дробь =)( pF   

nm
bpbpbpb
apapapa

pB
pA

nn
nn

mm
mm

<
++++

++++
==

−
−

−
−

,
...
...

)(
)(

1
1

10

1
1

10 . Если lppp ...,,, 21   – корни 

знаменателя )( pB  кратности lkkk ...,,, 21  соответственно ( nkkk l =+++ ...21 ), 
т. е. lipp i ,1, == , – полюсы порядка ik  функции )( pF , то  в этом случае для 
вычисления оригинала )(tf  справедлива  основная формула разложения: 

( )tpk
ik

k

pp

l

i i
epFpp

dp
d

k
tf i

i

i

i
)()(lim

)!1(
1)( 1

1

1
−

−
=

−

−

→=
∑ .   
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Знаменатель )()84( 22 pBpp =++  имеет двукратные корни i22 +−  и 
i22 −− . Находим вычеты функции ptepF )(1  в этих точках:  

;
8

))1(21(
)22()22(

)22(2lim))((Res
)22('

22

2

221
22 i

ite
ipip

ippeepF
ti

p

pt

ip
pt

ip −
+−

=








++−+
−+

=
+−

+−→+−=
 

'2 ( 2 2 )

1 2 22 22 2

2 ( 2 2 ) (1 2 (1 ))Res ( ( ) ) lim .
8( 2 2 ) ( 2 2 )

pt i t
pt

p ip i
p

pe p i e t iF p e
ip i p i

− −

→− −=− −

 + + − −
= =  + − + + 

 

Используя основную формулу разложения, находим искомый оригинал:  
( 2 2 ) ( 2 2 )

1
(1 2 (1 )) (1 2 (1 ))( )

8 8

i t i te t i e t if t
i i

− + − −− + − −
= + =

−

( )
2

(2 1)sin 2 2 cos2
4

te t t t t
−

= − + . 

Вычисления в Mathematica 
Решение примера 7.2.3 приведено на рис. 7.17. 

 
Рис. 7.17 

 
Задания для самостоятельной работы 

1. Применяя формулу Дюамеля, найти оригиналы по их изображениям: 

1) 32 )1(
1

pp +
; 2) .

)1)(1( 2

2

+− pp
p   

2. Найти оригинал )(tf  по заданному изображению )( pF : 

1) ;
34

1)( 2 ++
=

pp
pF  2) .

)1)(1(
1

2

2

+−

++

pp
pp  

 
7.3. Приложения операционного исчисления 

Пример 7.3.1 
Решить задачу Коши методами операционного исчисления: 

.2)0()0();(cos2 =′=+=+′+′′ − yytteyyy t  
 
Решение 
Пусть )( pY  – изображение оригинала )(ty , т. е. )(ty ≓ )( pY . 
Тогда )(ty′ ≓ )(;2)()0()( typpYyppY ′′−=− ≓ =′−− )0()0()(2 ypypYp  

22)(2 −−= ppYp .  
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Для правой части уравнения получаем 

)(cos tte t +− ≓ +
++

+

1)1(
1
2p

p
2)1(

1
+p

. 

Следовательно, операторное уравнение имеет вид 

⇒
+

+
++

+
=+−+−− 22

2

)1(
1

1)1(
1)(4)(222)(

pp
ppYppYppYp  

⇒+++
+

+
++

+
=++⇒ 4)1(2

)1(
1

1)1(
1)()12( 22

2 p
pp

ppYpp  

.
)1(

4
1

2
)1(

1
)1)(22(

1)( 242 +
+

+
+

+
+

+++
=⇒

pppppp
pY  

Найдем оригинал решения :)(ty  

=
+++ )1)(22(

1
2 ppp 1)1(

1
1

1
2 ++

+
−

+ p
p

p
≒ tee tt cos−− − ;  

4)1(
1
+p

≒ 
!3

3te t− ; 
1

2
+p

 ≒ te−2 ; 2)1(
4
+p

≒ tte−4 . 

Значит, искомое решение задачи Коши имеет следующий вид:  
3 3

( ) 2 4 cos 4 cos 3
3! 6

t t t t t tt ty t e e te e e t e t t− − − − − −  
= ⋅ + + + − = + − +  

 
. 

Вычисления в Mathematica 
Первый способ 
Найдем операторное уравнение, подействовав на обе части уравнения 

преобразованием Лапласа (рис. 7.18). 

 
Рис. 7.18 

Решим полученное уравнение относительно LaplaceTransform[y[t],t,p] 
(рис. 7.19). 

 
Рис. 7.19 

Восстановим оригинал, используя обратное преобразование Лапласа 
(рис. 7.20). 
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Рис. 7.20 

Учтем начальные условия (см. рис. 7.21). 

 
Рис. 7.21 

%[[1]] означает первый элемент списка из результата вычисления 
предыдущей ячейки. 

Второй способ 
Решение задачи Коши можно найти, непосредственно используя 

функцию DSolve[] (рис. 7.22). 

 
Рис. 7.22 

Пример 7.3.2 
Методами операционного исчисления решить задачу Коши для системы 

линейных дифференциальных уравнений: 

.1)0(,0)0(
,823

,532
==





=−−′

=−−′
yx

eyxy

tyxx
t  

 
Решение 
Пусть )(txx = ≓ ( ),X p  )(tyy = ≓ ( ).Y p  Тогда операторная система 

относительно )( pX  и )( pY  с учетом начальных условий примет вид 
2( ) 2 ( ) 3 ( ) 5 / ,

( ) 1 3 ( ) 2 ( ) 8 / ( 1),
pX p X p Y p p
pY p X p Y p p

 − − = ⇒
− − − = −

2( 2) ( ) 3 ( ) 5 / ,
3 ( ) ( 2) ( ) 8 / ( 1) 1.
p X p Y p p

X p p Y p p
 − − =⇒ 
− + − = − +

 

Полученную систему решим по формулам Крамера. Для этого вначале 
находим определители YX ∆∆∆ ,,  данной системы:  

)1)(5(54
2

3
3

2 2 +−=−−=
−

−
−
−

=∆ pppp
p

p
;
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)1(
1015263

2
3

1)1/(8
/5

2

232

−

+−+
=

−
−

+−
=∆

pp
ppp

pp
p

X ; 

)1(
1515145

1)1/(8
/5

3
2

2

2342

−

−+−+
=

+−−
−

=∆
pp

pppp
p
pp

Y . 

Отсюда по формулам Крамера находим  

22

23

)5)(1(
1015263)(

ppp
ppppX X

−−

+−+
=

∆
∆

= ;

22

234

)5)(1(
1515145)(

ppp
pppppY Y

−−
−+−+

=
∆
∆

= . 

Применив формулу разложения, получим  
( ) ( ) ( ) ( ) =+++=

==−==

pt
p

pt
p

pt
p

pt
p

epXepXepXepXtx )(Res)(Res)(Res)(Res)(
5110

 

teee ttt 2
5
834

5
13 5 ++−+−= − . 

Аналогично найдем, что −+−= tetty 3
5

12)( tt ee 5

5
84 +− . 

Вычисления в Mathematica 
Первый способ 
Найдем операторную систему, подействовав на обе части каждого 

уравнения системы преобразованием Лапласа (рис. 7.23). 

 
Рис. 7.23 

Решим полученную систему уравнений относительно 
LaplaceTransform[x[t],t,p] и LaplaceTransform[y[t],t,p] (рис. 7.24). 

 
Рис. 7.24 
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Восстановим оригинал, используя обратное преобразование Лапласа 
(рис. 7.25). 

 
Рис. 7.25 

Учтем начальные условия (рис. 7.26). 

 
Рис. 7.26 

Второй способ 
Решение задачи Коши можно найти, непосредственно используя 

функцию DSolve[] (рис. 7.27). 

 
Рис. 7.27 

 
Задания для самостоятельной работы 

1. Решить задачу Коши ( )(txx = ):  
1) ;0=+′′′ xx  ,0)0( =x  1)0( −=′x , 2)0( =′′x ; 
2) 0)0()0(;152 =′=−=+′−′′ xxtxxx .  
2. Операционным методом решить задачи Коши для систем линейных 

дифференциальных уравнений: 

1) 
4 3 sin ,

(0) (0) 0;
2 2cos ,

x x y t
x y

y x y t
′ − + =

= = ′ − + = −
 

2) .
3
2)0(,0)0(,1)0(,

3
4)0(

,023
,03

−=′=′=−=




=−′−′
=−′′−′′

yxyx
yyx

xyx
 

 Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



142 

ПРИЛОЖЕНИЕ 
Основные операции и функции 

 
Таблица П.1 

Интегральное исчисление функции одной и нескольких переменных 
Функция Описание 

Integrate[f,x] 
Вычисляет неопределенный интеграл  
функции f  по переменной x  

Integrate[f,{x,xmin, xmax}] 

Вычисляет значение интеграла 

∫
max

min

)(
x

x
dxxf  

Integrate[f,{x,xmin, xmax},{y,ymin, ymax}] 

Вычисляет значение интеграла 

∫ ∫
max

min

max

min

)y,(
x

x

y

y
dxdyxf  

NIntegrate[f,{x,xmin, xmax}] 
или  

Integrate[f,{x,xmin, xmax}]//N 
 

Выдает численное приближенное 
значение интеграла функции f  по 
переменной x  

 
Таблица П.2 

Дифференциальное исчисление функции нескольких переменных 
Функция Описание 

1 2 

[ ]x,fD  Вычисляет частную производную 
функции f  по переменной x  

{ }[ ]n,x,fD  Вычисляет частную производную n-го 
порядка функции f  по переменной x  

{ } { }[ ],...n,x,n,x,fD 2211  

Вычисляет смешанную частную 
производную функции f  по 
переменной 1x  порядка 1,n  по 
переменной 2x  порядка 2n  и т. д. 

{ }{ }[ ],...x,x,fD 21  Вычисляет вектор производных 
{ },...,

21 xx ff ′′  скалярной функции f  

{ } { }{ }[ ],...y,y,x,x,fmFindMinimu 00  
Находит локальный минимум функции 
f  многих переменных в окрестностях 

указанных точек 

{ } { }{ }[ ],...y,y,x,x,fmFindMaximu 00  
Находит локальный максимум функции 
f  многих переменных в окрестностях 

указанных точек 
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Окончание табл. П.2 
1 2 

{ }[ ]n21 x,...,x,x,fGrad  Вычисляет градиент ( )
nxxx fff ′′′ ,...,,

21
 

{ }[ ]"система",...,x,...,x,x,fGrad n21  Вычисляет градиент в различных 
системах координат 

 
Таблица П.3 

Дифференциальные уравнения 
Функция Описание 

DSolve[eqn,y[x],х] 
Решает дифференциальное уравнение 
eqn относительно функции y(x) с 
независимой переменной х 

DSolve[{eqn,y[a]= =b},y[x],х], Решает задачу Коши, здесь y(a) = b 
есть начальное (граничное) условие 

NDSolve [eqns, у, {x, xmin, xmax}] 

Ищет численное решение 
дифференциальных уравнений eqns 
относительно функции у независимой 
переменной х в интервале от xmin до xmax 

NDSolve [eqns, {yl, y2, ...}, {x, xmin, 
xmax}] 

Ищет численные решения 
относительно функций yi 

DSolve[{egn1,egn2,…},{y1[t],y2[t],…},t] 

Решает систему дифференциальных 
уравнений egn1, egn2, … относительно 
неизвестных функций y1(t), y2(t), … с 
независимой переменной t 

 
Таблица П.4 

Работа с рядами 
Функция Описание 

1 2 

Sum[f,{n, 1, Infinity}] Вычисляет сумму ,,1, ∞=nn  членов 
последовательности f  

SumConvergence[f,n] Исследует ряд ∑
∞

=1n
f  на сходимость 

NSum[f,{n, 1, Infinity}] Вычисляет приближенно сумму ряда ∑
∞

=1n
f  

Series[f,{x,x0,n}] 
Раскладывает функцию )(xf  в степенной ряд 
в окрестности точки 0x  до слагаемых, 
содержащих nxx )( 0−  включительно 
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Окончание табл. П.4 
1 2 

SeriesCoefficient[f,{x,x0,n}] 
Вычисляет коэффициент при слагаемом 

nxx )( 0−  в разложении функции )(xf  в 
степенной ряд в окрестности точки 0x  

Normal[expr] 

Выдает нормальную форму записи для 
выражения .expr  Если в качестве expr  
используется Series[f,{x,x0,n}], то возвращает 
разложение функции )(xf  в степенной ряд 
без остаточного члена 

Piecewise[{{val1, cond1},{val2, 
cond2},…}] 

Задает кусочную функцию, которая принимает 
значения ival  в области icond  

FourierTrigSeries[f,x,n] 
Раскладывает функцию )(xf  в тригоно-
метрический ряд Фурье до порядка n  

FourierSinSeries[f,x,n] 
Раскладывает функцию )(xf  в тригоно-
метрический ряд Фурье по синусам до 
порядка n  

FourierCosSeries[f,x,n] 
Раскладывает функцию )(xf  в тригоно-
метрический ряд Фурье по косинусам до 
порядка n  

FourierSinCoefficient[f,x,n] 
Выдает n-й коэффициент тригоно-
метрического ряда Фурье по синусам 
функции )(xf  

FourierCosCoefficient[f,x,n] 
Выдает n-й коэффициент тригоно-
метрического ряда Фурье по косинусам 
функции )(xf  

 
Таблица П.5 

Элементы теории поля 
Функция Описание 

1 2 
{ } { }

{ }



min max

min max

StreamPlot P,Q , x,x ,x ,

y,y ,y
 Строит график линий тока векторного 

поля ( ) ( )( )yxQyxP ,,,  на плоскости xy  

{ } { }[ ]z,y,x,R,Q,PDiv  
Вычисляет дивергенцию zyx RQP ′+′+′  

векторного поля ( ) kRjQiPMa ++=  

{ } { }[ ]z,y,x,R,Q,PCurl  
Вычисляет ротор векторного поля 
( ) kRjQiPMa ++=  

{ } { }[ ] { }[ ]z,y,x,z,y,x,z,y,xuGradCurl  Вычисляет ugradrot  
{ } { }[ ] { }[ ]z,y,x,z,y,x,z,y,xuGradDiv  Вычисляет ugraddiv  
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Таблица П.6 
Работа с оригиналами и изображениями 

Функция Описание 

UnitStep[t] 
Задает единичную ступенчатую 
функцию, равную нулю при 0<t   
и единице при 0t ≥  

HeavisideTheta[t] Задает функцию Хевисайда, равную 
нулю при 0<t  и единице при 0t >  

LaplaceTransform[expr,t,s] 

Вычисляет значение преобразования 
Лапласа выражения ,expr  зависящего от 
переменной ,t  и возвращает функцию 
переменной s 

InverseLaplaseTransform[expr, p,t] 

Выполняет обратное преобразование 
Лапласа, т. е. находит оригинал 
выражения ,expr  зависящее от ,p  как 
функцию переменной t 
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