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1. КРАТКИЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ МАТЕМАТИКИ 
 

1.1. Производная. Дифференциал 
Физические величины зависят от времени (например, скорость и уско-

рение материальной точки), от пространственных координат (например, 
напряженность электрического поля), т. е. являются функциями времени и 
координат. Отвлекаясь от физического смысла величин, пишут: 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥),                     
𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) для функций одной и нескольких независимых пере-
менных. Рассмотрим функцию одной переменной 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥). На интервале 
[𝑥𝑥, 𝑥𝑥1] приращению аргумента ∆𝑥𝑥 = 𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥 отвечает приращение функции               
∆𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥1) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥).  

Производной 𝒚𝒚′ = 𝒅𝒅𝒚𝒚
𝒅𝒅𝒅𝒅

= 𝒅𝒅𝒇𝒇
𝒅𝒅𝒅𝒅

 от функции 𝒚𝒚 = 𝒇𝒇(𝒅𝒅) по 𝒅𝒅 называется пре-
дел отношения ∆𝑦𝑦/∆𝑥𝑥, когда ∆𝑥𝑥 стремится к нулю: 

𝑦𝑦′ = 𝑓𝑓′ =
𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑥𝑥 =

𝑑𝑑𝑓𝑓
𝑑𝑑𝑥𝑥 = lim

∆𝑥𝑥→0

∆𝑦𝑦
∆𝑥𝑥, 

если этот предел существует. Производная дает скорость изменения функции 
по 𝑥𝑥.  

Операция нахождения производной называется дифференцированием 
функции. Производные конкретных функций находят, используя основные 
свойства производной, правило дифференцирования сложной функции и 
таблицы производных.  

Пусть заданы две функции 𝑓𝑓(𝑥𝑥) и 𝑔𝑔(𝑥𝑥). Тогда выполняются свойства: 

(𝑓𝑓 + 𝑔𝑔)′ = 𝑓𝑓′ + 𝑔𝑔′;  (𝑓𝑓𝑔𝑔)′ = 𝑓𝑓′𝑔𝑔 + 𝑓𝑓𝑔𝑔′; �
𝑓𝑓
𝑔𝑔�

′

=
𝑓𝑓′𝑔𝑔 − 𝑓𝑓𝑔𝑔′

𝑔𝑔2 . 

Правило дифференцирования сложной функции: 
𝑑𝑑𝑓𝑓(𝑔𝑔(𝑥𝑥))

𝑑𝑑𝑥𝑥 =
𝑑𝑑𝑓𝑓
𝑑𝑑𝑔𝑔

𝑑𝑑𝑔𝑔
𝑑𝑑𝑥𝑥 . 

Дифференциал функции 𝒇𝒇(𝒅𝒅) определяется следующим образом:         
𝑑𝑑𝑦𝑦 = 𝑓𝑓′𝑑𝑑𝑥𝑥, где 𝑑𝑑𝑥𝑥 ≡ ∆𝑥𝑥 – дифференциал аргумента, совпадающий с его при-
ращением. Дифференциал функции 𝑑𝑑𝑦𝑦 не совпадает с ее приращением ∆𝑦𝑦. 
Однако, выбрав достаточно малым приращение аргумента ∆𝑥𝑥, можно со 
сколь угодно малой относительной погрешностью считать равными ∆𝑦𝑦  
и 𝑑𝑑𝑦𝑦 – ∆𝑦𝑦 ≈ 𝑑𝑑𝑦𝑦. Следовательно,  

∆𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥 + ∆𝑥𝑥)− 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≈ 𝑓𝑓′(𝑥𝑥)∆𝑥𝑥;   𝑓𝑓(𝑥𝑥 + ∆𝑥𝑥) ≈ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓′(𝑥𝑥)∆𝑥𝑥. 
На этих формулах основаны приближенные вычисления функций. В 

пределе ∆𝑥𝑥 → 0 дифференциал функции и ее приращение совпадают. В этом 
случае 𝑑𝑑𝑦𝑦 и 𝑑𝑑𝑥𝑥 будем называть элементарными (бесконечно малыми) прира-
щениями функции и аргумента. 

Пусть 𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) – функция 𝑛𝑛 переменных 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, …, 𝑥𝑥𝑛𝑛. 
Частная производная функции 𝒚𝒚 = 𝒇𝒇(𝒅𝒅𝟏𝟏,𝒅𝒅𝟐𝟐,𝒅𝒅𝟑𝟑,…, 𝒅𝒅𝒏𝒏) по перемен-

ной 𝒅𝒅𝟏𝟏 есть предел отношения 
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lim
∆𝑥𝑥1→0

 𝑓𝑓(𝑥𝑥1 + ∆𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) −  𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛)  
∆𝑥𝑥1

=
𝜕𝜕𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑥𝑥1

=
𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑥𝑥1

. 

Частная производная дает скорость изменения функции 𝑓𝑓 по 𝑥𝑥1 при 
фиксированных значениях остальных независимых переменных. Аналогично 
определяются частные производные по  𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, …, 𝑥𝑥𝑛𝑛. Частную производную 
по переменной 𝑥𝑥𝑘𝑘 можно найти, взяв обыкновенную производную от функ-
ции 𝑓𝑓 по 𝑥𝑥𝑘𝑘, считая остальные 𝑛𝑛 − 1 переменные постоянными. 

Второй производной функции 𝒚𝒚 = 𝒇𝒇(𝒅𝒅) по 𝒅𝒅 называется производная 
от ее первой производной по 𝑥𝑥: 

𝑦𝑦′′ =
𝑑𝑑2𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑥𝑥2 =

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑥𝑥 �

𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑥𝑥�. 

 
1.2. Первообразная. Неопределенный интеграл 

Интегрирование – операция, обратная дифференцированию. При ин-
тегрировании по известной функции 𝑓𝑓(𝑥𝑥) находят функцию 𝐹𝐹(𝑥𝑥), производ-
ная которой равна 𝑓𝑓(𝑥𝑥): 

𝑑𝑑𝐹𝐹
𝑑𝑑𝑥𝑥 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥). 

Функцию 𝐹𝐹(𝑥𝑥) называют первообразной 𝒇𝒇(𝒅𝒅). Первообразная опреде-
лена с точностью до произвольного постоянного слагаемого 𝐶𝐶.  

Множество первообразных функции 𝑓𝑓(𝑥𝑥) называют неопределенным 
интегралом от 𝒇𝒇(𝒅𝒅) и обозначают символом 

�𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 = 𝐹𝐹(𝑥𝑥) + 𝐶𝐶. 

При интегрировании используют свойства неопределенных интегралов, 
таблицу неопределенных интегралов, различные методы. 
 

1.3. Определенный интеграл 
Пусть функция 𝑓𝑓(𝑥𝑥) задана на отрезке [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]. Разобьем этот отрезок на 

𝑛𝑛 отрезков [𝑥𝑥𝑘𝑘, 𝑥𝑥𝑘𝑘−1], причем 𝑎𝑎 = 𝑥𝑥0 < 𝑥𝑥1 < 𝑥𝑥2 < ⋯ < 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑏𝑏. Сумма 

𝑆𝑆𝑛𝑛 = �𝑓𝑓(ε𝑘𝑘

𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0

)∆𝑥𝑥𝑘𝑘, 

где 𝑥𝑥𝑘𝑘 ≤ ε𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑘𝑘,∆𝑥𝑥𝑘𝑘 = 𝑥𝑥𝑘𝑘+1 − 𝑥𝑥𝑘𝑘 называется интегральной суммой функции 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) на [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]. Предел этой суммы, когда 𝑛𝑛 → ∞, а все ∆𝑥𝑥𝑘𝑘 → 0, называется 
определенным интегралом функции 𝒇𝒇(𝒅𝒅) в пределах от 𝒅𝒅 = 𝒂𝒂 до 𝒅𝒅 = 𝒃𝒃: 

lim
max∆𝑥𝑥𝑘𝑘→0

�𝑓𝑓(ε𝑘𝑘

𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0

)∆𝑥𝑥𝑘𝑘 = �𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 
𝑏𝑏

𝑎𝑎

. 

Формула Ньютона – Лейбница: 

�𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 
𝑏𝑏

𝑎𝑎

= 𝐹𝐹(𝑏𝑏)− 𝐹𝐹(𝑎𝑎), 
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где 𝐹𝐹(𝑥𝑥) –  первообразная функции 𝑓𝑓(𝑥𝑥): 𝐹𝐹(𝑥𝑥)′ = 𝑓𝑓(𝑥𝑥). 
 

1.4. Векторный анализ 
Скалярной величиной (скаляром) называется величина, которая при 

определенном выборе единицы меры задается числом ее измеряющим (тем-
пература, энергия и т. д.).  

Векторной величиной (вектором) называют направленный отрезок. 
Вектор характеризуется численным значением (модулем, величиной) в вы-
бранном масштабе и направлением в пространстве. В пространстве векторов 
определены операции умножения вектора на число, сложения векторов.  

Сложение векторов выполняется согласно правилу треугольника (па-
раллелограмма). В декартовой системе координат вектор �⃗�𝑎 можно задать с 
помощью его проекций 𝑎𝑎𝑥𝑥, 𝑎𝑎𝑦𝑦, 𝑎𝑎𝑧𝑧 на координатные оси: �⃗�𝑎 = 𝑎𝑎𝑥𝑥𝚤𝚤 + 𝑎𝑎𝑦𝑦𝚥𝚥 + 𝑎𝑎𝑧𝑧𝑘𝑘�⃗ . 
Сложение векторов можно выполнить, сложив их одноименные проекции.  

Скалярным произведением двух векторов �⃗�𝑎 и 𝑏𝑏�⃗  называется скаляр, ве-
личина которого равна произведению величин этих векторов, умноженному 
на косинус угла между ними. Скалярное произведение равно сумме произве-
дений одноименных проекций векторов: 

��⃗�𝑎, 𝑏𝑏�⃗ � = 𝑎𝑎𝑏𝑏 cosα = 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑏𝑏𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑦𝑦𝑏𝑏𝑦𝑦 + 𝑎𝑎𝑧𝑧𝑏𝑏𝑧𝑧. 
Векторным произведением двух векторов �⃗�𝑎 и 𝑏𝑏�⃗  называется вектор  

𝑐𝑐 = ��⃗�𝑎, 𝑏𝑏�⃗ �, перпендикулярный векторам �⃗�𝑎 и 𝑏𝑏�⃗  и направленный в соответствии 
с правилом правого винта (буравчика). Модуль векторного произведения ра-
вен произведению модулей �⃗�𝑎 и 𝑏𝑏�⃗ , умноженному на синус угла между ними:  

|𝑐𝑐| = ���⃗�𝑎,𝑏𝑏�⃗ �� = 𝑎𝑎𝑏𝑏 sinα. 
В декартовой системе координат векторное произведение можно пред-

ставить в виде формального определителя: 

𝑐𝑐 = ��⃗�𝑎, 𝑏𝑏�⃗ � = �
�̇⃗�𝚤 𝚥𝚥̇⃗ 𝑘𝑘�⃗
𝑎𝑎𝑥𝑥 𝑎𝑎𝑦𝑦 𝑎𝑎𝑧𝑧
𝑏𝑏𝑥𝑥 𝑏𝑏𝑦𝑦 𝑏𝑏𝑧𝑧

�. 

Если в каждой точке некоторой области пространства, в частности, во 
всем пространстве задана скалярная или векторная величина (скалярная или 
векторная функция), то мы имеем скалярное или векторное поле (функцию) 
соответственно. Математические свойства полей изучают в векторном анали-
зе. Физические величины, описывающие электромагнитное поле, являются 
скалярными и векторными функциями или полями. В декартовой системе 
координат элементарному перемещению 𝑑𝑑𝑟𝑟 = 𝑑𝑑𝑥𝑥�̇⃗�𝚤 + 𝑑𝑑𝑦𝑦𝚥𝚥̇⃗ + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑘𝑘�⃗  отвечает эле-
ментарное приращение скалярного поля 

𝑑𝑑φ =
𝜕𝜕φ
𝜕𝜕𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 +

𝜕𝜕φ
𝜕𝜕𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑦𝑦 +

𝜕𝜕φ
𝜕𝜕𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑, 
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которое представляет собой скалярное произведение двух векторов          
𝑑𝑑𝑟𝑟 = 𝑑𝑑𝑥𝑥�̇⃗�𝚤 + 𝑑𝑑𝑦𝑦𝚥𝚥̇⃗ + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑘𝑘�⃗  и 𝜕𝜕φ

𝜕𝜕𝑥𝑥
�̇⃗�𝚤 + 𝜕𝜕φ

𝜕𝜕𝑦𝑦
𝚥𝚥̇⃗ + 𝜕𝜕φ

𝜕𝜕𝑧𝑧
𝑘𝑘�⃗ = ∇��⃗ φ = gradφ. 

Векторное поле, компоненты которого равны 𝑎𝑎𝑥𝑥 = 𝜕𝜕φ
𝜕𝜕𝑥𝑥

, 𝑎𝑎𝑦𝑦 = 𝜕𝜕φ
𝜕𝜕𝑦𝑦

, 𝑎𝑎𝑧𝑧 = 𝜕𝜕φ
𝜕𝜕𝑧𝑧

, 
называют градиентом скалярного поля 𝛗𝛗. Очевидно, что проекции вектор-
ного поля gradφ на координатные оси дают скорости изменения скалярного 
поля φ в соответствующих направлениях. Для упрощения записи основных 
формул векторного анализа (соответственно электродинамики), а также ра-
боты с ними вводится векторный дифференциальный оператор ∇��⃗  («набла»). 
В декартовой системе координатах он имеет вид 

∇��⃗ = �̇⃗�𝚤
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥 + 𝚥𝚥̇⃗

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦 + 𝑘𝑘�⃗

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑑𝑑. 

Это формальное выражение приобретает смысл, если его справа умно-
жить на скалярную или векторную функцию (поле). При умножении на ска-
лярную функцию координат φ (скалярное поле) в полном соответствии с 
правилом умножения вектора на число получаем векторную функцию (век-
торное поле): 

�⃗�𝑎 = ∇��⃗ φ =
𝜕𝜕φ
𝜕𝜕𝑥𝑥 �̇⃗�𝚤 +

𝜕𝜕φ
𝜕𝜕𝑦𝑦 𝚥𝚥̇⃗ +

𝜕𝜕φ
𝜕𝜕𝑑𝑑 𝑘𝑘

�⃗ . 

Потоком векторного поля 𝒂𝒂��⃗  через поверхность (𝑺𝑺) называют интеграл 

Φ = ���⃗�𝑎,𝑑𝑑𝑆𝑆�, 

взятый по этой поверхности. Здесь 𝑑𝑑𝑆𝑆 = 𝑛𝑛�⃗ 𝑑𝑑𝑆𝑆 – вектор, перпендикулярный 
поверхности в данной точке и равный по величине площади 𝑑𝑑𝑆𝑆 выбранного 
элементарного участка поверхности; 𝑛𝑛�⃗  – единичный вектор нормали к вы-
бранному участку (𝑑𝑑𝑆𝑆). При вычислении потока через замкнутую поверх-
ность принято вектор нормали к ней направлять наружу. Произвольную точ-
ку 𝑃𝑃 пространства, где определено векторное поле �⃗�𝑎, окружим замкнутой по-
верхностью (𝑆𝑆). Поверхность ограничивает трехмерную область (𝑉𝑉) объе-
мом 𝑉𝑉.  

Дивергенцией векторного поля 𝒂𝒂��⃗  в точке 𝑷𝑷 называют предел отношения 

div�⃗�𝑎(𝑃𝑃) = lim
𝑉𝑉→0

∮��⃗�𝑎,𝑑𝑑𝑆𝑆�
𝑉𝑉 , 

где подразумевается, что при 𝑉𝑉 → 0 поверхность (𝑆𝑆) стягивается в точку 𝑃𝑃. 
Очевидно, что дивергенция векторного поля является скалярным полем. Да-
лее аргумент 𝑃𝑃 будем опускать. В декартовой системе координат 

div�⃗�𝑎 = �∇��⃗ , �⃗�𝑎� =
𝜕𝜕𝑎𝑎𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑥𝑥 +

𝜕𝜕𝑎𝑎𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑦𝑦 +

𝜕𝜕𝑎𝑎𝑧𝑧
𝜕𝜕𝑑𝑑 . 

Интеграл по замкнутому контуру (кривой, линии) (𝐿𝐿) 

𝐶𝐶 = ���⃗�𝑎,𝑑𝑑𝑙𝑙� = �𝑎𝑎𝑑𝑑𝑙𝑙cosα 
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называют циркуляцией векторного поля 𝒂𝒂��⃗ . Здесь 𝑑𝑑𝑙𝑙 – элементарный участок 
контура; 𝑑𝑑𝑙𝑙 = 𝑑𝑑𝑙𝑙τ�⃗  – элементарный вектор касательный к контуру; τ�⃗  – еди-
ничный вектор касательный к контуру; α – угол между �⃗�𝑎 и 𝑑𝑑𝑙𝑙. Направление 
обхода контура при интегрировании согласуется с направлением вектора 
нормали к поверхности, ограниченной контуром правилом правого винта 
(буравчика).  

Равенство нулю циркуляции при произвольном выборе контура гово-
рит о потенциальности этого поля. В этом случае его можно представить, 
как градиент некоторого скалярного поля. Неравенство нулю циркуляции го-
ворит о вихревом характере поля. Для детального изучения свойств поля 
следует перейти к рассмотрению циркуляции по бесконечно малым конту-
рам. Каждый такой контур охватывает площадку 𝑑𝑑𝑆𝑆, ориентация которой за-
дается единичным вектором нормали 𝑛𝑛�⃗ . Полностью характеризует площадку 
(величину и ориентацию в пространстве) вектор 𝑑𝑑𝑆𝑆 = 𝑛𝑛�⃗ 𝑑𝑑𝑆𝑆. 

Существуют три линейно независимые ориентации, задаваемые, 
например, единичными векторами �̇⃗�𝚤, 𝚥𝚥̇⃗, 𝑘𝑘�⃗ . При вычислении циркуляции по 
бесконечно малым контурам, охватывающим произвольную точку простран-
ства и ориентированным перпендикулярно векторам �̇⃗�𝚤, 𝚥𝚥̇⃗, 𝑘𝑘�⃗ ,  получают три 
бесконечно малые величины. Отношение этих величин к величине охватыва-
емой площадки дает три конечные функции, образующие новое векторное 
поле. Его называют ротором поля 𝒂𝒂��⃗  и обозначают символом rot�⃗�𝑎. В декар-
товой системе координат 

rot�⃗�𝑎 = �
𝜕𝜕𝑎𝑎𝑧𝑧
𝜕𝜕𝑦𝑦 −

𝜕𝜕𝑎𝑎𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑑𝑑 �

�̇⃗�𝚤 + �
𝜕𝜕𝑎𝑎𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑑𝑑 −

𝜕𝜕𝑎𝑎𝑧𝑧
𝜕𝜕𝑥𝑥 �

𝚥𝚥̇⃗ + �
𝜕𝜕𝑎𝑎𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑥𝑥 −

𝜕𝜕𝑎𝑎𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑦𝑦 �

𝑘𝑘�⃗ = ��
�̇⃗�𝚤 𝚥𝚥̇⃗ 𝑘𝑘�⃗
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑑𝑑

𝑎𝑎𝑥𝑥 𝑎𝑎𝑦𝑦 𝑎𝑎𝑧𝑧

��. 

Очевидно, можно записать кратко: rot�⃗�𝑎 = �∇��⃗ , �⃗�𝑎�. Ротор вектора �⃗�𝑎 есть 
формальное векторное произведение векторного оператора набла на �⃗�𝑎. 

Теорема Остроградского – Гаусса. Поток вектора �⃗�𝑎 через произволь-
ную замкнутую поверхность (𝑆𝑆) равен интегралу, взятому от дивергенции �⃗�𝑎 
по объему 𝑉𝑉, ограниченному этой поверхностью: 

���⃗�𝑎,𝑑𝑑𝑆𝑆� = ��∇��⃗ , �⃗�𝑎�𝑑𝑑𝑉𝑉. 

Теорема Стокса. Циркуляция вектора �⃗�𝑎 по произвольному замкнутому 
контуру (𝐿𝐿) равна потоку вектора rot�⃗�𝑎 через поверхность (𝑆𝑆), ограниченную 
этим контуром: 

���⃗�𝑎,𝑑𝑑𝑙𝑙� = ���∇��⃗ , �⃗�𝑎�,𝑑𝑑𝑆𝑆�. 
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2. ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОЕ ПОЛЕ В ВАКУУМЕ 
 

2.1. Напряженность. Принцип суперпозиции 
 Электрический заряд 𝒒𝒒 – свойство тел или частиц, характеризующее 
их способность к электромагнитным взаимодействиям.  

Электростатическое поле – не изменяющееся во времени электриче-
ское поле, создаваемое электрическими зарядами, неподвижными относи-
тельно выбранной инерциальной системы отсчета.    
 Заряженные тела (часто говорят просто заряды) взаимодействуют по-
средством электрических полей, образованных этими телами. 
 Взаимодействие двух точечных зарядов 𝑞𝑞1 и 𝑞𝑞2  в вакууме описывается 
законом Кулона: 

�⃗�𝐹21(𝑟𝑟) = 𝑘𝑘
𝑞𝑞1𝑞𝑞2
𝑟𝑟213

𝑟𝑟21. 

 Модуль силы Кулона:  

𝐹𝐹12 = 𝐹𝐹21 = 𝑘𝑘
|𝑞𝑞1||𝑞𝑞2|
𝑟𝑟212

, 

где 𝑟𝑟21 – радиус-вектор заряда 𝑞𝑞2 относительно заряда 𝑞𝑞1; 𝑘𝑘 – коэффициент 
пропорциональности (𝑘𝑘 = 1

4πε0
); ε0 – электрическая постоянная (ε0 = 8,85 ×

× 10−12 Кл2 (Н ∙ м2)⁄ ). 
 Силовой характеристикой электрического поля является вектор 
напряженности 𝑬𝑬��⃗ (𝒓𝒓�⃗ ): 

𝐸𝐸�⃗ (𝑟𝑟) =
�⃗�𝐹(𝑟𝑟)
𝑞𝑞 , 

где 𝐸𝐸�⃗ (𝑟𝑟) – напряженность электрического поля в данной точке; �⃗�𝐹(𝑟𝑟) – сила, 
действующая на неподвижный пробный точечный заряд 𝑞𝑞. 
 Напряженность неподвижного точечного заряда 𝑞𝑞 в вакууме определя-
ется по формуле  

𝐸𝐸�⃗ (𝑟𝑟) = 𝑘𝑘
𝑞𝑞
𝑟𝑟3 𝑟𝑟,  

где 𝑟𝑟 – радиус-вектор рассматриваемой точки поля относительно заряда 𝑞𝑞.      
Направление вектора напряженности в данной точке поля совпадает с 

направлением силы, действующей на положительный заряд, помещенный в 
данную точку, со стороны заряда 𝑞𝑞. 

Выполняется принцип суперпозиции: напряженность поля системы за-
рядов равна векторной сумме напряженностей полей, созданных каждым за-
рядом системы в отдельности. 

Для дискретного распределения зарядов: 

𝐸𝐸�⃗ = �𝐸𝐸�⃗ 𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

= �𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑖𝑖
𝑟𝑟𝑖𝑖3
𝑟𝑟𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

. 

Для непрерывного распределения заряда: 
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𝐸𝐸�⃗ = �𝑑𝑑𝐸𝐸�⃗ = �𝑘𝑘
𝑑𝑑𝑞𝑞
𝑟𝑟3 𝑟𝑟, 

где 𝑑𝑑𝐸𝐸�⃗  – поле, созданное зарядом 𝑑𝑑𝑞𝑞 в точке, определенной радиусом-
вектором 𝑟𝑟 относительно заряда 𝑑𝑑𝑞𝑞. 
 При этом характер распределения заряда в пространстве определяется 
объемной, поверхностной и линейной плотностью соответственно: ρ = 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑉𝑉
; 

σ = 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

; λ = 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

. 
 

Примеры решения задач 
Задача 2.1. Тонкое полукольцо радиусом 𝑅𝑅 = 20 см заряжено равно-

мерно зарядом 𝑞𝑞 = 0,7 нКл. Найти модуль напряженности электрического 
поля в центре кривизны этого полукольца.   

Решение. Разобьем полукольцо на 
совокупность элементарных участков 𝑑𝑑𝑙𝑙, 
обладающих зарядом 𝑑𝑑𝑞𝑞 = λ𝑑𝑑𝑙𝑙, где λ – ли-
нейная плотность заряда полукольца 
(рис. 2.1). Выберем произвольный участок 
𝑑𝑑𝑙𝑙. Поскольку заряд каждого из участков 
можно считать точечным, то модуль 
напряженности электрического поля, созда-
ваемого зарядом 𝑑𝑑𝑞𝑞 в центре кривизны по-
лукольца, равен 𝑑𝑑𝐸𝐸 = 𝑑𝑑𝑑𝑑

4πε0𝑟𝑟2
= 𝑑𝑑𝑑𝑑

4πε0𝑅𝑅2
. 

Воспользуемся принципом супер-
позиции: 

𝐸𝐸𝑥𝑥 = �𝑑𝑑𝐸𝐸𝑥𝑥 = �𝑑𝑑𝐸𝐸 ∙ cosα = �
𝑑𝑑𝑞𝑞 ∙ cosα
4πε0𝑅𝑅2

= 

= �
λ𝑑𝑑𝑙𝑙

4πε0𝑅𝑅2
∙ cosα = �

𝑑𝑑𝑙𝑙 = 𝑅𝑅𝑑𝑑α; 

λ =
𝑞𝑞
π𝑅𝑅

� = �
𝑞𝑞𝑅𝑅cosα𝑑𝑑α
4π2ε0𝑅𝑅3

π
2

−π2

=
𝑞𝑞sinα

4π2ε0𝑅𝑅2 �
�

π
2

−
π
2

= 

=
𝑞𝑞

2π2ε0𝑅𝑅2
=

0,7 ∙ 10−9

2 ∙ 3,142 ∙ 8,85 ∙ 10−12 ∙ 0,04 = 0,1 ∙ 103 В/м = 0,1 кВ/м; 

𝐸𝐸𝑦𝑦 = �𝑑𝑑𝐸𝐸𝑦𝑦 = �𝑑𝑑𝐸𝐸 ∙ sinα =
𝑞𝑞

4π2ε0𝑅𝑅2
∙ (−cosα) ��

π
2

−
π
2

= 0. 

Таким образом, 𝐸𝐸 = 𝐸𝐸𝑥𝑥 = 0,1 кВ/м. 
Ответ: напряженность 𝐸𝐸�⃗  направлена вдоль оси 𝑂𝑂𝑥𝑥, ее модуль                   

𝐸𝐸 = 0,1 кВ/м. 

𝑟𝑟 

−𝑅𝑅 

𝑅𝑅 

−𝑅𝑅 

dl, dq 

𝑂𝑂 

𝑦𝑦 

𝑥𝑥 

𝑑𝑑𝐸𝐸�⃗  

𝑑𝑑α 

α 
𝑑𝑑𝐸𝐸𝑥𝑥 

𝑑𝑑𝐸𝐸𝑦𝑦 

Рис. 2.1 
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Задача 2.2. Найти модуль 
напряженности поля, созданного 
бесконечной заряженной нитью с 
постоянной линейной плотностью 
заряда λ на расстоянии 𝑎𝑎 от нити.  

Решение. Разобьем нить на со-
вокупность элементарных участков 
𝑑𝑑𝑙𝑙, обладающих зарядом 𝑑𝑑𝑞𝑞 = λ𝑑𝑑𝑙𝑙 
(рис. 2.2). Рассмотрим произволь-
ный участок 𝑑𝑑𝑙𝑙. Поскольку заряд 
каждого из участков можно считать 
точечным, то модуль напряженно-
сти электрического поля, создавае-
мого зарядом 𝑑𝑑𝑞𝑞 в точке 𝐴𝐴, равен 
𝑑𝑑𝐸𝐸 = 𝑑𝑑𝑑𝑑

4πε0𝑟𝑟2
= 𝑑𝑑𝑑𝑑

4πε0𝑅𝑅2
. 

Воспользуемся принципом 
суперпозиции: 

𝐸𝐸𝑥𝑥 = �𝑑𝑑𝐸𝐸𝑥𝑥 = �𝑑𝑑𝐸𝐸 ∙ cosα = �
𝑑𝑑𝑞𝑞

4πε0𝑟𝑟2
∙ cosα = �

λ𝑑𝑑𝑙𝑙
4πε0𝑟𝑟2

∙ cosα = 

=
�

�
𝑦𝑦 = 𝑎𝑎 ∙ tgα; 

𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑑𝑑α =

𝑎𝑎
cos2α ,

 тогда 𝑑𝑑𝑦𝑦 =
𝑎𝑎 ∙ 𝑑𝑑α
cos2α .

Учтем,что 𝑑𝑑𝑙𝑙 = 𝑑𝑑𝑦𝑦; 𝑟𝑟 =
𝑎𝑎

cosα

�

�
= �

λ𝑑𝑑𝑦𝑦
4πε0𝑟𝑟2

∙ cosα =
λ

4πε0𝑎𝑎
� cosα𝑑𝑑α =

π
2

−π2

 

=
λ

4πε0𝑎𝑎
∙ sinα ��

π
2

−
π
2

=
λ

4πε0𝑎𝑎
∙ 2 =

λ
2πε0𝑎𝑎

; 

𝐸𝐸𝑦𝑦 = �𝑑𝑑𝐸𝐸𝑦𝑦 = �𝑑𝑑𝐸𝐸 ∙ sinα = �
𝑑𝑑𝑞𝑞

4πε0𝑟𝑟2
∙ sinα = �

λ𝑑𝑑𝑙𝑙
4πε0𝑟𝑟2

∙ sinα = 

= �
λ𝑑𝑑𝑦𝑦

4πε0𝑟𝑟2
∙ sinα =

λ
4πε0𝑎𝑎

� sinα𝑑𝑑α =

π
2

−π2

λ
4πε0𝑎𝑎

∙ (−cosα) ��

π
2

−
π
2

= 0. 

Таким образом, 𝐸𝐸 = 𝐸𝐸𝑥𝑥 = λ
2πε0𝑎𝑎

. 

Ответ: напряженность 𝐸𝐸�⃗  направлена вдоль оси 𝑂𝑂𝑥𝑥, ее модуль 𝐸𝐸 = λ
2πε0𝑎𝑎

. 

𝑂𝑂 

y 
a 

dl, dq 

Н
ить 

𝑑𝑑𝐸𝐸�⃗  

𝑟𝑟 
𝑑𝑑𝐸𝐸𝑥𝑥 

𝑑𝑑𝐸𝐸𝑦𝑦 

x 

y 

α 

Рис. 2.2 

𝐴𝐴 
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Задача 2.3. Тонкий диск ра-
диусом 𝑅𝑅 заряжен равномерно с 
поверхностной плотностью σ. 
Найти модуль напряженности элек-
трического поля на оси диска на 
высоте ℎ от центра. 

Решение. Разобьем диск на 
совокупность тонких колец радиу-
сом 𝑟𝑟к (0 < 𝑟𝑟к < 𝑅𝑅), шириной 𝑑𝑑𝑟𝑟к, 
обладающих зарядом 𝑑𝑑𝑞𝑞 = σ𝑑𝑑𝑆𝑆к, 
где 𝑑𝑑𝑆𝑆к – площадь поверхности 
кольца. Выберем произвольное 
кольцо (рис. 2.3). Вектор напря-
женности электрического поля на 
оси кольца направлен вдоль оси 𝑂𝑂𝑦𝑦, 
а его модуль равен                      
𝑑𝑑𝐸𝐸к = 𝑑𝑑𝑑𝑑∙ℎ

4πε0�ℎ2+𝑟𝑟к2�
3 2⁄  (данную фор-

мулу можно получить, решив задачу 2.7). 
Учитывая, что все векторы 𝑑𝑑𝐸𝐸�⃗ к сонаправлены, воспользуемся принци-

пом суперпозиции:  

𝐸𝐸 = �𝑑𝑑𝐸𝐸к = �
ℎ ∙ 𝑑𝑑𝑞𝑞

4πε0(ℎ2 + 𝑟𝑟к2)3 2⁄ = �
ℎ ∙ σ𝑑𝑑𝑆𝑆к

4πε0(ℎ2 + 𝑟𝑟к2)3 2⁄ = � Учтем, что 
𝑑𝑑𝑆𝑆к = 2π𝑟𝑟к𝑑𝑑𝑟𝑟к

� = 

= �
ℎ ∙ σ ∙ 2π𝑟𝑟к𝑑𝑑𝑟𝑟к

4πε0(ℎ2 + 𝑟𝑟к2)3 2⁄

𝑅𝑅

0

=
σℎ
4ε0

�
2𝑟𝑟к𝑑𝑑𝑟𝑟к

(ℎ2 + 𝑟𝑟к2)3 2⁄

𝑅𝑅

0

= �
Учтем, что 

𝑑𝑑(ℎ2 + 𝑟𝑟к2) = 2𝑟𝑟к𝑑𝑑𝑟𝑟к � = 

=
σℎ
4ε0

�
𝑑𝑑(ℎ2 + 𝑟𝑟к2)

(ℎ2 + 𝑟𝑟к2)3 2⁄ =
σℎ
4ε0

∙
𝑅𝑅

0

(−2)

�ℎ2 + 𝑟𝑟к2
�
𝑅𝑅

0
=
σℎ
2ε0

�
1
ℎ −

1
√ℎ2 + 𝑅𝑅2

�. 

 Из полученного выражения следует, что напряженность электрическо-
го поля в центре диска, т. е. при ℎ = 0, равна 𝐸𝐸 = σ

2ε0
. 

Ответ: напряженность 𝐸𝐸�⃗  направлена вдоль оси 𝑂𝑂𝑦𝑦, ее модуль             
𝐸𝐸 = σℎ

2ε0
�1
ℎ
− 1

√ℎ2+𝑅𝑅2
�. 

 
Задача 2.4. Полусфера радиусом 𝑅𝑅 заряжена равномерно с поверхност-

ной плотностью заряда σ. Найти модуль напряженности электрического поля 
в центре полусферы.  
 Решение. Разобьем полусферу на тонкие кольца радиусом 𝑟𝑟к и шири-
ной 𝑑𝑑𝑙𝑙, симметричные относительно оси 𝑂𝑂𝑥𝑥, обладающие зарядом 𝑑𝑑𝑞𝑞 = σ𝑑𝑑𝑆𝑆к. 
Рассмотрим произвольное кольцо (рис. 2.4). Радиус кольца 𝑟𝑟к = 𝑅𝑅sinα, ши-
рина кольца 𝑑𝑑𝑙𝑙 = 𝑅𝑅𝑑𝑑α.  

𝑑𝑑𝐸𝐸�⃗ к 

h 

𝑂𝑂 

𝑑𝑑𝑟𝑟к 

x 

y 

R 𝑟𝑟к −𝑅𝑅 

Рис. 2.3 
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Вектор напряженности электриче-
ского поля на оси кольца направлен вдоль 
оси Ox, а его модуль равен                  
𝑑𝑑𝐸𝐸к = 𝑑𝑑𝑑𝑑∙ℎ

4πε0�ℎ2+𝑟𝑟к2�
3 2⁄ .  

При этом (ℎ2 + 𝑟𝑟к2) = 𝑅𝑅2;              
ℎ = 𝑅𝑅cosα, тогда 𝑑𝑑𝐸𝐸к = 𝑑𝑑𝑑𝑑∙𝑅𝑅cosα

4πε0𝑅𝑅3
= 𝑑𝑑𝑑𝑑∙cosα

4πε0𝑅𝑅2
. 

Так как в точке 𝑂𝑂′ все векторы 𝑑𝑑𝐸𝐸�⃗ к 
направлены вдоль оси 𝑂𝑂𝑥𝑥, воспользуемся 
принципом суперпозиции: 

𝐸𝐸 = �𝑑𝑑𝐸𝐸к = �
𝑑𝑑𝑞𝑞 ∙ cosα
4πε0𝑅𝑅2

= �
σ𝑑𝑑𝑆𝑆кcosα
4πε0𝑅𝑅2

= 

= �
Учтем,что 
𝑑𝑑𝑆𝑆к = 2π𝑟𝑟к𝑑𝑑𝑙𝑙,
𝑟𝑟к = 𝑅𝑅sinα

� = �
σ ∙ 2π𝑟𝑟к𝑑𝑑𝑙𝑙 ∙ cosα

4πε0𝑅𝑅2
= 

=
σ

2ε0
� sinαcosα𝑑𝑑α =

π
2

0

σ
2ε0

�
1
2 sin2α𝑑𝑑α

π
2

0

=
σ

4ε0
�

1
2

π
2

0

sin2α𝑑𝑑(2α) = 

=
σ

8ε0
∙ (−cos2α) �

π
2

0

=
σ

4ε0
. 

Ответ: напряженность 𝐸𝐸�⃗  направлена вдоль оси 𝑂𝑂𝑥𝑥, ее модуль 𝐸𝐸 = σ
4ε0

. 
  

Задачи для самостоятельного решения 
 2.5. Находящийся в вакууме тонкий прямой стержень длиной 2𝑎𝑎 заря-
жен равномерно зарядом 𝑞𝑞. Найти модуль напряженности электрического 
поля как функцию расстояния 𝑟𝑟 от центра стержня до точки прямой: а) пер-
пендикулярной к стержню и проходящей через его центр; б) совпадающей с 
осью стержня, если 𝑟𝑟 ≫ 𝑎𝑎.  

Ответ: а) 𝐸𝐸 = 𝑑𝑑
4πε0𝑟𝑟√𝑎𝑎2+𝑟𝑟2

; б) 𝐸𝐸 = 𝑑𝑑
4πε0(𝑟𝑟2−𝑎𝑎2)

.   
2.6. Очень длинная прямая равномерно заряженная нить имеет заряд λ 

на единицу длины. Найти модуль и направление напряженности электриче-
ского поля в точке, которая отстоит на расстояние 𝑦𝑦 и находится на перпен-
дикуляре к нити, проходящем через один из ее концов.  

Ответ: 𝐸𝐸 = λ√2
4πε0𝑦𝑦

; вектор 𝐸𝐸�⃗  направлен под углом 45° к нити. 
 2.7. Тонкое непроводящее кольцо радиусом 𝑅𝑅 имеет заряд 𝑞𝑞, распреде-
ленный с постоянной линейной плотностью. Определить напряженность элек-
трического поля на оси кольца в точке, отстоящей от центра на расстояние ℎ.  

𝑑𝑑𝐸𝐸�⃗ к 
 

𝑂𝑂 

y 

x 𝑂𝑂′ 

R 
𝑟𝑟к 

α 

Рис. 2.4 
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Ответ: 𝐸𝐸 = 𝑑𝑑∙ℎ
4πε0(ℎ2+𝑟𝑟2)3 2⁄ ; вектор напряженности направлен вдоль оси 

кольца. 
  2.8. Сфера радиусом R заряжена с поверхностной плотностью                 
σ = ��⃗�𝑎,𝑅𝑅�⃗ �, где �⃗�𝑎 – постоянный вектор; 𝑅𝑅�⃗  – радиус-вектор точки сферы отно-
сительно ее центра. Найти напряженность электрического поля в центре сферы.  

Ответ: 𝐸𝐸�⃗ = − 𝑅𝑅
3ε0

�⃗�𝑎.    
2.9. Две длинные парал-

лельные нити равномерно за-
ряжены каждая с линейной 
плотностью λ = 0,5  мкКл м⁄ . 
Расстояние между нитями  
𝑙𝑙 = 45 см. Найти максималь-
ное значение модуля напря-
женности электрического поля 
в плоскости симметрии этой 
системы, расположенной меж-
ду нитями (рис. 2.5).  

Ответ: 𝐸𝐸max = λ
πε0𝑑𝑑

= 40 кВ м⁄ .  
 

2.2. Теорема Гаусса для вектора напряженности 𝑬𝑬��⃗   
 Теорема Гаусса в интегральной форме. Поток вектора напряженности 
электрического поля через произвольную замкнутую поверхность равен ал-
гебраической сумме зарядов, заключенных внутри данной поверхности, де-
ленной на электрическую постоянную ε0: 

��𝐸𝐸�⃗ ,𝑑𝑑𝑆𝑆� =
∑𝑞𝑞𝑖𝑖
ε0

. 

 На практике при симметричном распределении заряда теорема Гаусса 
позволяет найти модуль напряженности электростатического поля в различ-
ных точках пространства относительно заряженного тела. Для этого нужно 
вычислить заряд внутри воображаемой замкнутой поверхности и поток век-
тора 𝐸𝐸�⃗  через эту поверхность с учетом направления 𝐸𝐸�⃗  и исходя из симметрии 
задачи. Для нахождения заряда внутри замкнутой поверхности в зависимости 
от характера распределения заряда используется плотность (объемная, по-
верхностная, линейная (см. подразд. 2.1)). 

Используя теорему Остроградского – Гаусса, можно записать теорему 
Гаусса в дифференциальной форме:  

�∇��⃗ ,𝐸𝐸�⃗ � = ρ
ε0

, или div𝐸𝐸�⃗ = ρ
ε0

, 
где ρ – плотность распределения заряда. 

𝐸𝐸�⃗1 𝐸𝐸�⃗ 2 

𝐸𝐸�⃗  

α 

Рис. 2.5 

𝑙𝑙 

Плоскость симметрии 

Нить 
 

Нить 
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𝑂𝑂 𝑟𝑟1 𝑟𝑟2 𝑟𝑟 

𝐸𝐸�⃗  𝑛𝑛�⃗  𝑛𝑛�⃗  

Поверхность 
 интегрирования 

Рис. 2.6 

 Дифференциальная форма теоремы Гаусса по сути выражает ее физи-
ческий смысл: источником электростатического поля является электрический 
заряд.  

 
Примеры решения задач 

Задача 2.10. Шар радиусом 𝑅𝑅 имеет положительный заряд, объемная 
плотность которого зависит только от расстояния 𝑟𝑟 до его центра как                 
ρ = ρ0 �1 − 𝑟𝑟

𝑅𝑅
�, где  ρ0 – постоянная. Полагая, что диэлектрическая проница-

емость ε = 1 всюду, найти модуль напряженности электрического поля внут-
ри и вне шара как функцию 𝑟𝑟. 

Решение. Поскольку распределение заряда сферически симметрично, 
то поле во всем пространстве будет центрально-симметричным: вектор 𝐸𝐸�⃗  в 
любой точке проходит через центр шара, а модуль вектора напряженности 
зависит только от расстояния до центра шара. В качестве замкнутой поверх-
ности выберем сферу, содержащую точку, в которой вычисляется поле. 
Центр сферы совместим с центром шара (рис. 2.6). Направление нормали к 
сфере в любой точке 
сферы совпадает с 
направлением напря-
женности в этой точке.  

Во всех точках 
сферы модуль напря-
женности одинаков 
(ввиду одинакового 
расстояния 𝑟𝑟 от цен-
тра): 𝐸𝐸 = const.  

Найдем поток 
вектора 𝐸𝐸�⃗1 через за-
мкнутую поверхность  
радиусом 𝑟𝑟 < 𝑅𝑅:  

 

��𝐸𝐸�⃗1,𝑑𝑑𝑆𝑆� = �𝐸𝐸1 ∙ 𝑑𝑑𝑆𝑆 ∙ cos �𝐸𝐸�⃗ ,𝑛𝑛�⃗� � = 𝐸𝐸1 �𝑑𝑑𝑆𝑆 ∙ cos0 = 𝐸𝐸1 �𝑑𝑑𝑆𝑆 = 𝐸𝐸14π𝑟𝑟12. 

Очевидно, что полученное выражение для потока останется справедли-
вым и для сферы, содержащей точку вне заряженного шара, т. е. в случае       
𝑟𝑟2 > 𝑅𝑅: ∮�𝐸𝐸�⃗ 2,𝑑𝑑𝑆𝑆� = 𝐸𝐸24π𝑟𝑟22. 

Определим заряд, охваченный замкнутой поверхностью радиусом 𝑟𝑟1 < 𝑅𝑅.  
Поскольку объемная плотность заряда зависит только от расстояния 𝑟𝑟 

до центра шара, разобьем шар радиусом 𝑟𝑟1 на концентрические с ним шаровые 
слои радиусом 𝑟𝑟 и толщиной 𝑑𝑑𝑟𝑟 (0 < 𝑟𝑟 < 𝑟𝑟1) с зарядом 𝑑𝑑𝑞𝑞 = ρ𝑑𝑑𝑉𝑉 (рис. 2.7).  
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𝑞𝑞1 = ∫ρ𝑑𝑑𝑉𝑉 = ∫ρ0 �1 − 𝑟𝑟
𝑅𝑅
�𝑑𝑑𝑉𝑉 = 

= � Учтем,что
𝑑𝑑𝑉𝑉 = 4π𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑟𝑟

� = 

= � ρ0 �1 −
𝑟𝑟
𝑅𝑅�

𝑟𝑟1

0

4π𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑟𝑟 = 

= 4πρ0 �� 𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑟𝑟

𝑟𝑟1

0

−
1
𝑅𝑅� 𝑟𝑟3𝑑𝑑𝑟𝑟

𝑟𝑟1

0

� = 

= 4πρ0 �
𝑟𝑟3

3 �
𝑟𝑟1

0
−

1
𝑅𝑅
𝑟𝑟4

4 �
𝑟𝑟1

0
� =

4πρ0𝑟𝑟13

3 �1 −
3𝑟𝑟
4𝑅𝑅�. 

Определим заряд, охваченный замкнутой поверхностью радиусом 𝑟𝑟2 > 𝑅𝑅. 
При этом, поскольку при 𝑟𝑟 > 𝑅𝑅 объемная плотность обращается в нуль, инте-
грирование будем вести в пределах 0 < 𝑟𝑟 < 𝑅𝑅: 

𝑞𝑞2 = �ρ𝑑𝑑𝑉𝑉 = �ρ0 �1 −
𝑟𝑟
𝑅𝑅�𝑑𝑑𝑉𝑉 = �ρ0 �1 −

𝑟𝑟
𝑅𝑅�

𝑅𝑅

0

4π𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑟𝑟 = 

= 4πρ0 �� 𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑟𝑟
𝑅𝑅

0

−
1
𝑅𝑅� 𝑟𝑟3𝑑𝑑𝑟𝑟

𝑅𝑅

0

� = 4πρ0 �
𝑟𝑟3

3 �
𝑅𝑅

0
−

1
𝑅𝑅
𝑟𝑟4

4 �
𝑅𝑅

0
� =

πρ0𝑅𝑅3

3 . 

Подставим полученные выражения в теорему Гаусса и вычислим мо-
дуль вектора напряженности: 

𝐸𝐸14π𝑟𝑟12 =
4πρ0𝑟𝑟13

3ε0
�1 −

3𝑟𝑟
4𝑅𝑅�  ⇒  𝐸𝐸1 =

ρ0𝑟𝑟1
3ε0

�1 −
3𝑟𝑟
4𝑅𝑅� ; 

𝐸𝐸24π𝑟𝑟22 =
πρ0𝑅𝑅3

3ε0
 ⇒  𝐸𝐸2 =

ρ0𝑅𝑅3

12ε0𝑟𝑟22
. 

Ответ: 𝐸𝐸 = ρ0𝑟𝑟
3ε0

�1 − 3𝑟𝑟
4𝑅𝑅
� при 𝑟𝑟 ≤ 𝑅𝑅; 𝐸𝐸 = ρ0𝑅𝑅3

12ε0𝑟𝑟2
 при 𝑟𝑟 ≥ 𝑅𝑅. 

 
Задача 2.11. Бесконечный цилиндр радиусом 𝑅𝑅 имеет заряд, объемная 

плотность которого зависит от расстояния 𝑟𝑟 до его оси как ρ = ρ0
𝑟𝑟

, где ρ0 – 
постоянная. Найти модуль напряженности электрического поля внутри и вне 
цилиндра. Вычислить модуль напряженности поля на поверхности цилиндра. 
Диэлектрическую проницаемость всюду считать равной единице. 

Решение. Линии напряженности радиально расходятся от оси цилин-
дра. В качестве замкнутой поверхности выберем коаксиальный с бесконеч-
ным цилиндром цилиндр высотой ℎ и радиусом 𝑟𝑟, боковая поверхность кото-
рого содержит  точку, в которой нужно определить модуль вектора напря-
женности. 

𝑂𝑂 𝑟𝑟1 𝑟𝑟 
𝐸𝐸�⃗  𝑛𝑛�⃗  

Поверхность 
интегрирования 

Рис. 2.7 

𝑑𝑑𝑟𝑟 
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Найдем поток вектора 𝐸𝐸�⃗1 через замкнутую поверхность радиусом 𝑟𝑟1 < 𝑅𝑅 
(рис. 2.8): Φ = ∫�𝐸𝐸�⃗1,𝑑𝑑𝑆𝑆�. 

Принимая во внимание, что вектор нормали 𝑛𝑛�⃗  к поверхности ориенти-
рован по-разному на боковой поверхности и основаниях цилиндра по отно-
шению к вектору напряженности, рассмотрим отдельно поток вектора 𝐸𝐸�⃗  че-
рез боковую поверхность и через основания: 

��𝐸𝐸�⃗1,𝑑𝑑𝑆𝑆� = � 𝐸𝐸1
(𝑑𝑑бок)

𝑑𝑑𝑆𝑆 ∙ cos0 + 2 � 𝐸𝐸1
(𝑑𝑑осн)

𝑑𝑑𝑆𝑆 ∙ cos
π
2 = � 𝐸𝐸1

(𝑑𝑑бок)

𝑑𝑑𝑆𝑆 = 𝐸𝐸1𝑆𝑆бок = 

= 𝐸𝐸1 ∙ 2π𝑟𝑟1ℎ. 
Очевидно, что поток 

вектора напряженности 
через поверхность радиу-
сом 𝑟𝑟2 > 𝑅𝑅 также равен 
∫�𝐸𝐸�⃗ 2,𝑑𝑑𝑆𝑆� = 𝐸𝐸2 ∙ 2π𝑟𝑟2ℎ. 

Найдем заряд, за-
ключенный в замкнутую 
поверхность радиусом  
𝑟𝑟1 < 𝑅𝑅. Поскольку объем-
ная плотность заряда за-
висит только от расстоя-
ния 𝑟𝑟 до оси цилиндра, 
разобьем цилиндр радиу-
сом 𝑟𝑟1 на соосные с ним 
цилиндрические слои ра-
диусом 𝑟𝑟 и толщиной 𝑑𝑑𝑟𝑟 
(0 < 𝑟𝑟 < 𝑟𝑟1) с зарядом 
𝑑𝑑𝑞𝑞 = ρ𝑑𝑑𝑉𝑉:  

𝑞𝑞1 = �ρ𝑑𝑑𝑉𝑉 = �
ρ0
𝑟𝑟

𝑟𝑟1

0

𝑑𝑑𝑉𝑉 = � Учтем, что
𝑑𝑑𝑉𝑉 = 2π𝑟𝑟𝑑𝑑𝑟𝑟 ∙ ℎ� = 2πℎρ0 �

1
𝑟𝑟

𝑟𝑟1

0

𝑟𝑟𝑑𝑑𝑟𝑟 = 2πℎρ0𝑟𝑟 �
𝑟𝑟1

0
= 

= 2πℎρ0𝑟𝑟1. 
 Аналогично получим выражение для заряда 𝑞𝑞2, заключенного в за-
мкнутую поверхность радиусом 𝑟𝑟2 > 𝑅𝑅, интегрирование при этом будем ве-
сти в пределах 0 < 𝑟𝑟 < 𝑅𝑅: 

𝑞𝑞2 = �ρ𝑑𝑑𝑉𝑉 = �
ρ0
𝑟𝑟

𝑅𝑅

0

𝑑𝑑𝑉𝑉 = ρ0 �
2π𝑟𝑟𝑑𝑑𝑟𝑟 ∙ ℎ

𝑟𝑟

𝑅𝑅

0

= 2πℎρ0𝑟𝑟 �
𝑅𝑅

0
= 2πℎρ0𝑅𝑅. 

 Подставим полученные выражения для потока и заряда в теорему Гаусса: 

𝐸𝐸1 ∙ 2π𝑟𝑟1ℎ =
2πℎρ0𝑟𝑟1

ε0
 ⇒  𝐸𝐸1 =

ρ0
ε0

= const; 

𝑟𝑟 𝑟𝑟1 𝑂𝑂 

𝐸𝐸�⃗  

𝑛𝑛�⃗ 2 
𝑛𝑛�⃗ 1 

𝑛𝑛�⃗ 3 

Рис. 2.8 

𝑅𝑅 

h 

𝑟𝑟2 

𝑛𝑛�⃗ 4 

Поверхность 
интегрирования 
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𝐸𝐸2 ∙ 2π𝑟𝑟2ℎ =
2πℎρ0𝑅𝑅 

ε0
⇒  𝐸𝐸2 =

ρ0
ε0
∙
𝑅𝑅
𝑟𝑟2

. 

 Подстановка в любую из полученных выше формул 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅 дает значе-
ние модуля напряженности электрического поля на цилиндрической поверх-
ности: 𝐸𝐸пов = ρ0

ε0
. 

 Ответ: 𝐸𝐸 = ρ0
ε0

= const при 𝑟𝑟 < 𝑅𝑅; 𝐸𝐸 = ρ0
ε0
∙ 𝑅𝑅
𝑟𝑟
 при 𝑟𝑟 > 𝑅𝑅; 𝐸𝐸пов = ρ0

ε0
 при 

𝑟𝑟 = 𝑅𝑅. 
 

Задачи для самостоятельного решения 
 2.12. Бесконечная цилиндрическая поверхность радиусом 𝑅𝑅 равномер-
но заряжена с поверхностной плотностью заряда σ. Найти модуль напряжен-
ности электрического поля внутри и вне цилиндра. Вычислить модуль 
напряженности поля на поверхности цилиндра. Диэлектрическую проницае-
мость всюду считать равной единице.  

Ответ: 𝐸𝐸 = 0 при 𝑟𝑟 < 𝑅𝑅; 𝐸𝐸 = σ
ε0
∙ 𝑅𝑅
𝑟𝑟
 при 𝑟𝑟 > 𝑅𝑅; 𝐸𝐸пов = σ

ε0
 при 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅. 

 2.13. Система состоит из шара радиусом 𝑅𝑅, заряженного сферически 
симметрично, и окружающей среды, заполненной зарядом с объемной плот-
ностью ρ = α

𝑟𝑟
, где α – постоянная; 𝑟𝑟 – расстояние от центра шара. Найти за-

ряд шара, при котором модуль напряженности электрического поля вне шара 
не зависит от 𝑟𝑟. Чему равна эта напряженность? Диэлектрическая проницае-
мость ε = 1 всюду.  

Ответ: 𝑞𝑞 = 2π𝑅𝑅2α; 𝐸𝐸 = α
2ε0

. 
 2.14. Заряд 𝑞𝑞 равномерно распределен по объему шара радиусом 𝑅𝑅. По-
лагая диэлектрическую проницаемость всюду равной единице, найти напря-
женность электрического поля внутри и вне шара.  

Ответ:  𝐸𝐸 = 𝑑𝑑𝑟𝑟
4π𝑅𝑅3𝜀𝜀0

 при 𝑟𝑟 ≤ 𝑅𝑅; 𝐸𝐸 = 𝑑𝑑
4π𝑅𝑅2ε0

 при 𝑟𝑟 ≥ 𝑅𝑅. 
2.15. Пространство заполнено зарядом с объемной плотностью               

ρ = ρ0exp(−α𝑟𝑟3), где ρ0 и α – положительные постоянные; 𝑟𝑟 – расстояние от 
центра системы. Найти модуль напряженности электрического поля как 
функцию 𝑟𝑟.  

Ответ: 𝐸𝐸 = ρ0
3ε0α𝑅𝑅2

�1 − exp(−α𝑟𝑟3)�.  
 

2.3. Связь напряженности и потенциала 
 Потенциал 𝛗𝛗(𝒓𝒓�⃗ ) – энергетическая характеристика электростатическо-
го поля; выражает потенциальную энергию единичного положительного то-
чечного заряда, помещенного в данную точку поля: 

φ(𝑟𝑟) =
𝑊𝑊𝑝𝑝(𝑟𝑟)
𝑞𝑞 . 
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 Величина потенциальной энергии, а значит, и потенциала, зависит от 
выбора нулевого уровня энергии. Например, для точечного заряда уровень 
нулевой энергии обычно принимают в бесконечности относительно заряда, со-
здающего поле. Тогда потенциал поля, созданного точечным зарядом, равен: 

φ(𝑟𝑟) =
𝑘𝑘𝑞𝑞
𝑟𝑟 , 

где 𝑟𝑟 – радиус-вектор данной точки поля относительно заряда 𝑞𝑞. 
 Поскольку напряженность и потенциал характеризуют одну и ту же 
точку поля, между ними существует связь: 

𝐸𝐸�⃗ = −∇��⃗ φ = −gradφ = −�
𝜕𝜕φ
𝜕𝜕𝑥𝑥 �̇⃗�𝚤 +

𝜕𝜕φ
𝜕𝜕𝑥𝑥 𝚥𝚥̇⃗ +

𝜕𝜕φ
𝜕𝜕𝑥𝑥 𝑘𝑘

�⃗ �. 

Из последней формулы видно, что 𝐸𝐸𝑥𝑥 = −𝜕𝜕φ
𝜕𝜕𝑥𝑥

;  𝐸𝐸𝑦𝑦 = −𝜕𝜕φ
𝜕𝜕𝑦𝑦

;  𝐸𝐸𝑧𝑧 = −𝜕𝜕φ
𝜕𝜕𝑧𝑧

. 
Зная напряженность поля, можно определить потенциал любой точки 

поля:  
φ = −∫𝐸𝐸𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥; φ = −∫𝐸𝐸𝑦𝑦𝑑𝑑𝑦𝑦; φ = −∫𝐸𝐸𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑, или φ = −∫�𝐸𝐸�⃗ ,𝑑𝑑𝑟𝑟�. 

Разность потенциалов между любыми точками поля: 

∆φ12 = φ1 − φ2 = ��𝐸𝐸�⃗ ,𝑑𝑑𝑟𝑟�.
2

1

 

 
Примеры решения задач 

Задача 2.16. Бесконечно длинная прямая нить заряжена равномерно с 
линейной плотностью λ = 0,4 мкКл/м. Вычислить разность потенциалов то-
чек 1 и 2, если точка 2 находится 
дальше от нити, чем точка 1, в η раз 
(η = 2). 

Решение. Найдем модуль 
напряженности электрического поля, 
созданного заряженной нитью, 
например, с помощью теоремы Гаусса.  

Исходя из того, что силовые 
лини радиально расходятся от нити, в 
качестве замкнутой поверхности 
выберем цилиндр высотой ℎ и радиу-
сом 𝑟𝑟, ось которого совпадает с нитью 
(рис. 2.9).  

Поток вектора напряженности 
через цилиндрическую замкнутую 
поверхность ∮�𝐸𝐸�⃗ ,𝑑𝑑𝑆𝑆� = 𝐸𝐸 ∙ 2π𝑟𝑟ℎ. 
 Найдем заряд, заключенный 
внутри замкнутой поверхности: 

  𝑞𝑞 = ∫λ𝑑𝑑𝑙𝑙 = λℎ. 

𝑟𝑟 𝑟𝑟1 
𝑂𝑂 

𝐸𝐸�⃗  

𝑛𝑛�⃗ 1 
 

𝑛𝑛�⃗ 1 

𝑛𝑛�⃗ 3 
 

Рис. 2.9 

h 

𝑟𝑟2 

Поверхность 
интегрирова-
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𝑑𝑑𝑟𝑟 
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 Подставим полученные выражения для потока и заряда в теорему Гаус-
са: 𝐸𝐸 ∙ 2π𝑟𝑟ℎ = λℎ

ε0
 ⇒  𝐸𝐸 = λ

2π𝑟𝑟ε0
. 

 Разность потенциалов точек 1 и 2: 

∆φ = φ1 − φ2 = ��𝐸𝐸�⃗ ,𝑑𝑑𝑟𝑟�

𝑟𝑟2

𝑟𝑟1

= � 𝐸𝐸𝑑𝑑𝑟𝑟 ∙ cos0

𝑟𝑟2

𝑟𝑟1

= �
λ

2π𝑟𝑟ε0
𝑑𝑑𝑟𝑟

𝑟𝑟2

𝑟𝑟1

=
λ

2πε0
ln𝑟𝑟 �

𝑟𝑟2

𝑟𝑟1
= 

=
λ

2πε0
ln
𝑟𝑟2
𝑟𝑟1

= �Учтем, что
𝑟𝑟2 = 2𝑟𝑟1

� =
λ

2πε0
ln2. 

Таким образом, ∆φ = λ
2πε0

ln2 = 0,4∙10−6

2π∙8,85∙10−12
ln2 = 5 ∙ 103 В = 5 кВ. 

Ответ: ∆φ = λ
2πε0

ln2 = 5 кВ. 
 

Задача 2.17. Потенциал поля внутри заряженного шара зависит только 
от расстояния до его центра как φ = 𝑎𝑎𝑟𝑟2 + 𝑏𝑏, где 𝑎𝑎 и 𝑏𝑏 – постоянные. Найти 
распределение объемного заряда ρ(𝑟𝑟) внутри шара.  

Решение.  Представим квадрат радиуса-вектора произвольной точки 
шара в декартовой системе координат с началом координат в центре шара 
как сумму квадратов координат: 𝑟𝑟2 = 𝑥𝑥2+𝑦𝑦2 + 𝑑𝑑2. Запишем с учетом данного 
представления потенциал поля внутри шара: φ = 𝑎𝑎(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑑𝑑2) + 𝑏𝑏. 
 Используя связь напряженности и потенциала, получим выражение для 

вектора напряженности: 𝐸𝐸�⃗ = −gradφ = −∇φ = −�𝜕𝜕φ
𝜕𝜕𝑥𝑥
�̇⃗�𝚤 + 𝜕𝜕φ

𝜕𝜕𝑦𝑦
𝚥𝚥̇⃗ + 𝜕𝜕φ

𝜕𝜕𝑧𝑧
𝑘𝑘�⃗ �, где 

𝜕𝜕φ
𝜕𝜕𝑥𝑥

= 𝐸𝐸𝑥𝑥; 𝜕𝜕φ
𝜕𝜕𝑦𝑦

= 𝐸𝐸𝑦𝑦; 𝜕𝜕φ
𝜕𝜕𝑧𝑧

= 𝐸𝐸𝑧𝑧. 

Найдем проекции вектора напряженности:  
𝐸𝐸𝑥𝑥 = −𝜕𝜕φ

𝜕𝜕𝑥𝑥
= − 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑥𝑥
(𝑎𝑎(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑑𝑑2) + 𝑏𝑏) = −2𝑎𝑎𝑥𝑥; 𝐸𝐸𝑦𝑦 = −2𝑎𝑎𝑦𝑦; 𝐸𝐸𝑧𝑧 = −2𝑎𝑎𝑑𝑑.  

Теорема Гаусса в дифференциальной форме для поля вектора 𝐸𝐸�⃗  
позволяет найти ρ по известной напряженности 𝐸𝐸�⃗ :  
ρ = ε0div𝐸𝐸�⃗ = ε0�∇��⃗ ,𝐸𝐸�⃗ � = ε0 �

𝜕𝜕𝐸𝐸𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑥𝑥

+ 𝜕𝜕𝐸𝐸𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 𝜕𝜕𝐸𝐸𝑧𝑧
𝜕𝜕𝑧𝑧
�. 

 Получим  
div𝐸𝐸�⃗ = 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑥𝑥
(−2𝑎𝑎𝑥𝑥) + 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑦𝑦
(−2𝑎𝑎𝑦𝑦) + 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑧𝑧
(−2𝑎𝑎𝑑𝑑) = −(2𝑎𝑎 + 2𝑎𝑎 + 2𝑎𝑎) = −6𝑎𝑎. 

 Подставим полученное выражение в теорему Гаусса и найдем распре-
деление объемного заряда внутри шара: ρ = −6𝑎𝑎ε0. 

Ответ: ρ = −6𝑎𝑎ε0 = const. 
 

Задача 2.18. Найти потенциал электростатического поля с напряжен-
ностью 𝐸𝐸�⃗ = 2𝑎𝑎𝑥𝑥𝑦𝑦�̇⃗�𝚤 + 𝑎𝑎(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)𝚥𝚥̇⃗. 

Решение. Потенциал произвольной точки поля можно представить в 
следующем виде: φ = −∫𝐸𝐸𝑥𝑥 ∙ 𝑑𝑑𝑥𝑥 = −∫2𝑎𝑎𝑥𝑥𝑦𝑦 ∙ 𝑑𝑑𝑥𝑥 = −𝑎𝑎𝑥𝑥2𝑦𝑦 + 𝐶𝐶1(𝑦𝑦, 𝑑𝑑) или           
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φ = −∫𝐸𝐸𝑦𝑦 ∙ 𝑑𝑑𝑦𝑦 = −∫𝑎𝑎(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2) ∙ 𝑑𝑑𝑦𝑦 = −𝑎𝑎𝑥𝑥2𝑦𝑦 − 𝑎𝑎 𝑦𝑦3

3
+ 𝐶𝐶2(𝑥𝑥, 𝑑𝑑), где 𝐸𝐸𝑥𝑥 и 𝐸𝐸𝑦𝑦 – 

проекции вектора 𝐸𝐸�⃗  (𝐸𝐸𝑥𝑥 = 2𝑎𝑎𝑥𝑥𝑦𝑦, 𝐸𝐸𝑦𝑦 = 𝑎𝑎(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)); 𝐶𝐶1(𝑦𝑦, 𝑑𝑑) и 𝐶𝐶2(𝑥𝑥, 𝑑𝑑) – по-
стоянные интегрирования. 

Учитывая равенство полученных выражений, получаем −𝑎𝑎 𝑦𝑦3

3
+ 𝐶𝐶2(𝑥𝑥, 𝑑𝑑) = 

= 𝐶𝐶1(𝑦𝑦, 𝑑𝑑). 
Данное равенство справедливо в случае −𝑎𝑎 𝑦𝑦3

3
+ 𝐶𝐶 = 𝐶𝐶1(𝑦𝑦), где 𝐶𝐶 – 

произвольная постоянная. То есть 𝐶𝐶1(𝑦𝑦) = −𝑎𝑎 𝑦𝑦3

3
+ 𝐶𝐶. 

Тогда φ = −𝑎𝑎𝑥𝑥2𝑦𝑦 − 𝑎𝑎 𝑦𝑦3

3
+ 𝐶𝐶 = −𝑎𝑎𝑦𝑦 �𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2

3
� + 𝐶𝐶. 

 Ответ: φ = −𝑎𝑎𝑦𝑦 �𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2

3
� + 𝐶𝐶.  

 
Задача 2.19. Вычислить потенциал сферического 

слоя, заряженного равномерно с объемной плотностью 
заряда ρ. Радиусы слоя 𝑅𝑅1 и 𝑅𝑅2 (𝑅𝑅1 < 𝑅𝑅2) (рис. 2.10). 
Диэлектрическую проницаемость всюду считать равной 
единице. 

Решение. Изобразим рисунок в проекции на 
плоскость листа. Найдем модуль напряженности 
электрического поля, созданного заряженным 
сферическим слоем, с помощью теоремы Гаусса.  

Исходя из того, что силовые лини радиально расходятся из центра слоя, 
в качестве замкнутой 
поверхности выберем сферу 
радиусом 𝑟𝑟 (рис. 2.11). Поток 
вектора напряженности через 
сферическую замкнутую 
поверхность равен  
∮�𝐸𝐸�⃗ ,𝑑𝑑𝑆𝑆� = 𝐸𝐸 ∙ 4π𝑟𝑟2. 
 Заряд, заключенный 
внутри замкнутой поверхно-
сти радиусом 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟1 < 𝑅𝑅1, ра-
вен 𝑞𝑞1 = ∫ρ𝑑𝑑𝑉𝑉 = 0, т. к. 
внутри данной  замкнутой по-
верхности объемная плот-
ность заряда равна нулю.  

Найдем заряд, заклю-
ченный в замкнутую поверхность радиусом 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟2 (𝑅𝑅1 < 𝑟𝑟2 < 𝑅𝑅2): 

𝑞𝑞2 = �ρ𝑑𝑑𝑉𝑉 = �ρ4π𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑟𝑟
𝑟𝑟

𝑅𝑅1

= 4πρ
𝑟𝑟3 − 𝑅𝑅13

3 . 

𝑟𝑟 

𝑅𝑅1 

𝑅𝑅2 𝑂𝑂 

Рис. 2.11 

𝑟𝑟2 𝑟𝑟3 

𝐸𝐸�⃗  

𝑟𝑟1 

Рис. 2.10 

𝑅𝑅1 

𝑅𝑅2 
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Найдем заряд, заключенный в замкнутую поверхность радиусом 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟3 
(𝑟𝑟3 > 𝑅𝑅2):  

𝑞𝑞3 = �ρ𝑑𝑑𝑉𝑉 = � ρ4π𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑟𝑟

𝑅𝑅2

𝑅𝑅1

= 4πρ
𝑅𝑅23 − 𝑅𝑅13

3 . 

Подставим полученные выражения для потока и заряда в теорему Гаусса: 
𝐸𝐸1 ∙ 4π𝑟𝑟2 = 0 ⇒  𝐸𝐸1 = 0 (𝑟𝑟 < 𝑅𝑅1); 
𝐸𝐸2 ∙ 4π𝑟𝑟2 = 4πρ

ε0
∙ 𝑟𝑟

3−𝑅𝑅13

3
⇒ 𝐸𝐸2 = ρ

ε0
∙ 𝑟𝑟

3−𝑅𝑅13

3𝑟𝑟2
; 

𝐸𝐸3 ∙ 4π𝑟𝑟2 = 4πρ
ε0

∙ 𝑅𝑅2
3−𝑅𝑅13

3
⇒ 𝐸𝐸3 = ρ

ε0
∙ 𝑅𝑅2

3−𝑅𝑅13

3𝑟𝑟2
. 

 Если заряды находятся в замкнутой области пространства, то потенци-
ал в бесконечности можно принять равным нулю: φ∞ = 0.  

Найдем разность потенциалов между точками в бесконечности и точ-
ками вне заряженного слоя при 𝑟𝑟 > 𝑅𝑅2: 

∆φ∞−𝑟𝑟3 = φ∞ − φ3 = ��𝐸𝐸�⃗ 3,𝑑𝑑𝑟𝑟�
𝑟𝑟

∞

= �𝐸𝐸3𝑑𝑑𝑟𝑟cos0
𝑟𝑟

∞

= �
ρ
ε0
∙
𝑅𝑅23 − 𝑅𝑅13

3𝑟𝑟2 𝑑𝑑𝑟𝑟
𝑟𝑟

∞

= 

=
ρ
ε0
∙
𝑅𝑅23 − 𝑅𝑅13

3 ∙ �−
1
𝑟𝑟� �

𝑟𝑟

∞
= −

ρ
ε0
∙
𝑅𝑅23 − 𝑅𝑅13

3𝑟𝑟 . 

Так как φ∞ = 0, то φ3(𝑟𝑟) = ρ
ε0
∙ 𝑅𝑅2

3−𝑅𝑅13

3𝑟𝑟
. 

При 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅2 потенциал на внешней поверхности сферического слоя бу-
дет равен φ𝑅𝑅2 = ρ

ε0
∙ 𝑅𝑅2

3−𝑅𝑅13

3𝑅𝑅2
. 

Рассмотрим разность потенциалов между точками на внешней поверх-
ности и точками внутри заряженного слоя: 

∆φ𝑅𝑅2−𝑟𝑟2 = φ𝑅𝑅2 − φ2 = ��𝐸𝐸�⃗ 2,𝑑𝑑𝑟𝑟�
𝑟𝑟

𝑅𝑅2

= �𝐸𝐸2𝑑𝑑𝑟𝑟cos0
𝑟𝑟

𝑅𝑅2

= �
ρ
ε0
∙
𝑟𝑟3 − 𝑅𝑅13

3𝑟𝑟2 𝑑𝑑𝑟𝑟
𝑟𝑟

𝑅𝑅2

= 

=
ρ

3ε0
��𝑟𝑟𝑑𝑑𝑟𝑟

𝑟𝑟

𝑅𝑅2

− �
𝑅𝑅13

𝑟𝑟2 𝑑𝑑𝑟𝑟
𝑟𝑟

𝑅𝑅2

� =
ρ

3ε0
�
𝑟𝑟2

2 +
𝑅𝑅13

𝑟𝑟 � �
𝑟𝑟

𝑅𝑅2
=

ρ
3ε0

�
𝑟𝑟2

2 −
𝑅𝑅22

2 +
𝑅𝑅13

𝑟𝑟 −
𝑅𝑅13

𝑅𝑅2
�. 

Откуда φ2(𝑟𝑟) = φ𝑅𝑅2 − ∆φ𝑅𝑅2−2 = ρ
ε0
�𝑅𝑅2

2

2
− 𝑟𝑟2

6
− 𝑅𝑅13

3𝑟𝑟
�. 

 При 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅1 потенциал на внутренней поверхности сферического слоя 
будет равен φ𝑅𝑅1 = ρ

2ε0
(𝑅𝑅22 − 𝑅𝑅12). 

Найдем разность потенциалов между точками на внутренней поверхно-
сти и точками внутри полости при 𝑟𝑟 < 𝑅𝑅1: 

∆φ𝑅𝑅1−𝑟𝑟1 = φ𝑅𝑅1 − φ1 = ��𝐸𝐸�⃗1,𝑑𝑑𝑟𝑟�
𝑟𝑟

𝑅𝑅1

= 0. 
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 Тогда φ1 = φ𝑅𝑅1 = ρ
2ε0

(𝑅𝑅22 − 𝑅𝑅12) = const. 

Ответ: φ1 = ρ
2ε0

(𝑅𝑅22 − 𝑅𝑅12) при 𝑟𝑟 ≤ 𝑅𝑅1; φ2(𝑟𝑟) = ρ
ε0
�𝑅𝑅2

2

2
− 𝑟𝑟2

6
− 𝑅𝑅13

3𝑟𝑟
� при 

𝑅𝑅1 ≤ 𝑟𝑟2 ≤ 𝑅𝑅2; φ3(𝑟𝑟) = ρ
ε0
∙ 𝑅𝑅2

3−𝑅𝑅13

3𝑟𝑟
 при 𝑟𝑟 ≥ 𝑅𝑅2. 

 
Задачи для самостоятельного решения 

 2.20. Потенциал поля в некоторой области пространства зависит только 
от координаты 𝑥𝑥 как φ = −𝑎𝑎𝑥𝑥3 + 𝑏𝑏, где  𝑎𝑎 и 𝑏𝑏 – некоторые постоянные. 
Найти распределение объемного заряда ρ(𝑥𝑥).  

Ответ: ρ(𝑥𝑥) = 6𝑎𝑎ε0𝑥𝑥. 
2.21.  Найти потенциал электростатического поля с напряженностью         

𝐸𝐸�⃗ = 𝑎𝑎𝑦𝑦�̇⃗�𝚤 + (𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑑𝑑)𝚥𝚥̇⃗ + 𝑏𝑏𝑦𝑦𝑘𝑘�⃗ .  
Ответ: φ = −𝑦𝑦(𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑑𝑑) + 𝐶𝐶.  

 2.22. Вычислить потенциал шара с зарядом 𝑄𝑄, равномерно 
распределенным по объему. Радиус шара 𝑅𝑅. Диэлектрическую 
проницаемость всюду считать равной единице.  

Ответ: φ(𝑟𝑟) = 𝑄𝑄
4πε0𝑅𝑅

�3
2
− 𝑟𝑟2

2𝑅𝑅2
� при 𝑟𝑟 ≤ 𝑅𝑅; φ(𝑟𝑟) = 𝑄𝑄

4πε0𝑟𝑟
 при 𝑟𝑟 ≥ 𝑅𝑅. 

  2.23. Вычислить потенциал бесконечно длинного полого цилиндра, 
заряженного равномерно с поверхностной плотностью заряда σ. Радиус 
цилиндра 𝑅𝑅. Диэлектрическую проницаемость всюду считать равной 
единице.  

Указание. За нуль удобно принять потенциал на оси цилиндра: φ0 = 0. 
Ответ: φ = 0 при 𝑟𝑟 ≤ 𝑅𝑅; φ = −σ𝑅𝑅

ε0
ln 𝑟𝑟

𝑅𝑅
 при 𝑟𝑟 ≥ 𝑅𝑅.  

 
3. МАГНИТНОЕ ПОЛЕ В ВАКУУМЕ 

 
3.1. Вектор магнитной индукции.  

Закон Био – Савара – Лапласа 
 Магнитное поле – вид материи, создаваемый движущимися зарядами 
(токами) и действующий на движущиеся заряды (токи).    
 Силовой характеристикой магнитного поля является вектор магнит-
ной индукции 𝑩𝑩��⃗ (𝒓𝒓�⃗ ): 

𝐵𝐵 =
𝐹𝐹магнmax

|𝑞𝑞| ∙ 𝑣𝑣 , 

где 𝐵𝐵 – модуль вектора индукции магнитного поля в некоторой точке; �⃗�𝐹магн – 
сила, действующая на точечный заряд 𝑞𝑞, движущийся со скоростью  �⃗�𝑣 в маг-
нитном поле. Единица измерения в СИ: 1 Тл (тесла). 
 Если в некоторой точке пространства магнитное поле создано нескольки-
ми движущимися зарядами (токами), то выполняется принцип суперпозиции:  
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𝐵𝐵�⃗ = �𝐵𝐵�⃗ 𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

. 

 Если в некоторой точке пространства магнитное поле создается тонким 
проводником с током, вектор магнитной индукции определяется законом 
Био – Савара – Лапласа: 

𝑑𝑑𝐵𝐵�⃗ =
µ0𝐼𝐼�𝑑𝑑𝑙𝑙, 𝑟𝑟�
4π𝑟𝑟3

, 

где 𝑑𝑑𝑙𝑙 – элементарный участок тонкого проводника с током 𝐼𝐼; 𝑟𝑟 – радиус-
вектор данной точки поля относительно элементарного участка 𝑑𝑑𝑙𝑙.   
 По принципу суперпозиции магнитное поле, создаваемое всем тонким 
проводником длиной 𝐿𝐿  с током 𝐼𝐼, определяется по формуле 

𝐵𝐵�⃗ = �𝑑𝑑𝐵𝐵�⃗ = �
µ0𝐼𝐼�𝑑𝑑𝑙𝑙, 𝑟𝑟�
4π𝑟𝑟3

. 

 
Примеры решения задач 

Задача 3.1. Ток 𝐼𝐼 течет по тонкому замкнутому 
проводнику. Радиус изогнутой части проводника 𝑅𝑅, угол 
2φ = 90°. Найти магнитную индукцию в точке O (рис. 3.1).    

Решение. Разобьем контур, изображенный на рис. 3.1, 
на две части: прямолинейную и изогнутую. Рассмотрим 
магнитное поле, созданное каждой частью проводника с 
током, по отдельности. 

1. Разобьем прямолинейный участок проводника на 
элементарные участки 𝑑𝑑𝑙𝑙 с током 𝐼𝐼. Каждый такой уча-

сток создает магнитное поле, вектор 𝑑𝑑𝐵𝐵�⃗ 1 ко-
торого согласно закону Био – Савара – 

Лапласа 𝑑𝑑𝐵𝐵�⃗ 1 = µ0𝐼𝐼�𝑑𝑑𝑑𝑑,𝑟𝑟�
4π𝑟𝑟3

 направлен перпенди-
кулярно плоскости, в которой лежат векторы 
𝑑𝑑𝑙𝑙 и 𝑟𝑟 (рис. 3.2). 

Модуль вектора 𝑑𝑑𝐵𝐵�⃗ 1 равен 

𝑑𝑑𝐵𝐵1 =
µ0𝐼𝐼
4π𝑟𝑟3 𝑑𝑑𝑙𝑙 ∙ 𝑟𝑟 ∙ sinα. 

Из рис. 3.2 видно, что 𝑟𝑟 = 𝑏𝑏
sinα

;  
𝑏𝑏
−𝑦𝑦

= tgα; 𝑑𝑑𝑙𝑙 = 𝑑𝑑𝑦𝑦.  

Выполним преобразования: 𝑦𝑦 = − 𝑏𝑏
tgα

;  
𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑑𝑑α =

𝑑𝑑
𝑑𝑑α �−

𝑏𝑏
tgα� = −𝑏𝑏

𝑑𝑑(tgα)
𝑑𝑑α tg2α� =

𝑏𝑏
cos2α ∙ tg2α =

𝑏𝑏
sin2α. 

O 

Рис. 3.1 

𝑅𝑅 

2φ 

𝑟𝑟 

𝐼𝐼 

𝑑𝑑𝑙𝑙 

О 
𝑑𝑑𝐵𝐵�⃗  

α 

𝑏𝑏 

Рис. 3.2 

𝑦𝑦 

𝑂𝑂 
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Тогда 𝑑𝑑𝑦𝑦 = 𝑑𝑑𝑙𝑙 = 𝑏𝑏
sin2α

𝑑𝑑α. 
Подставим полученные выражения в формулу для 𝑑𝑑𝐵𝐵1 и воспользуемся 

принципом суперпозиции: 

𝐵𝐵1 = �𝑑𝑑𝐵𝐵1 = �
µ0𝐼𝐼
4π𝑟𝑟3 𝑑𝑑𝑙𝑙 ∙ 𝑟𝑟 ∙ sinα =

µ0𝐼𝐼
4π � 𝑏𝑏sinα𝑑𝑑α

α2

α1

=
µ0𝐼𝐼
4π𝑏𝑏 ∙

(cosα1 − cosα2). 

Исходя из условия задачи (рис. 3.3), 𝑏𝑏 = 𝑅𝑅sin π
4

= 

= 𝑅𝑅√2
2

; α1 = π
4
; α2 = 3π

4
. Тогда 𝐵𝐵1 = µ0𝐼𝐼

2π𝑅𝑅
. 

Примечание. Для бесконечно длинного проводника 
α1 = 0; α2 = π. Тогда модуль магнитной индукции в лю-
бой точке на расстоянии 𝑏𝑏 от проводника с током 𝐼𝐼 ра-
вен: 𝐵𝐵 = µ0𝐼𝐼

4π𝑏𝑏
∙ (cosα1 − cosα2) = µ0𝐼𝐼

2π𝑏𝑏
.    

2. Рассмотрим круговой виток радиусом 𝑅𝑅 с током 
𝐼𝐼 (рис. 3.4). Разобьем виток на элементарные участки 𝑑𝑑𝑙𝑙 
и выберем произвольный участок. Радиус-вектор данно-
го участка – 𝑟𝑟, его модуль 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅. Каждый такой 
участок создает магнитное поле, вектор 𝑑𝑑𝐵𝐵�⃗  кото-
рого согласно закону Био – Савара – Лапласа 

𝑑𝑑𝐵𝐵�⃗ = µ0𝐼𝐼�𝑑𝑑𝑑𝑑,𝑟𝑟�
4π𝑟𝑟3

 направлен перпендикулярно плос-
кости витка. 

Воспользуемся принципом суперпозиции: 
𝐵𝐵 = ∫𝑑𝑑𝐵𝐵 = ∫ µ0𝐼𝐼

4π𝑟𝑟3
𝑑𝑑𝑙𝑙 = µ0𝐼𝐼

4π𝑅𝑅3
∙ 2π𝑅𝑅 = µ0𝐼𝐼

2𝑅𝑅
. 

 В силу принципа су-
перпозиции очевидно, что 
часть витка будет создавать 
магнитное поле, модуль магнитной индукции которого 
равен 𝐵𝐵𝑛𝑛 = π−γ

2π
𝐵𝐵 (рис. 3.5). 

Возвращаясь к условию задачи, определим модуль 
магнитной индукции поля, созданного изогнутой частью 
витка с током: 𝐵𝐵2 = π−2φ

2π
𝐵𝐵 = 3π 2⁄

2π
µ0𝐼𝐼
2𝑅𝑅

= 3µ0𝐼𝐼
8𝑅𝑅

. 
Таким образом, на основании принципа суперпо-

зиции найдем индукцию поля, созданного контуром (см. рис. 3.1):  
𝐵𝐵 = 𝐵𝐵1 + 𝐵𝐵2 = µ0𝐼𝐼

2π
�3
4

+ 1
π
�. 

Ответ: 𝐵𝐵 = µ0𝐼𝐼
2π
�3
4

+ 1
π
�. 

 
Задача 3.2. Ток 𝐼𝐼 течет по длинному прямому проводнику, сечение ко-

торого имеет форму тонкого полукольца радиусом 𝑅𝑅 (рис. 3.6). Найти индук-
цию магнитного поля в точке O.  

O 

Рис. 3.3 

𝑅𝑅 

2φ 

α1 

α2 

𝑟𝑟 
⊙ 

𝑑𝑑𝑙𝑙 

O 𝑑𝑑𝐵𝐵�⃗  

Рис. 3.4 

I 

O 

Рис. 3.5 

𝑅𝑅 

γ 
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 Решение. Представим поверхностный ток как сово-
купность тонких бесконечных токов 𝑑𝑑𝐼𝐼, текущих вдоль 
поверхности проводника. Индукция магнитного поля каж-
дого линейного тока – 𝑑𝑑𝐵𝐵�⃗ , модуль которой 𝑑𝑑𝐵𝐵 = µ0𝑑𝑑𝐼𝐼

2π𝑅𝑅
      

(см. решение задачи 3.1). 
Рассмотрим два 

произвольных, симметричных точке O тока 
𝑑𝑑𝐼𝐼1 и 𝑑𝑑𝐼𝐼2 и соответствующие им векторы 
магнитной индукции 𝑑𝑑𝐵𝐵�⃗ 1 и 𝑑𝑑𝐵𝐵�⃗ 2 (рис. 3.7). 
В соответствии с принципом суперпози-
ции результирующий вектор 𝑑𝑑𝐵𝐵�⃗ 1,2 будет 
направлен горизонтально. Поскольку пара 
токов 𝑑𝑑𝐼𝐼1 и 𝑑𝑑𝐼𝐼2 выбрана произвольно, то 
очевидно, что индукция магнитного поля, 
созданного проводником в форме тонкого 
полукольца, имеет только горизонтальную 
проекцию, численное значение которой  

 
 

𝐵𝐵 = �𝑑𝑑𝐵𝐵cosα = �
µ0𝑑𝑑𝐼𝐼
2π𝑅𝑅 cosα = �

µ0
2π𝑅𝑅 ∙

𝐼𝐼
π𝑅𝑅 𝑅𝑅

π 2⁄

−π 2⁄

cosα𝑑𝑑α =
µ0𝐼𝐼
π2𝑅𝑅. 

Ответ: 𝐵𝐵 = µ0𝐼𝐼
π2𝑅𝑅

. 
 

Задача 3.3. Непроводящий тонкий диск радиусом 𝑅𝑅, равномерно заря-
женный с одной стороны с поверх-
ностной плотностью σ, вращается во-
круг своей оси с угловой скоростью 
ω. Найти индукцию магнитного поля 
на оси диска на высоте ℎ над центром 
диска.  

Решение. Разобьем диск на 
тонкие концентрические кольца ра-
диусом 𝑟𝑟, шириной 𝑑𝑑𝑟𝑟 с зарядом 𝑑𝑑𝑞𝑞. 
При вращении диска можно считать, 
что заряд 𝑑𝑑𝑞𝑞 создает круговой ток 𝑑𝑑𝐼𝐼 
(рис. 3.8).  При решении задачи учтем, 
что  𝑑𝑑𝑞𝑞 = σ𝑑𝑑𝑆𝑆 = σ2π𝑟𝑟𝑑𝑑𝑟𝑟; 𝑑𝑑𝐼𝐼 = 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑇𝑇
, где 

𝑇𝑇 = 2π
ω

 – период вращения диска. 
Магнитное поле тока 𝑑𝑑𝐼𝐼 описывается 

O 

𝑅𝑅 

Рис. 3.6 

𝑑𝑑𝐵𝐵�⃗ 1,2 
O 

Рис. 3.7 

⊗ ⊗ 
𝑑𝑑𝐼𝐼2 𝑑𝑑𝐼𝐼1 

𝑑𝑑𝐵𝐵�⃗ 2 

𝑑𝑑𝐵𝐵�⃗ 1 

α 

𝑑𝑑α α 

𝑑𝑑𝐵𝐵�⃗ к 

h 

𝑂𝑂 

𝑑𝑑𝑟𝑟к 

x 

y 

R 𝑟𝑟к −𝑅𝑅 

Рис. 3.8 
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вектором 𝑑𝑑𝐵𝐵�⃗ , направленным вдоль оси диска, модуль которого равен: 
 𝑑𝑑𝐵𝐵 = µ0𝑑𝑑𝐼𝐼𝑟𝑟2

2(𝑟𝑟2+ℎ2)3 2⁄  (данный результат можно получить, решив задачу 3.5).  
Воспользуемся принципом суперпозиции:  

𝐵𝐵 = 𝐵𝐵𝑦𝑦 = �
µ0𝑑𝑑𝐼𝐼𝑟𝑟2

2(𝑟𝑟2 + ℎ2)3 2⁄

𝑅𝑅

0

=
µ0σω

2 �
𝑟𝑟3𝑑𝑑𝑟𝑟

(𝑟𝑟2 + ℎ2)3 2⁄

𝑅𝑅

0

= 

=
µ0σω

2 �2(𝑟𝑟2 + ℎ2)1 2⁄ + 2ℎ2(𝑟𝑟2 + ℎ2)−1 2⁄ � �
𝑅𝑅

0
=
µ0σω

2 �
𝑅𝑅2 + 2ℎ2

√𝑅𝑅2 + ℎ2
− 2ℎ�. 

Примечание. При ℎ = 0 получим 𝐵𝐵0 = µ0σω𝑅𝑅
2

= µ0𝑑𝑑ω
2π𝑅𝑅

 – модуль индукции 
магнитного поля в центре диска (учли, что σ = 𝑑𝑑

π𝑅𝑅2
).   

Ответ: 𝐵𝐵 = µ0σω
2

� 𝑅𝑅2+2ℎ2

(𝑅𝑅2+ℎ2)1 2⁄ − 2ℎ�. 
 

Задачи для самостоятельного решения 
3.4. Найти индукцию магнитного поля в центре контура, имеющего 

вид: 1) прямоугольника, если его диагональ 𝑑𝑑, угол между диагоналями φ и 
ток в контуре 𝐼𝐼; 2) контура с током 𝐼𝐼, вид которого показан на рис. 3.9. Ради-
усы 𝑎𝑎 и 𝑏𝑏, а также угол φ известны. 

Ответ: 1) 𝐵𝐵 = 4µ0𝐼𝐼 π𝑑𝑑sinφ⁄ ; 2) 𝐵𝐵 = µ0𝐼𝐼
4π
�2π−φ

𝑎𝑎
+ φ

𝑏𝑏
�. 

 3.5. По круговому витку радиусом R из тон-
кого провода циркулирует ток I. Найти магнитную 
индукцию на оси витка на высоте h над его цен-
тром. 

Ответ: 𝐵𝐵 = µ0𝐼𝐼𝑅𝑅2 2(𝑅𝑅2 + ℎ2)3 2⁄⁄ .  
 3.6. Бесконечный ток равномерно распреде-
лен по плоскости 𝑥𝑥𝑂𝑂𝑦𝑦 так, что модуль его линей-
ной плотности одинаков и равен 𝑗𝑗. Определить мо-
дуль индукции магнитного поля на высоте ℎ над 
этой плоскостью.  

Ответ: 𝐵𝐵 = µ0𝑗𝑗
2

. 
3.7. Непроводящая цилиндрическая поверхность радиусом 𝑅𝑅 и высотой 

ℎ заряжена равномерно с поверхностной плотностью σ. Цилиндр вращается 
вокруг своей оси с постоянной угловой скоростью ω. Найти модуль магнит-
ной индукции в центре одного из оснований цилиндра. 

Ответ: 𝐵𝐵 = µ0𝑅𝑅σωℎ 2(𝑅𝑅2 + ℎ2)1 2⁄⁄ .   
  3.8. Однослойная катушка (соленоид) имеет длину 𝑙𝑙 и радиус сечения 
𝑅𝑅. Число витков на единицу длины – 𝑛𝑛. Найти индукцию магнитного поля в 
центре катушки, если ток через нее равен 𝐼𝐼.  

Ответ: 𝐵𝐵 = µ0𝐼𝐼𝑛𝑛 �1 + (2𝑅𝑅 𝑙𝑙⁄ )2⁄ . 

𝑏𝑏 φ 

𝑜𝑜 𝐼𝐼 
𝑎𝑎 

Рис. 3.9 
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3.2. Теорема о циркуляции вектора 𝑩𝑩��⃗  
 Теорема о циркуляции вектора 𝑩𝑩��⃗  в интегральной форме. Циркуля-
ция вектора индукции магнитного поля 𝐵𝐵�⃗  по произвольному замкнутому 
контуру (𝐿𝐿) равна алгебраической сумме токов, охватываемых этим конту-
ром, умноженной на магнитную постоянную µ0: 

��𝐵𝐵�⃗ ,𝑑𝑑𝑙𝑙� = µ0�𝐼𝐼𝑖𝑖 . 

На практике данная форма теоремы позволяет найти модуль вектора 
магнитной индукции в различных точках пространства относительно сим-
метричного проводника с током подобно тому, как используется теорема Гаусса 
для нахождения модуля вектора напряженности электростатического поля.  
 Теорема о циркуляции вектора 𝑩𝑩��⃗  в дифференциальной форме:  

�∇��⃗ ,𝐵𝐵�⃗ � = µ0𝚥𝚥̇⃗, или rot𝐵𝐵�⃗ = µ0𝚥𝚥̇⃗, 
где 𝚥𝚥̇⃗ – плотность тока проводимости. 

Неравенство нулю ротора вектора 𝐵𝐵�⃗  говорит о вихревом характере 
магнитного поля. 

 
Примеры решения задач 

Задача 3.9. Определить индукцию магнитного поля тока, равномерно 
распределенного по плоскости с линейной 
плотностью тока j



 .  
 Решение. Пусть плоскость с током 
совпадает с плоскостью 𝑥𝑥𝑂𝑂𝑦𝑦. Рассмотрим 
поверхностный ток, как совокупность ли-
нейных токов (рис. 3.10). На основании 
принципа суперпозиции для вектора 𝐵𝐵�⃗  
можно утверждать, что вектор индукции 
магнитного поля безграничной пластины с 
током в любой точке вне пластины направ-
лен параллельно плоскости (см. задачу 3.6). 
Выберем замкнутый контур (𝐿𝐿) в виде пря-
моугольника (𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐𝑑𝑑). За направление обхо-
да контура выберем направление против 
часовой стрелки.  Циркуляция вектора 𝐵𝐵�⃗   
по контуру (𝐿𝐿): 

��𝐵𝐵�⃗ ,𝑑𝑑𝑙𝑙� = � 𝐵𝐵1𝑑𝑑𝑙𝑙1
(𝑎𝑎𝑏𝑏)

cos0 + � 𝐵𝐵2𝑑𝑑𝑙𝑙2
(𝑐𝑐𝑑𝑑)

cos0 + � 𝐵𝐵3𝑑𝑑𝑙𝑙3
(𝑏𝑏𝑐𝑐)

cos
π
2 + 

+ � 𝐵𝐵4𝑑𝑑𝑙𝑙4
(𝑑𝑑𝑎𝑎)

cos
π
2 = �Введем обозначение:

𝑎𝑎𝑏𝑏 = 𝑐𝑐𝑑𝑑 = 𝐿𝐿 � = 2𝐵𝐵𝐿𝐿. 

 Найдем суммарный ток, охваченный контуром: 𝐼𝐼 = 𝑗𝑗𝐿𝐿. 

𝑑𝑑𝑙𝑙 

𝑑𝑑𝑙𝑙 

𝑑𝑑𝑙𝑙 

𝑑𝑑𝑙𝑙 

𝐵𝐵�⃗  
𝐵𝐵�⃗  

𝐵𝐵�⃗  
𝐵𝐵�⃗  

𝑎𝑎 𝑏𝑏 

𝑐𝑐 𝑑𝑑 

Рис. 3.10 

𝑥𝑥 
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 Запишем теорему о циркуляции: 2𝐵𝐵𝐿𝐿 = µ0𝑗𝑗𝐿𝐿. Тогда 𝐵𝐵 = µ0𝑗𝑗
2

= const в 
любой точке вне плоскости. 
 Примечание. Этот же ответ получается, если решить задачу с использо-
ванием принципа суперпозиции. 
 Ответ: 𝐵𝐵 = µ0𝑗𝑗

2
.  

 
 Задача 3.10. По однородному прямому проводу, радиус сечения кото-
рого 𝑅𝑅, течет постоянный ток с плотностью 𝑗𝑗(𝑟𝑟) = 𝑗𝑗0𝑟𝑟2. Найти модуль ин-
дукции магнитного поля этого тока в точке, положение которой относитель-
но оси провода определяется радиусом-вектором 𝑟𝑟. Магнитная проницае-
мость всюду равна единице. 
 Решение. Замкнутый контур (𝐿𝐿) изобразим в виде окружности с цен-
тром на оси провода (рис. 3.11). За направление обхода контура выберем 
направление против часовой стрелки. Направление вектора 𝐵𝐵�⃗  определяется 
правилом правого винта по отношению к вектору плотности тока j



, поэтому 
сонаправлено с вектором 𝑑𝑑𝑙𝑙 в любой точ-
ке контура.   

Рассмотрим точку внутри провод-
ника, положение которой определяется 
радиусом-вектором 𝑟𝑟1. В силу характера 
𝑗𝑗(𝑟𝑟) очевидно, что модуль вектора маг-
нитной индукции одинаков во всех точ-
ках контура.  

Найдем циркуляцию вектора 𝐵𝐵�⃗  по 
замкнутому контуру (𝐿𝐿1): 

∮�𝐵𝐵�⃗ 1,𝑑𝑑𝑙𝑙� = 𝐵𝐵1 ∫𝑑𝑑𝑙𝑙 ∙ cos0 = 𝐵𝐵1𝐿𝐿1 =
= 𝐵𝐵12π𝑟𝑟1. 

Найдем суммарный ток, охвачен-
ный контуром (𝐿𝐿1):  

𝐼𝐼1 = �� j


,𝑑𝑑𝑆𝑆� = �𝑗𝑗0𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑆𝑆 ∙ cos0 = 

= � 𝑗𝑗0𝑟𝑟22π𝑟𝑟𝑑𝑑𝑟𝑟

𝑟𝑟1

0

=
1
2π𝑗𝑗0𝑟𝑟1

4. 

Запишем теорему о циркуляции: 

𝐵𝐵12π𝑟𝑟1 = µ0
π𝑗𝑗0𝑟𝑟14

2
 ⇒  𝐵𝐵1 = µ0𝑗𝑗0𝑟𝑟13

4
. 

 

Рассмотрим точку вне проводника, положение которой определяется 
радиусом-вектором 𝑟𝑟2. Аналогично первому случаю циркуляция вектора 𝐵𝐵�⃗  по    
замкнутому контуру (𝐿𝐿2) равна ∮�𝐵𝐵�⃗ 2,𝑑𝑑𝑙𝑙� = 𝐵𝐵2𝐿𝐿2 = 𝐵𝐵22π𝑟𝑟2. 

(𝐿𝐿1) 

𝐵𝐵�⃗ 2 

𝑟𝑟1 

Рис. 3.11 

𝑅𝑅 
𝑟𝑟2 

(𝐿𝐿2) 

𝚥𝚥 

𝑑𝑑𝑙𝑙2 

𝐵𝐵�⃗ 1 𝑑𝑑𝑙𝑙1 
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 Суммарный ток, охваченный контуром (𝐿𝐿2): 

𝐼𝐼2 = ��𝚥𝚥,𝑑𝑑𝑆𝑆� = � 𝑗𝑗0𝑟𝑟22π𝑟𝑟𝑑𝑑𝑟𝑟
𝑅𝑅

0

=
1
2π𝑗𝑗0𝑅𝑅

4. 

Запишем теорему о циркуляции: 𝐵𝐵22π𝑟𝑟2 = µ0
π𝑗𝑗0𝑅𝑅4

2
 ⇒  𝐵𝐵2 = µ0𝑗𝑗0𝑅𝑅4

4𝑟𝑟2
. 

 Ответ: 𝐵𝐵 = µ0𝑗𝑗0𝑟𝑟3

4
 при 𝑟𝑟 ≤ 𝑅𝑅; 𝐵𝐵 = µ0𝑗𝑗0𝑅𝑅4

4𝑟𝑟
 при 𝑟𝑟 ≥ 𝑅𝑅. 

 
Задачи для самостоятельного решения 

3.11. Определить модуль индукции магнитного поля тока, равномерно 
распределенного по двум параллельным плоскостям с линейными плотно-
стями тока 𝚥𝚥̇⃗ и −𝚥𝚥̇⃗. 

Ответ: между плоскостями 𝐵𝐵 = µ0𝑗𝑗; вне плоскостей 𝐵𝐵 = 0. 
3.12. По однородному прямому проводу, радиус сечения которого 𝑅𝑅, 

течет постоянный ток с плотностью 𝚥𝚥̇⃗. Найти индукцию магнитного поля это-
го тока в точке, положение которой относительно оси провода определяется 
радиусом-вектором 𝑟𝑟. Магнитная проницаемость всюду равна единице. 

Ответ: 𝐵𝐵�⃗ = µ0
2
�𝚥𝚥̇⃗, 𝑟𝑟� при 𝑟𝑟 ≤ 𝑅𝑅; 𝐵𝐵�⃗ = µ0𝑅𝑅2

2𝑟𝑟2
�𝚥𝚥̇⃗, 𝑟𝑟� при 𝑟𝑟 ≥ 𝑅𝑅. 

 3.13. Однородный ток с плотностью 𝚥𝚥̇⃗ течет внутри неограниченной 
пластины толщиной 2𝑑𝑑 параллельно ее поверхности. Найти модуль индук-
ции магнитного поля этого тока как функцию расстояния 𝑟𝑟 от средней плос-
кости пластины. Магнитную проницаемость всюду считать равной единице.  

Ответ: 𝐵𝐵 = µ0𝑗𝑗𝑟𝑟 при 𝑟𝑟 ≤ 𝑑𝑑; 𝐵𝐵 = µ0𝑗𝑗𝑑𝑑 при 𝑟𝑟 ≥ 𝑑𝑑. 
  

4. СИЛА АМПЕРА. СИЛА ЛОРЕНЦА 
 

На точечный заряд q , движущийся со скоростью �⃗�𝑣 в электромагнитном 
поле, действует сила Лоренца: �⃗�𝐹 = 𝑞𝑞𝐸𝐸�⃗ + 𝑞𝑞��⃗�𝑣,𝐵𝐵�⃗ �. 

Сила зависит от времени, положения заряда, его скорости. Положение 
заряда можно задать с помощью радиуса-вектора 𝑟𝑟, проведенного из некото-
рой неподвижной точки 𝑂𝑂 (начало координат) в точку нахождения заряда. 
Для количественного описания вводят систему координат (декартову, сфери-
ческую, цилиндрическую и т. д.). При выборе прямоугольной декартовой си-
стемы координат положение задается проекциями точки нахождения заряда 
на координатные оси 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑑𝑑. Радиус-вектор 𝑟𝑟 = 𝑥𝑥�̇⃗�𝚤 + 𝑦𝑦𝚥𝚥̇⃗ + 𝑑𝑑𝑘𝑘�⃗ . 

С течением времени 𝑟𝑟, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑑𝑑  меняются, т. е. они являются функциями 
времени. Скорость их изменения характеризует мгновенная скорость и ее 
проекции на координатные оси как производные этих функций по времени: 

�⃗�𝑣 = lim
∆𝑡𝑡→0

∆𝑟𝑟
∆𝑡𝑡 =

𝑑𝑑𝑟𝑟
𝑑𝑑𝑡𝑡 = �̇�𝑟;  𝑣𝑣𝑥𝑥 = lim

∆𝑡𝑡→0

∆𝑥𝑥
∆𝑡𝑡 =

𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡 = �̇�𝑥;  𝑣𝑣𝑦𝑦 =

𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑡𝑡 = �̇�𝑦;  𝑣𝑣𝑧𝑧 =

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡 = �̇�𝑑. 
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Скорость – это производная радиуса-вектора по времени. За элемен-
тарный (бесконечно малый) промежуток времени 𝑑𝑑𝑡𝑡 заряд (материальная 
точка, частица) испытывает элементарное перемещение 𝑑𝑑𝑟𝑟 = �⃗�𝑣𝑑𝑑𝑡𝑡. 

Дифференциал функции 𝑟𝑟 – 𝑑𝑑𝑟𝑟 равен производной этой векторной 
функции, умноженной на дифференциал независимой переменной 𝑡𝑡 – 𝑑𝑑𝑡𝑡. 
При движении заряда только в магнитном поле на него действует сила, пер-
пендикулярная скорости. При элементарном перемещении 𝑑𝑑𝑟𝑟 работа этой 
силы равна нулю. Поэтому будет сохраняться кинетическая энергия частицы. 

Скорость изменения скорости называют ускорением: 

�⃗�𝑎 = lim
∆𝑡𝑡→0

∆�⃗�𝑣
∆𝑡𝑡 =

𝑑𝑑�⃗�𝑣
𝑑𝑑𝑡𝑡 = �̇⃗�𝑣 =

𝑑𝑑2𝑟𝑟
𝑑𝑑𝑡𝑡2 = �̈�𝑟; 

𝑎𝑎𝑥𝑥 = lim
∆𝑡𝑡→0

∆𝑣𝑣𝑥𝑥
∆𝑡𝑡 =

𝑑𝑑𝑣𝑣𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡 = 𝑣𝑣�̇�𝑥 =

𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 = �̈�𝑥;  𝑎𝑎𝑦𝑦 = �̈�𝑦;  𝑎𝑎𝑧𝑧 = �̈�𝑑.  

Движение частицы определяется вторым законом Ньютона: скорость 
изменения импульса материальной точки равна действующей на нее силе: 

𝑑𝑑𝑝𝑝
𝑑𝑑𝑡𝑡 = 𝐹𝐹.���⃗  

В нерелятивистской механике, изучающей движение тел со скоростями 
𝑣𝑣 значительно меньшими скорости света 𝑐𝑐, импульс 𝑝𝑝 = 𝑚𝑚�⃗�𝑣. В этом случае 
уравнение движения приобретает вид 𝑚𝑚�⃗�𝑎 = �⃗�𝐹. 

В релятивистской теории 

𝑝𝑝 =
𝑚𝑚�⃗�𝑣

�1 − 𝑣𝑣2/𝑐𝑐2
. 

Электрический ток – упорядоченное движение носителей тока с неко-
торой скоростью 𝑢𝑢�⃗ . Следовательно, в магнитном поле на носители тока будет 
действовать магнитная сила �⃗�𝐹𝑚𝑚 = 𝑞𝑞�𝑢𝑢�⃗ ,𝐵𝐵�⃗ �. Ее действие передается проводни-
ку и в результате на проводник с током, помещенный в магнитное поле, дей-
ствует сила – сила Ампера.  

Пусть проводник с током занимает некоторый объем 𝑉𝑉. Распределение 
тока по объему характеризуется плотностью тока 𝚥𝚥̇⃗. На элементарный объем 
𝑑𝑑𝑉𝑉 со стороны магнитного поля, индукция которого 𝐵𝐵�⃗ , будет действовать си-
ла 𝑑𝑑�⃗�𝐹 = � 𝚥𝚥̇⃗,𝐵𝐵�⃗ �𝑑𝑑𝑉𝑉. 

В случае тонкого проводника с током 𝐼𝐼 на элементарный участок 𝑑𝑑𝑙𝑙 со 
стороны магнитного поля, индукция которого 𝐵𝐵�⃗ , действует сила                
𝑑𝑑�⃗�𝐹 = 𝐼𝐼�𝑑𝑑𝑙𝑙,𝐵𝐵�⃗ �. Вектор 𝑑𝑑𝑙𝑙  направлен по касательной к проводнику в направ-
лении по току. 
 

Примеры решения задач 
Задача 4.1. Частица с удельным зарядом 𝑞𝑞/𝑚𝑚 движется прямолинейно 

вдоль оси 𝑂𝑂𝑥𝑥 под действием электрического поля 𝐸𝐸�⃗ = (𝐸𝐸0 − 𝑘𝑘𝑥𝑥)�̇⃗�𝚤, где 𝐸𝐸0, 𝑘𝑘 – 
положительные постоянные. В момент времени 𝑡𝑡 = 0 частица покоилась в 
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начале координат. Найти расстояние, пройденное частицей до точки, где она 
остановилась, и ее ускорение в этой точке. 

Решение. Проекция уравнения движения частицы на ось 𝑂𝑂𝑥𝑥 приводит 
к дифференциальному уравнению 𝑚𝑚𝑑𝑑𝑣𝑣𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑡𝑡
= 𝑞𝑞(𝐸𝐸0 − 𝑘𝑘𝑥𝑥). 

Чтобы избавиться от одной переменной – 𝑡𝑡, будем рассматривать 𝑣𝑣𝑥𝑥 
как сложную функцию: 𝑣𝑣𝑥𝑥(𝑥𝑥(𝑡𝑡)). Тогда производная 𝑑𝑑𝑣𝑣𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑡𝑡
= 𝑑𝑑𝑣𝑣𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 𝑑𝑑𝑣𝑣𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑣𝑣𝑥𝑥. 

Подставив производную 𝑑𝑑𝑣𝑣𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡

 в уравнение движения, получаем 

𝑚𝑚𝑑𝑑𝑣𝑣𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑣𝑣𝑥𝑥 = 𝑞𝑞(𝐸𝐸0 − 𝑘𝑘𝑥𝑥) – уравнение, в котором можно разделить переменные:                           
𝑚𝑚𝑣𝑣𝑥𝑥𝑑𝑑𝑣𝑣𝑥𝑥 = 𝑞𝑞(𝐸𝐸0 − 𝑘𝑘𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥. 

Проинтегрировав это выражение, получаем 
∫𝑚𝑚𝑣𝑣𝑥𝑥𝑑𝑑𝑣𝑣𝑥𝑥 = ∫𝑞𝑞(𝐸𝐸0 − 𝑘𝑘𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥; 𝑚𝑚𝑣𝑣𝑥𝑥2

2
= 𝑞𝑞 �𝐸𝐸0𝑥𝑥 −

𝑘𝑘𝑥𝑥2

2
� + 𝐶𝐶. 

Постоянная интегрирования 𝐶𝐶 = 0, т. к. частица покоилась в начале ко-
ординат.  

Следовательно, частица остановится (𝑣𝑣𝑥𝑥 = 0), пройдя расстояние 
𝑥𝑥ост = 2𝐸𝐸0

𝑘𝑘
. 

Подставив полученное выражение в уравнение движения, найдем уско-
рение в точке остановки: 𝑎𝑎𝑥𝑥ост = −𝑞𝑞𝐸𝐸0/𝑚𝑚. 

Ответ: 𝑎𝑎𝑥𝑥ост = −𝑞𝑞𝐸𝐸0/𝑚𝑚. 
 

Задача 4.2. Из начала координат 𝑂𝑂 области, где созданы однородные па-
раллельные оси 𝑂𝑂𝑦𝑦 электрическое и магнитное поля с напряженностью 𝐸𝐸 и ин-
дукцией 𝐵𝐵, вылетает в направлении оси 𝑂𝑂𝑥𝑥 частица с удельным зарядом 𝑞𝑞/𝑚𝑚. 
Начальная скорость частицы равна 𝑣𝑣0. Найти для нерелятивистского случая ко-
ординату 𝑦𝑦𝑛𝑛 частицы в момент, когда она n-й раз пересечет ось 𝑂𝑂𝑦𝑦. Определить 
угол α между вектором скорости частицы и осью 𝑂𝑂𝑦𝑦 в этот момент времени. 
 Решение. На частицу со стороны электрического поля действует сила 
𝑞𝑞𝐸𝐸�⃗ , направленная вдоль оси 𝑂𝑂𝑦𝑦. Со стороны магнитного поля действует сила 
𝑞𝑞��⃗�𝑣,𝐵𝐵�⃗ �, перпендикулярная оси 𝑂𝑂𝑦𝑦. Под действием электрического поля у 
скорости частицы появится компонента, параллельная 𝑂𝑂𝑦𝑦. Разобьем скорость 
на две составляющие: �⃗�𝑣∥, направленную вдоль полей, и �⃗�𝑣⊥, лежащую в плос-
кости 𝑥𝑥𝑂𝑂𝑑𝑑 и перпендикулярную полям. Скорость частицы равна �⃗�𝑣 = �⃗�𝑣∥ + �⃗�𝑣⊥.  

Проекция уравнения движения частицы 𝑚𝑚𝑑𝑑𝑣𝑣�⃗
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 𝑞𝑞𝐸𝐸�⃗ + 𝑞𝑞��⃗�𝑣,𝐵𝐵�⃗ � на ось 𝑂𝑂𝑦𝑦 

имеет следующий вид: 𝑚𝑚𝑑𝑑𝑣𝑣∥
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 𝑞𝑞𝐸𝐸. 

Следовательно, 𝑣𝑣∥ = 𝑣𝑣𝑦𝑦 = 𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 𝑑𝑑𝐸𝐸𝑡𝑡
𝑣𝑣
⟹ 𝑦𝑦 = 𝑑𝑑𝐸𝐸𝑡𝑡2

2𝑚𝑚
 с учетом начальных 

условий. 
Проекция уравнения движения на плоскость 𝑥𝑥𝑂𝑂𝑑𝑑 имеет следующий вид: 

𝑚𝑚𝑑𝑑𝑣𝑣�⃗ ⊥
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 𝑞𝑞��⃗�𝑣∥ + �⃗�𝑣⊥,𝐵𝐵�⃗ �  ⟹𝑚𝑚𝑑𝑑𝑣𝑣�⃗ ⊥
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 𝑞𝑞��⃗�𝑣⊥,𝐵𝐵�⃗ �. 
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Последнее уравнение формально описывает движение частицы под 
действием силы, перпендикулярной скорости и равной  по модулю 𝑞𝑞𝑣𝑣⊥𝐵𝐵. Та-
кое движение происходит по окружности с центростремительным ускорени-
ем 𝑣𝑣⊥2/𝑅𝑅 в соответствии с уравнением 𝑚𝑚𝑣𝑣⊥2

𝑅𝑅
= 𝑞𝑞𝑣𝑣⊥𝐵𝐵. 

Вследствие ортогональности силы 𝑞𝑞��⃗�𝑣⊥,𝐵𝐵�⃗ � и скорости �⃗�𝑣⊥ величина по-
следней не меняется и равна 𝑣𝑣⊥ = 𝑣𝑣0. Радиус окружности 𝑅𝑅 постоянен. Ча-
стица одновременно движется с постоянной по величине скоростью 𝑣𝑣⊥по 
окружности радиусом 𝑅𝑅 и возрастающей со временем скоростью 𝑣𝑣∥ вдоль оси 𝑂𝑂𝑦𝑦.  

Таким образом, траектория движения представляет собой спираль на 
цилиндре, шаг которой возрастает. Частица будет пересекать ось 𝑂𝑂𝑦𝑦 через 
промежутки времени, равные времени одного оборота проекции частицы на 
плоскость 𝑥𝑥𝑂𝑂𝑑𝑑: 𝑇𝑇 = 2π𝑅𝑅

𝑣𝑣⊥
= 2π𝑚𝑚

𝑑𝑑𝑞𝑞
. 

Искомая координата пересечения оси 𝑂𝑂𝑦𝑦 равна 

𝑦𝑦𝑛𝑛 =
𝑞𝑞𝐸𝐸(𝑛𝑛𝑇𝑇)2

2𝑚𝑚 =
2π2𝑚𝑚𝐸𝐸𝑛𝑛2

𝑞𝑞𝐵𝐵2 . 

Угол между вектором скорости �⃗�𝑣 и осью 𝑂𝑂𝑦𝑦 определяется соотношени-
ем tgα = 𝑣𝑣⊥

𝑣𝑣∥
= 𝑣𝑣0𝑞𝑞

2π𝐸𝐸𝑛𝑛
. 

Ответ: 𝑦𝑦𝑛𝑛 = 2π2𝑚𝑚𝐸𝐸𝑛𝑛2

𝑑𝑑𝑞𝑞2
; tgα = 𝑣𝑣0𝑞𝑞

2π𝐸𝐸𝑛𝑛
. 

 
Задача 4.3. По безграничной 

плоскости течет ток, линейная 
плотность которого �̇⃗�𝚤 одинакова во 
всех точках плоскости. Над плос-
костью параллельно �̇⃗�𝚤 расположен 
длинный тонкий прямой провод с 
током 𝐼𝐼 (рис. 4.1).  Найти силу, 
действующую на единицу длины 
провода со стороны поверхности. 
 Решение. Ось 𝑂𝑂𝑥𝑥 располо-
жим в плоскости с током и  напра-
вим перпендикулярно �̇⃗�𝚤. Поместим 
начало отсчета под проводом. Разобьем плоскость на полосы шириной 𝑑𝑑𝑥𝑥, 
параллельные �̇⃗�𝚤. Полоса в месте нахождения провода создает магнитное поле, 
величина индукции которого 𝑑𝑑𝐵𝐵 = µ0𝑖𝑖𝑑𝑑𝑥𝑥

2π𝑟𝑟
. 

Вектор 𝑑𝑑𝐵𝐵�⃗  составляет угол α с плоскостью. Проекция результирующе-
го вектора 𝐵𝐵�⃗  на ось 𝑂𝑂𝑥𝑥 равна 

𝐵𝐵𝑥𝑥 = �
µ0𝑖𝑖𝑑𝑑𝑥𝑥
2π𝑟𝑟

ℎ
𝑟𝑟

+∞

−∞

=
µ0𝑖𝑖ℎ
2π �

𝑑𝑑𝑥𝑥
ℎ2 + 𝑥𝑥2

+∞

−∞

=
µ0𝑖𝑖
2π �arctg(+∞)− arctg(−∞)� =

µ0𝑖𝑖
2 . 

𝐵𝐵�⃗  

𝑑𝑑𝐵𝐵�⃗  

𝑂𝑂  ⊗ �̇⃗�𝚤    𝑥𝑥     𝑥𝑥 + 𝑑𝑑𝑥𝑥 ⊗ �̇⃗�𝚤 
    

𝑥𝑥 

𝑦𝑦 

α 

⊗ �̇⃗�𝚤 
  

𝑟𝑟 

Рис. 4.1 

⊗ 
𝐼𝐼 
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Здесь ℎ – высота провода над плоскостью.  
Из симметрии задачи очевидно, что проекция 𝐵𝐵�⃗  на ось 𝑂𝑂𝑦𝑦 равна нулю. 

Этому соответствует антисимметричность подынтегрального выражения 

𝐵𝐵𝑦𝑦 = �
µ0𝑖𝑖𝑑𝑑𝑥𝑥
2π𝑟𝑟

𝑥𝑥
𝑟𝑟

+∞

−∞

= 0. 

Индукция магнитного поля перпендикулярна проводу, параллельна 
плоскости и по величине равна 𝐵𝐵 = µ0𝑖𝑖

2
. 

Следовательно, сила, действующая на единицу длины провода со сто-
роны поверхности, равна 𝐹𝐹ед = 𝐹𝐹𝐴𝐴

𝑑𝑑
= µ0𝑖𝑖𝐼𝐼

2
. 

Ответ: 𝐹𝐹ед = µ0𝑖𝑖𝐼𝐼
2

. 
 

Задача 4.4. Магнетрон состоит из нити накала радиусом 𝑎𝑎 и коакси-
ального цилиндрического анода радиусом 𝑏𝑏, которые находятся в однород-
ном магнитном поле, параллельном нити (рис. 4.2). Между нитью и анодом 
приложена ускоряющая разность потенциалов 𝑈𝑈. Найти значение индукции 
магнитного поля, при котором электроны, вылетающие с нулевой начальной 
скоростью из нити, будут достигать анода. 
 Решение. На электрон, движущий-
ся в магнетроне, действует сила Лоренца. 
Уравнение движения электрона 

𝑚𝑚
𝑑𝑑�⃗�𝑣
𝑑𝑑𝑡𝑡 = (−𝑒𝑒)𝐸𝐸�⃗ + (−𝑒𝑒)��⃗�𝑣,𝐵𝐵�⃗ � 

умножим векторно слева на 𝑟𝑟:  

𝑚𝑚�𝑟𝑟,
𝑑𝑑�⃗�𝑣
𝑑𝑑𝑡𝑡� = −𝑒𝑒 �𝑟𝑟, ��⃗�𝑣,𝐵𝐵�⃗ ��. 

Векторное произведение �𝑟𝑟,𝐸𝐸�⃗ � = 0�⃗ , 
т. к. 𝑟𝑟 ↑↓ 𝐸𝐸�⃗ . Воспользовавшись равен-
ством 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑡𝑡
[𝑟𝑟, �⃗�𝑣] = [�⃗�𝑣, �⃗�𝑣] + �𝑟𝑟, 𝑑𝑑𝑣𝑣�⃗

𝑑𝑑𝑡𝑡
� = �𝑟𝑟, 𝑑𝑑𝑣𝑣�⃗

𝑑𝑑𝑡𝑡
� и 

расписав двойное векторное произведе-
ние, приходим к уравнению 
𝑚𝑚 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑡𝑡
[𝑟𝑟, �⃗�𝑣] = −𝑒𝑒�⃗�𝑣�𝑟𝑟,𝐵𝐵�⃗ � + 𝑒𝑒𝐵𝐵�⃗ (𝑟𝑟, �⃗�𝑣) =  

= 𝑒𝑒𝐵𝐵�⃗ (𝑟𝑟, �⃗�𝑣).  
Учли, что 𝑟𝑟 ⊥ 𝐵𝐵�⃗ .  
Вектор �⃗�𝑣 разложим на радиальную составляющую �⃗�𝑣𝑟𝑟, параллельную 𝑟𝑟, 

и перпендикулярную 𝑟𝑟 составляющую �⃗�𝑣φ: �⃗�𝑣 = �⃗�𝑣𝑟𝑟 + �⃗�𝑣φ. 
Получаем уравнение 𝑚𝑚 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑡𝑡
�𝑟𝑟, �⃗�𝑣φ� = 𝑒𝑒𝐵𝐵�⃗ 𝑟𝑟𝑣𝑣𝑟𝑟 . 

𝑟𝑟 

�⃗�𝑣φ 
�⃗�𝑣𝑟𝑟 

�⃗�𝑣 

Рис. 4.2 

⊗   𝐵𝐵�⃗  

𝑏𝑏 
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Так как �𝑟𝑟, �⃗�𝑣φ� ⇈ 𝐵𝐵�⃗ , то проекция этого уравнения на направление, за-
данное 𝐵𝐵�⃗ , равна 𝑚𝑚 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑡𝑡
�𝑟𝑟𝑣𝑣φ� = 𝑒𝑒𝐵𝐵𝑟𝑟𝑣𝑣𝑟𝑟 . 

Подставив производные 𝑑𝑑𝑟𝑟
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 𝑣𝑣𝑟𝑟 , 𝑑𝑑𝑣𝑣φ
𝑑𝑑𝑡𝑡

=  𝑑𝑑𝑣𝑣φ
𝑑𝑑𝑟𝑟

𝑑𝑑𝑟𝑟
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 𝑑𝑑𝑣𝑣φ
𝑑𝑑𝑟𝑟

𝑣𝑣𝑟𝑟 в уравнение по-
лучаем после сокращения на 𝑣𝑣𝑟𝑟 следующее выражение: 
𝑚𝑚𝑣𝑣φ + 𝑚𝑚𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑣𝑣φ

𝑑𝑑𝑟𝑟
= 𝑒𝑒𝐵𝐵𝑟𝑟 ⇒ 𝑚𝑚𝑑𝑑(𝑟𝑟𝑣𝑣φ)

𝑑𝑑𝑟𝑟
= 𝑒𝑒𝐵𝐵𝑟𝑟. 

Решение, удовлетворяющее начальному условию �⃗�𝑣 = 0�⃗  при 𝑟𝑟 = 0, име-
ет следующий вид: 𝑟𝑟𝑣𝑣φ = 𝑒𝑒𝑞𝑞

2𝑚𝑚
𝑟𝑟2 − 𝑒𝑒𝑞𝑞

2𝑚𝑚
𝑎𝑎2. 

Предельным случаем достижения анода будет касание траектории элек-
трона анода. Тогда 𝑣𝑣𝑟𝑟 = 0, 𝑣𝑣 = 𝑣𝑣φ. Работу над электронами совершает только 
сила, действующая со стороны электрического поля. Поэтому скорость 𝑣𝑣 можно 

вычислить из закона изменения кинетической энергии: 𝑚𝑚𝑣𝑣2

2
= 𝑒𝑒𝑈𝑈 ⇒ 𝑣𝑣 = �2𝑒𝑒𝑒𝑒

𝑚𝑚
 . 

При касании  𝑣𝑣 = 𝑣𝑣φ. Следовательно, должно выполняться следующее 

условие: 𝑏𝑏�2𝑒𝑒𝑒𝑒
𝑚𝑚

 = 𝑒𝑒𝑞𝑞
2𝑚𝑚

𝑏𝑏2 − 𝑒𝑒𝑞𝑞
2𝑚𝑚

𝑎𝑎2. 

Отсюда получаем значения 𝐵𝐵, при которых электроны достигают ано-

да: 𝐵𝐵 ≤ 2𝑏𝑏
𝑏𝑏2−𝑎𝑎2

�2𝑚𝑚𝑒𝑒
𝑒𝑒

. 

Ответ: 𝐵𝐵 ≤ 2𝑏𝑏
𝑏𝑏2−𝑎𝑎2

�2𝑚𝑚𝑒𝑒
𝑒𝑒

. 

 
Задачи для самостоятельного решения 

4.5. Протон, ускоренный разностью потенциалов 𝑈𝑈, попадает в одно-
родное электрическое поле плоского конденсатора, длина пластин которого в 
направлении движения равна 𝑙𝑙. Напряженность поля меняется во времени как 
𝐸𝐸 = 𝑘𝑘𝑡𝑡, где 𝑘𝑘 – постоянная. Считая протон нерелятивистским, найти угол 
между направлениями его движения до и после пролета конденсатора, если 
протон попадает в поле в момент 𝑡𝑡 = 0. Краевыми эффектами пренебречь. 

Ответ: tgα = 𝑘𝑘𝑙𝑙2�𝑚𝑚 32𝑒𝑒𝑈𝑈3⁄ . 
4.6. Параллельно бесконечному проводу с током 𝐼𝐼 на расстоянии 𝑑𝑑 

движется заряд 𝑞𝑞 со скоростью 𝑣𝑣. С какой силой провод действует на заряд? 
Ответ: 𝐹𝐹 = µ0𝐼𝐼𝑑𝑑𝑣𝑣

2π𝑑𝑑
. 

4.7. Квадратная рамка со стороной 𝑎𝑎 лежит в одной плоскости с беско-
нечно длинным прямым проводом. Две стороны рамки параллельны проводу. 
Ближайшая из сторон находится на расстоянии 𝑑𝑑 от провода. По проводу те-
чет ток 𝐼𝐼0, по рамке – 𝐼𝐼. Найти силу взаимодействия провода и рамки. 

Ответ: 𝐹𝐹 = µ0𝐼𝐼0 𝐼𝐼𝑎𝑎2

2π𝑑𝑑(𝑑𝑑+𝑎𝑎)
. 

4.8. По двум длинным тонким параллельным проводникам текут посто-
янные токи 𝐼𝐼1 и 𝐼𝐼2. Расстояние между проводниками 𝑎𝑎, ширина проводника с 
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током 𝐼𝐼2 – 𝑏𝑏, проводник с током 𝐼𝐼1 – тонкий провод. Имея в виду, что оба 
проводника лежат в одной плоскости, найти силу магнитного взаимодей-
ствия между ними в расчете на единицу их длины. 

Ответ: 𝐹𝐹ед = �µ0𝐼𝐼1𝐼𝐼2
2π𝑏𝑏

� ln �1 + 𝑏𝑏
𝑎𝑎
�. 

4.9. С поверхности цилиндрического провода радиусом 𝑎𝑎, по которому 
течет постоянный ток 𝐼𝐼, вылетает электрон с начальной скоростью 𝑣𝑣0, пер-
пендикулярной поверхности провода. Найти максимальное расстояние 𝑟𝑟max, 
на которое удалится электрон от оси провода, прежде чем он повернет об-
ратно под действием магнитного поля тока. 

Ответ: 𝑟𝑟max = 𝑎𝑎exp(2π𝑚𝑚𝑣𝑣0 µ0𝑒𝑒𝐼𝐼⁄ ).  
 

5. ДИЭЛЕКТРИКИ И МАГНЕТИКИ 
 

5.1. Диэлектрики в электрическом поле 
Диэлектриками называют вещества, которые практически не проводят 

электрический ток. В диэлектриках крайне мало свободных зарядов, способ-
ных перемещаться по всему объему тела под действием сколь угодно малых 
сил со стороны электрического поля. При внесении диэлектрика во внешнее 
электрическое поле напряженностью 𝐸𝐸�⃗ 0 заряды диэлектрика (электроны, яд-
ра, ионы) смещаются только в пределах своих атомов, молекул, кристалличе-
ских ячеек – положительные по полю, отрицательные против поля. Диэлек-
трик поляризуется, в результате чего в объеме и на поверхности диэлектрика 
возникают связанные заряды. Их распределение задаются объемной ρ′ и по-
верхностной σ′ плотностями. В целом электрически нейтральное поляризо-
ванное тело будет создавать дополнительное электрическое поле напряжен-
ностью 𝐸𝐸�⃗ ′.  

Согласно принципу суперпозиции, напряженность электрического поля 
будет равна 𝐸𝐸�⃗ = 𝐸𝐸�⃗ 0 + 𝐸𝐸�⃗ ′. 

Электрические свойства в целом нейтрального тела в первом прибли-
жении определяются его дипольным моментом. В случае системы, состоящей 
из двух точечных зарядов 𝑞𝑞 > 0 и – 𝑞𝑞, ее дипольный момент 𝑝𝑝 = 𝑞𝑞𝑙𝑙, где 𝑙𝑙 – 
радиус-вектор заряда 𝑞𝑞 относительно – 𝑞𝑞. Дипольный момент 𝑝𝑝 определяет 
электрическое поле, создаваемое диполем. Потенциальная энергия диполя во 
внешнем электрическом поле, момент сил, действующих на диполь со сто-
роны внешнего электрического поля, результирующая сил, действующих на 
диполь, равны соответственно 𝑊𝑊 = −(�⃗�𝑝,𝐸𝐸�⃗ ); 𝑀𝑀��⃗ = ��⃗�𝑝,𝐸𝐸�⃗ �; �⃗�𝐹 = 𝑝𝑝 𝜕𝜕𝐸𝐸�⃗

𝜕𝜕𝑑𝑑
. Здесь бе-

рется частная производная 𝐸𝐸�⃗  по направлению, задаваемому 𝑙𝑙. 
 При поляризации элемент объема диэлектрика ∆𝑉𝑉 приобретает дипольный 
момент, равный сумме дипольных моментов молекул 𝑝𝑝𝑖𝑖, входящих в этот объ-
ем. Степень поляризации характеризуется поляризованностью диэлектрика: 
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𝑃𝑃�⃗ =
1
∆𝑉𝑉�𝑝𝑝𝑖𝑖

∆𝑉𝑉

. 

Теорема Гаусса для поляризованности содержит только связанные за-
ряды: ρ′ = −�∇��⃗ ,𝑃𝑃�⃗ �; ∫�𝑃𝑃�⃗ ,𝑑𝑑𝑆𝑆� = −𝑞𝑞′. 

На поверхности диэлектрика выполняется соотношение σ′ = 𝑃𝑃𝑛𝑛, где   
𝑃𝑃𝑛𝑛 – проекция поляризованности на нормаль к границе диэлектрика, направ-
ленная наружу.  

Как показывает опыт, для изотропных диэлектриков в широких преде-
лах значений 𝐸𝐸 выполняется соотношение 

𝑃𝑃�⃗ = ε0𝜘𝜘𝐸𝐸�⃗ , 
где 𝜘𝜘 – диэлектрическая восприимчивость диэлектрика. Из этого соотноше-
ния и теоремы Гаусса для 𝑃𝑃�⃗  следует: 

ρ′ = −
1

1 + 𝜘𝜘 �ε0�𝐸𝐸
�⃗ ,∇��⃗ 𝜘𝜘�+ 𝜘𝜘ρ�. 

Следовательно, объемная плотность связанных зарядов возникает лишь 
в случае неоднородных диэлектриков и/или при наличии сторонних зарядов в 
диэлектрике. 

Напряженность электрического поля в присутствии диэлектриков 
определяется распределением сторонних и связанных зарядов. Чтобы изба-
виться от связанных зарядов в основных уравнениях электродинамики, вво-
дят вспомогательный вектор – вектор электрического смещения: 

𝐷𝐷��⃗ = ε0𝐸𝐸�⃗ + 𝑃𝑃�⃗ = ε0𝐸𝐸�⃗ + ε0𝜘𝜘𝐸𝐸�⃗ = ε0ε𝐸𝐸�⃗ , 
где ε – диэлектрическая проницаемость вещества (ε = 1 + 𝜘𝜘).  

Теоремы Гаусса для вектора 𝐷𝐷��⃗   в дифференциальной и интегральной 
форме – �∇��⃗ ,𝐷𝐷��⃗ � = ρ; ∮�𝐷𝐷��⃗ ,𝑑𝑑𝑆𝑆� = 𝑞𝑞 – содержат только сторонние заряды 𝑞𝑞, 
расположенные внутри замкнутой поверхности (𝑆𝑆), и объемную плотность 
сторонних зарядов. 

На границе раздела двух диэлектриков происходит скачкообразное из-
менение их диэлектрической проницаемости. Поэтому при переходе границы 
раздела векторы 𝐸𝐸�⃗  и 𝐷𝐷��⃗  будут также меняться скачкообразно. Пусть ε1 и ε2 – 
диэлектрические проницаемости двух сред. Тангенциальные составляющие 
векторов 𝐸𝐸�⃗  и 𝐷𝐷��⃗  (проекции векторов на касательную к границе раздела) удо-
влетворяют следующим условиям: 

𝐸𝐸1τ = 𝐸𝐸2τ; 
𝐷𝐷1τ
ε1

= 𝐷𝐷2τ
ε2

. 

Нормальные составляющие векторов 𝐸𝐸�⃗  и 𝐷𝐷��⃗  (проекции векторов на 
нормаль к границе раздела) удовлетворяют условиям:  

𝐷𝐷1𝑛𝑛 = 𝐷𝐷2𝑛𝑛; ε1𝐸𝐸1𝑛𝑛 = ε2𝐸𝐸2𝑛𝑛. 
Соотношения между проекциями векторов 𝐸𝐸�⃗  и 𝐷𝐷��⃗  у границы раздела 

называют граничными условиями.  
Объемная плотность энергии электрического поля равна 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



38 

𝑤𝑤 =
(𝐸𝐸�⃗ ,𝐷𝐷��⃗ )

2 . 
Существуют диэлектрики, поляризованные в отсутствие внешнего поля 

(электреты, некоторые диэлектрические кристаллы), диэлектрики с нели-
нейной зависимостью 𝑃𝑃�⃗  от 𝐸𝐸�⃗  (сегнетоэлектрики). В последних наблюдается 
явление гистерезиса. 

 
Примеры решения задач 

Задача 5.1. Бесконечная плоскопараллельная пластина из однородного 
изотропного диэлектрика с диэлектрической проницаемостью ε помещена в 
однородное электрическое поле напряженности 𝐸𝐸�⃗ 0, направленное под углом 
α к нормали 𝑛𝑛�⃗  к поверхности диэлектрика. Найти напряженность электриче-
ского поля внутри пластины и поверхностную 
плотность связанных зарядов на ее поверхно-
сти. Пластина находится в вакууме. 

Решение. Пластина во внешнем поле 
поляризуется и на ее поверхностях возникают 
связанные заряды, поверхностная плотность 
которых σ′ и −σ′ (рис. 5.1).  

В пределах пластины напряженность 
поля 𝐸𝐸�⃗ ′, создаваемого этими зарядами, по мо-
дулю равна 𝐸𝐸′ = σ′

ε0
. Она направлена перпен-

дикулярно поверхностям пластины от поло-
жительно заряженной к отрицательно заря-
женной поверхности.  

В силу однородности диэлектрика и отсутствия в нем сторонних заря-
дов отсутствуют объемные связанные заряды (ρ′ = 0). Напряженность поля 
внутри пластины равна 𝐸𝐸�⃗ = 𝐸𝐸�⃗ 0 + 𝐸𝐸�⃗ ′. 

Вне пластины связанные заряды поля не создают. Поэтому напряжен-
ность поля вне пластины равна 𝐸𝐸�⃗ 0. 

Граничные условия 𝐸𝐸0τ = 𝐸𝐸τ;  𝐷𝐷0𝑛𝑛 = 𝐷𝐷𝑛𝑛 и связь 𝐷𝐷��⃗ 0 = 𝜀𝜀0𝐸𝐸�⃗ 0;  𝐷𝐷��⃗ = ε0ε𝐸𝐸�⃗  
позволяют найти тангенциальную и нормальную составляющие 𝐸𝐸�⃗ : 
𝐸𝐸τ = 𝐸𝐸0τ = 𝐸𝐸0 sinα; 𝐸𝐸𝑛𝑛 = 𝐸𝐸0𝑛𝑛/ε = 𝐸𝐸0 cosα /ε. 

По известным взаимно перпендикулярным составляющим вектора 𝐸𝐸�⃗   
находим его модуль: 𝐸𝐸 = �𝐸𝐸τ2 + 𝐸𝐸𝑛𝑛2 = 𝐸𝐸0

ε
√ε2 sin2 α + cos2 α. 

Направление вектора напряженности в диэлектрике зададим углом β 
между 𝐸𝐸�⃗  и 𝑛𝑛�⃗ .  Этот  угол  определяется следующим  условием: tgβ =
= 𝐸𝐸τ/𝐸𝐸𝑛𝑛 = ε tgα ⟹ β = arctg(ε tgα). 

Поляризованность: 𝑃𝑃�⃗ = ε0𝜘𝜘𝐸𝐸�⃗ = ε0(ε − 1)𝐸𝐸�⃗ . 

+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 

- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 

𝐸𝐸�⃗ 0 

𝐸𝐸�⃗ ′ 

𝐸𝐸�⃗ ′ 
𝐸𝐸�⃗  

α 
𝑛𝑛�⃗  

Рис. 5.1 
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Проекция поляризованности на нормальное направление дает поверх-
ностную плотность связанных зарядов: σ′ = 𝑃𝑃𝑛𝑛 = ε0(ε − 1)𝐸𝐸𝑛𝑛 = ε0(ε−1)𝐸𝐸0 cosα

ε
. 

Ответ: 𝐸𝐸 = 𝐸𝐸0
ε
√ε2 sin2 α + cos2 α; угол между 𝐸𝐸�⃗  и 𝑛𝑛�⃗  равен β =

= arctg(ε tgα); σ′ = ε0(ε−1)𝐸𝐸0 cosα
ε

.  
 

Задача 5.2. Однородный изотропный диэлектрик с проницаемостью ε 
имеет вид сферического слоя, внутренний и внешний радиусы которого 𝑎𝑎 и 
𝑏𝑏. Сторонний заряд 𝑞𝑞 равномерно распределен: 1) по внутренней поверхно-
сти слоя; 2) по всему объему слоя. Найти напряженность электрического по-
ля 𝐸𝐸, потенциал φ (для первого случая), поляризованность 𝑃𝑃, как функции 
расстояния 𝑟𝑟 от центра слоя, объемную и поверхностную плотности связан-
ных зарядов ρ′ и σ′. Диэлектрическая проницаемость окружающей среды 
ε1 = 1. 

Решение. Симметрия задачи позволяет сделать вывод, что искомые 
векторы параллельны или антипараллельны 𝑟𝑟 – радиусу-вектору точки 
наблюдения относительно центра слоя. Следовательно, векторы определяют-
ся проекциями на радиальное направление: 𝐸𝐸𝑟𝑟, 𝑃𝑃𝑟𝑟, 𝐷𝐷𝑟𝑟. 

1) Воспользуемся теоремой Гаусса для 𝐷𝐷��⃗ , выбрав в качестве замкнутой 
поверхности концентрическую со слоем сферу радиусом 𝑟𝑟. Поток вектора 𝐷𝐷��⃗  
через выбранную сферу равен 𝐷𝐷𝑟𝑟4π𝑟𝑟2. 𝐷𝐷𝑟𝑟 – проекция 𝐷𝐷��⃗  на радиальное 
направление, совпадающее с направлением вектора нормали 𝑛𝑛�⃗ = 𝑟𝑟/𝑟𝑟 к вы-
бранной поверхности (сфере). Поток равен стороннему заряду внутри выбран-
ной поверхности. Следовательно, получаем 𝐷𝐷𝑟𝑟 = 0, 𝑟𝑟 < 𝑎𝑎; 𝐷𝐷𝑟𝑟 = 𝑑𝑑

4𝜋𝜋𝑟𝑟2
, 𝑟𝑟 > 𝑎𝑎. 

Соотношения 𝐸𝐸�⃗ = 𝐷𝐷��⃗ /ε0ε; 𝑃𝑃�⃗ = ε0(ε − 1)𝐸𝐸�⃗  дают выражения для напря-
женности и поляризованности: 
𝐸𝐸𝑟𝑟 = 0,𝑃𝑃𝑟𝑟 = 0, 𝑟𝑟 < 𝑎𝑎; 

𝐸𝐸𝑟𝑟 =
𝑞𝑞

4πε0ε𝑟𝑟2
,𝑃𝑃𝑟𝑟 =

(ε − 1)𝑞𝑞
4πε𝑟𝑟2 , 𝑏𝑏 > 𝑟𝑟 > 𝑎𝑎; 

𝐸𝐸𝑟𝑟 =
𝑞𝑞

4πε0𝑟𝑟2
,𝑃𝑃𝑟𝑟 = 0, 𝑟𝑟 > 𝑏𝑏. 

Положив потенциал равным нулю на бесконечности, по известной 
напряженности находим потенциал: 

φ(𝑟𝑟) = � 𝐸𝐸𝑟𝑟𝑑𝑑𝑟𝑟
∞

𝑟𝑟

= �
𝑞𝑞

4π𝑟𝑟2ε0ε
𝑑𝑑𝑟𝑟

𝑏𝑏

𝑎𝑎

+ �
𝑞𝑞

4π𝑟𝑟2ε0

∞

𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑟𝑟 =
𝑞𝑞

4πε0ε𝑎𝑎2
−

𝑞𝑞
4πε0ε𝑏𝑏2

+ 

+
𝑞𝑞

4πε0𝑏𝑏2
, 𝑟𝑟 < 𝑎𝑎; 

φ(𝑟𝑟) = � 𝐸𝐸𝑟𝑟𝑑𝑑𝑟𝑟
∞

𝑟𝑟

= �
𝑞𝑞

4π𝑟𝑟2ε0ε
𝑑𝑑𝑟𝑟

𝑏𝑏

𝑟𝑟

+ �
𝑞𝑞

4π𝑟𝑟2ε0

∞

𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑟𝑟 =
𝑞𝑞

4πε0ε𝑟𝑟2
−

𝑞𝑞
4πε0ε𝑏𝑏2

+ 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



40 

+
𝑞𝑞

4πε0𝑏𝑏2
, 𝑏𝑏 > 𝑟𝑟 > 𝑎𝑎; 

φ(𝑟𝑟) = � 𝐸𝐸𝑟𝑟𝑑𝑑𝑟𝑟
∞

𝑟𝑟

= �
𝑞𝑞

4π𝑟𝑟2𝜀𝜀0

∞

𝑟𝑟

𝑑𝑑𝑟𝑟 =
𝑞𝑞

4πε0𝑟𝑟2
, 𝑟𝑟 > 𝑏𝑏. 

Поверхностная плотность связанных зарядов равна нормальной состав-
ляющей поляризованности (в диэлектрике). Следует учесть, что нормаль к 
внутренней границе диэлектрика противоположна радиальному направле-
нию. В результате получаем выражения для поверхностных плотностей свя-
занных зарядов:  

σ′(𝑟𝑟 = 𝑎𝑎) = −𝑃𝑃𝑟𝑟(𝑟𝑟 = 𝑎𝑎) = −
(ε − 1)𝑞𝑞
4πε𝑎𝑎2 ;  

σ′(𝑟𝑟 = 𝑏𝑏) = 𝑃𝑃𝑟𝑟(𝑟𝑟 = 𝑏𝑏) =
(ε − 1)𝑞𝑞
4πε𝑏𝑏2 . 

2) Второй вариант распределения стороннего заряда рассматривается 
аналогично первому. Отличие лишь в том, что сторонний заряд внутри сфе-
ры радиусом, лежащим в пределах 𝑏𝑏 > 𝑟𝑟 > 𝑎𝑎, равен (𝑟𝑟3−𝑎𝑎3)𝑑𝑑

(𝑏𝑏3−𝑎𝑎3)
, а не 𝑞𝑞, как в 

первом варианте распределения стороннего заряда.  
Воспользуемся теоремой Гаусса для 𝐷𝐷��⃗ , выбрав в качестве замкнутой 

поверхности концентрическую со слоем сферу радиусом 𝑟𝑟. Поток вектора 𝐷𝐷��⃗  
через выбранную сферу равен 𝐷𝐷𝑟𝑟4π𝑟𝑟2. Поток равен стороннему заряду внут-
ри выбранной поверхности. Следовательно, получаем:  
𝐷𝐷𝑟𝑟 = 0, 𝑟𝑟 < 𝑎𝑎; 

𝐷𝐷𝑟𝑟 =
1

4π𝑟𝑟2
(𝑟𝑟3 − 𝑎𝑎3)𝑞𝑞
(𝑏𝑏3 − 𝑎𝑎3) , 𝑏𝑏 > 𝑟𝑟 > 𝑎𝑎; 

𝐷𝐷𝑟𝑟 =
1

4π𝑟𝑟2 𝑞𝑞, 𝑟𝑟 > 𝑏𝑏. 

Соотношения 𝐸𝐸�⃗ = 𝐷𝐷��⃗ /ε0ε;  𝑃𝑃�⃗ = ε0(ε − 1)𝐸𝐸�⃗  дают выражения для напря-
женности и поляризованности: 
𝐸𝐸𝑟𝑟 = 0,𝑃𝑃𝑟𝑟 = 0, 𝑟𝑟 < 𝑎𝑎; 

𝐸𝐸𝑟𝑟 =
1

4πε0ε𝑟𝑟2
(𝑟𝑟3 − 𝑎𝑎3)𝑞𝑞
(𝑏𝑏3 − 𝑎𝑎3) ,𝑃𝑃𝑟𝑟 =

(ε − 1)
4πε𝑟𝑟2

(𝑟𝑟3 − 𝑎𝑎3)𝑞𝑞
(𝑏𝑏3 − 𝑎𝑎3) , 𝑏𝑏 > 𝑟𝑟 > 𝑎𝑎; 

𝐸𝐸𝑟𝑟 =
𝑞𝑞

4πε0𝑟𝑟2
,𝑃𝑃𝑟𝑟 =

(ε − 1)𝑞𝑞
4π𝑟𝑟2 , 𝑟𝑟 > 𝑏𝑏. 

Поверхностная плотность связанных зарядов равна нормальной состав-
ляющей поляризованности:  
σ′(𝑟𝑟 = 𝑎𝑎) = 𝑃𝑃𝑟𝑟(𝑟𝑟 = 𝑎𝑎) = 0; 

σ′(𝑟𝑟 = 𝑏𝑏) = 𝑃𝑃𝑟𝑟(𝑟𝑟 = 𝑏𝑏) =
(ε − 1)𝑞𝑞
4πε𝑏𝑏2 . 

Для вычисления ρ′ воспользуемся теоремой Гаусса для 𝑃𝑃�⃗  в интеграль-
ной форме. Вспомогательная поверхность – сфера радиусом 𝑟𝑟, находящаяся в 
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слое и концентрическая с ним. Связанный заряд внутри выбранной сферы 
равен 

𝑞𝑞′(𝑟𝑟) = −𝑃𝑃𝑟𝑟4π𝑟𝑟2 = −
(ε − 1)

ε
(𝑟𝑟3 − 𝑎𝑎3)𝑞𝑞
(𝑏𝑏3 − 𝑎𝑎3) . 

Дифференциал этого выражения 𝑑𝑑𝑞𝑞′ = − (ε−1)
ε

3𝑟𝑟2𝑑𝑑
(𝑏𝑏3−𝑎𝑎3)

𝑑𝑑𝑟𝑟 дает связанный 
заряд внутри сферического слоя, ограниченного сферами, радиусы которых 𝑟𝑟 
и 𝑟𝑟 + 𝑑𝑑𝑟𝑟. Объем слоя 𝑑𝑑𝑉𝑉 = 4π𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑟𝑟. Следовательно, объемная плотность свя-
занного заряда равна 

ρ′ =
𝑑𝑑𝑞𝑞′

𝑑𝑑𝑉𝑉 = −
(ε − 1)
4πε

3𝑞𝑞
(𝑏𝑏3 − 𝑎𝑎3). 

Плотность постоянна. Поэтому связанный объемный заряд всего ди-
электрика равен 

𝑞𝑞′ = ρ′𝑉𝑉 = −
(ε − 1)
4πε

3𝑞𝑞
(𝑏𝑏3 − 𝑎𝑎3)

4π(𝑏𝑏3 − 𝑎𝑎3)
3

= −
(ε − 1)

ε 𝑞𝑞. 

Связанный поверхностный заряд возникает только на внешней границе 
диэлектрика. Он равен 𝑞𝑞пов′ = σ′(𝑟𝑟 = 𝑏𝑏)4π𝑏𝑏2 = (ε−1)𝑑𝑑

4πε𝑏𝑏2
 4π𝑏𝑏2 = (ε−1)𝑑𝑑

ε
. 

Полный связанный заряд равен сумме найденных зарядов 𝑞𝑞′ + 𝑞𝑞пов′ =  0, 
как и следовало ожидать. 

Ответ: 1) 𝐸𝐸𝑟𝑟 = 0, 𝑃𝑃𝑟𝑟 = 0 при 𝑟𝑟 < 𝑎𝑎; 𝐸𝐸𝑟𝑟 = 𝑑𝑑
4πε0ε𝑟𝑟2

, 𝑃𝑃𝑟𝑟 = (ε−1)𝑑𝑑
4πε𝑟𝑟2

 при  

𝑏𝑏 > 𝑟𝑟 > 𝑎𝑎; 𝐸𝐸𝑟𝑟 = 𝑑𝑑
4πε0𝑟𝑟2

, 𝑃𝑃𝑟𝑟 = 0 при 𝑟𝑟 > 𝑏𝑏; φ(𝑟𝑟) = 𝑑𝑑
4πε0ε𝑎𝑎2

− 𝑑𝑑
4πε0ε𝑏𝑏2

+ 𝑑𝑑
4πε0𝑏𝑏2

, 

при  𝑟𝑟 < 𝑎𝑎; φ(𝑟𝑟) = 𝑑𝑑
4πε0ε𝑟𝑟2

− 𝑑𝑑
4πε0ε𝑏𝑏2

+ 𝑑𝑑
4πε0𝑏𝑏2

, при  𝑏𝑏 > 𝑟𝑟 > 𝑎𝑎; φ(𝑟𝑟) = 𝑑𝑑
4πε0𝑟𝑟2

 

при 𝑟𝑟 > 𝑏𝑏; σ′(𝑟𝑟 = 𝑎𝑎) = − (ε−1)𝑑𝑑
4πε𝑎𝑎2

 ; σ′(𝑟𝑟 = 𝑏𝑏) = (ε−1)𝑑𝑑
4πε𝑏𝑏2

; 2) 𝐸𝐸𝑟𝑟 = 0, 𝑃𝑃𝑟𝑟 = 0 при 𝑟𝑟 < 𝑎𝑎;        

𝐸𝐸𝑟𝑟 = 1
4πε0ε𝑟𝑟2

(𝑟𝑟3−𝑎𝑎3)𝑑𝑑
(𝑏𝑏3−𝑎𝑎3)

, 𝑃𝑃𝑟𝑟 = (ε−1)
4πε𝑟𝑟2

(𝑟𝑟3−𝑎𝑎3)𝑑𝑑
(𝑏𝑏3−𝑎𝑎3)

 при 𝑏𝑏 > 𝑟𝑟 > 𝑎𝑎; 𝐸𝐸𝑟𝑟 = 𝑑𝑑
4π𝜀𝜀0𝑟𝑟2

, 𝑃𝑃𝑟𝑟 = (ε−1)𝑑𝑑
4π𝑟𝑟2

 

при 𝑟𝑟 > 𝑏𝑏; σ′(𝑟𝑟 = 𝑎𝑎) = 0; σ′(𝑟𝑟 = 𝑏𝑏) = (ε−1)𝑑𝑑
4πε𝑏𝑏2

; ρ′ = − (ε−1)
4πε

3𝑑𝑑
(𝑏𝑏3−𝑎𝑎3)

;  

𝑞𝑞пов′ = (ε−1)𝑑𝑑
ε

. 
 

Задача 5.3. Пространство между обкладками цилиндрического конден-
сатора заполнено изотропным неоднородным диэлектриком, проницаемость 
которого зависит от расстояния до оси конденсатора как ε = α/𝑟𝑟, где α – по-
стоянная. Радиусы обкладок – 𝑎𝑎 и 𝑏𝑏, причем 𝑎𝑎 < 𝑏𝑏, длина – 𝐿𝐿. Найти емкость 
конденсатора. Найти поверхностную и объемную плотности связанного за-
ряда, полный заряд диэлектрика, если внутренней обкладке конденсатора со-
общили положительный сторонний заряд 𝑞𝑞. Краевыми эффектами прене-
бречь. 

Решение. Воспользуемся теоремой Гаусса для 𝐷𝐷��⃗ , выбрав в качестве 
замкнутой поверхности коаксиальный с обкладками конденсатора цилиндр 
радиусом 𝑟𝑟 (𝑎𝑎 < 𝑟𝑟 < 𝑏𝑏). Длина цилиндра – 𝐿𝐿. Тогда 
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𝐷𝐷𝑟𝑟2π𝑟𝑟𝐿𝐿 = 𝑞𝑞 ⇒ 𝐷𝐷𝑟𝑟 =
𝑞𝑞

2π𝐿𝐿𝑟𝑟 ;𝐸𝐸𝑟𝑟 =
𝐷𝐷𝑟𝑟
ε0ε

=
𝑞𝑞

2πε0ε𝐿𝐿𝑟𝑟
;𝑃𝑃𝑟𝑟 = ε0(ε − 1)𝐸𝐸𝑟𝑟 =

(ε − 1)𝑞𝑞
2πε𝐿𝐿𝑟𝑟 . 

Разность потенциалов обкладок (напряжение) с учетом ε = α/𝑟𝑟 равна 

𝑈𝑈 = φ𝑎𝑎 − φ𝑏𝑏 = �𝐸𝐸𝑑𝑑𝑟𝑟 = �
𝑞𝑞

2πε0α𝐿𝐿
𝑑𝑑𝑟𝑟 =

𝑞𝑞(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)
2πε0α𝐿𝐿

.
𝑏𝑏

𝑎𝑎

𝑏𝑏

𝑎𝑎

 

Емкость конденсатора 𝐶𝐶 = 𝑑𝑑
𝑒𝑒

= 2πε0α𝐿𝐿
(𝑏𝑏−𝑎𝑎)

.  
Поверхностная плотность связанных зарядов равна проекции поляри-

зованности на нормаль к поверхности диэлектрика. Следует учесть, что нор-
маль к внутренней границе диэлектрика противоположна радиальному 
направлению. В результате получаем выражения для поверхностных плотно-
стей связанных зарядов: 

σ′(𝑟𝑟 = 𝑎𝑎) = −𝑃𝑃𝑟𝑟(𝑟𝑟 = 𝑎𝑎) = −
(ε − 1)𝑞𝑞
2πε𝐿𝐿𝑎𝑎 = −

(α − 𝑎𝑎)𝑞𝑞
2πα𝐿𝐿𝑎𝑎 ;  

σ′(𝑟𝑟 = 𝑏𝑏) = 𝑃𝑃𝑟𝑟(𝑟𝑟 = 𝑏𝑏) =
(ε − 1)𝑞𝑞
2πε𝐿𝐿𝑏𝑏 =

(α − 𝑏𝑏)𝑞𝑞
2πα𝐿𝐿𝑏𝑏 . 

Для вычисления ρ′ воспользуемся теоремой Гаусса для 𝑃𝑃�⃗  в интеграль-
ной форме. Вспомогательная поверхность – коаксиальный со слоем диэлек-
трика цилиндр радиусом 𝑟𝑟 и длиной 𝐿𝐿. Связанный заряд внутри выбранного 
цилиндра 𝑞𝑞′(𝑟𝑟) = −𝑃𝑃𝑟𝑟2π𝑟𝑟𝐿𝐿 = − (ε−1)𝑑𝑑

ε
= − (α−𝑟𝑟)𝑑𝑑

α
. 

Дифференциал этого выражения 𝑑𝑑𝑞𝑞′ = 𝑑𝑑
α
𝑑𝑑𝑟𝑟 дает связанный заряд внут-

ри цилиндрического слоя, ограниченного цилиндрами, радиусы которых 𝑟𝑟 и 
𝑟𝑟 + 𝑑𝑑𝑟𝑟. Объем слоя 𝑑𝑑𝑉𝑉 = 2π𝑟𝑟𝐿𝐿𝑑𝑑𝑟𝑟. Следовательно, объемная плотность свя-
занного заряда ρ′ = 𝑑𝑑𝑑𝑑′

𝑑𝑑𝑉𝑉
= 𝑑𝑑

2πα𝐿𝐿𝑟𝑟
. 

Объемный связанный заряд всего диэлектрика  

𝑞𝑞об′ = �ρ′𝑑𝑑𝑉𝑉 = �
𝑞𝑞

2πα𝐿𝐿𝑟𝑟 2π𝑟𝑟𝐿𝐿𝑑𝑑𝑟𝑟 =
𝑞𝑞
α

𝑏𝑏

𝑎𝑎

(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎) 

равен суммарному поверхностному связанному заряду, взятому с обратным 
знаком: 

𝑞𝑞пов′ = −
(α − 𝑎𝑎)𝑞𝑞
2πα𝐿𝐿𝑎𝑎 2π𝑎𝑎𝐿𝐿 +

(α − 𝑏𝑏)𝑞𝑞
2πα𝐿𝐿𝑏𝑏 2π𝑏𝑏𝐿𝐿 = −

𝑞𝑞
α

(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎). 
Поэтому полный заряд диэлектрика равен нулю. Полученный результат 

есть следствие нейтральности диэлектрика. 
Ответ: 𝐶𝐶 = 2πε0α𝐿𝐿

(𝑏𝑏−𝑎𝑎)
; σ′(𝑟𝑟 = 𝑎𝑎) = − (α−𝑎𝑎)𝑑𝑑

2πα𝐿𝐿𝑎𝑎
; σ′(𝑟𝑟 = 𝑏𝑏) = (α−𝑏𝑏)𝑑𝑑

2πα𝐿𝐿𝑏𝑏
; ρ′ = 𝑑𝑑

2πα𝐿𝐿𝑟𝑟
; 

𝑞𝑞пол = 𝑞𝑞′ + 𝑞𝑞пов′ = 0. 
 

Задача 5.4. Точечный заряд 𝑞𝑞 находится в вакууме на расстоянии 𝑙𝑙 от 
плоской поверхности однородного изотропного диэлектрика, заполняющего 
все полупространство. Проницаемость диэлектрика равна ε. Найти поверх-
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ностную плотность связанных зарядов как функцию расстояния 𝑟𝑟 от точеч-
ного заряда 𝑞𝑞, а также суммарный связанный заряд на поверхности диэлек-
трика. Найти модуль вектора силы, действующей на заряд 𝑞𝑞 со стороны свя-
занных зарядов на поверхности диэлектрика. 

Решение. В силу однородности диэлектрика и отсутствия в нем сто-
ронних зарядов связанные заряды образуются только на поверхности. 
Напряженность поля, создаваемого этими зарядами, – 𝐸𝐸�⃗ ′. Согласно гранич-
ным условиям, нормальная составляющая 𝐷𝐷��⃗  при переходе границы диэлек-
трика меняется непрерывно: 𝐷𝐷0𝑛𝑛 = 𝐷𝐷𝑛𝑛 ⇒  ε0(𝐸𝐸0𝑛𝑛 + 𝐸𝐸𝑛𝑛′ ) = ε0ε(𝐸𝐸0𝑛𝑛 − 𝐸𝐸𝑛𝑛′ ). 
Здесь 𝐸𝐸�⃗ 0 – напряженность поля точечного заряда.  

Теорема Гаусса для 𝐸𝐸�⃗  приводит к соотношению 𝐸𝐸𝑛𝑛′ = σ′

2ε0
. 

Следовательно, поверхностная плотность связанных зарядов равна 

σ′ =
2ε0(ε − 1)

1 + ε
𝐸𝐸0𝑛𝑛 = −

2ε0(ε − 1)
1 + ε

𝑞𝑞 cosα
4πε0𝑟𝑟2

= −
(ε − 1)
(ε + 1)

𝑞𝑞𝑙𝑙
2π𝑟𝑟3. 

Сила, действующая на заряд 𝑞𝑞 со стороны связанных зарядов на по-
верхности диэлектрика, очевидно, перпендикулярна поверхности диэлектри-
ка и направлена в его сторону – заряд притягивается. Для вычисления ее мо-
дуля разбиваем поверхность диэлектрика на кольца, внутренний и внешний 
радиус колец 𝑅𝑅 и 𝑅𝑅 + 𝑑𝑑𝑅𝑅. Центры колец совпадают с проекцией заряда 𝑞𝑞 на 
поверхность диэлектрика. Модуль силы, действующей со стороны одного 
кольца на заряд, равен  

𝑑𝑑𝐹𝐹 =
𝑞𝑞𝑑𝑑𝑞𝑞′

4πε0𝑟𝑟2
𝑙𝑙
𝑟𝑟 =

𝑞𝑞𝑙𝑙σ′2π𝑅𝑅𝑑𝑑𝑅𝑅
4πε0(𝑙𝑙2 + 𝑅𝑅2)3/2 =

(ε − 1)𝑞𝑞2𝑙𝑙2𝑅𝑅𝑑𝑑𝑅𝑅
4πε0(ε + 1)(𝑙𝑙2 + 𝑅𝑅2)3. 

Модуль искомой силы  

𝐹𝐹 = �
(ε − 1)𝑞𝑞2𝑙𝑙2𝑅𝑅𝑑𝑑𝑅𝑅

4πε0(ε + 1)(𝑙𝑙2 + 𝑅𝑅2)3

∞

0

=
(ε − 1)𝑞𝑞2

16πε0(ε + 1)𝑙𝑙2. 

Ответ: σ′ = − (ε−1)
(ε+1)

𝑑𝑑𝑑𝑑
2π𝑟𝑟3

; 𝐹𝐹 = (ε−1)𝑑𝑑2

16πε0(ε+1)𝑑𝑑2
. 

 
Задачи для самостоятельного решения 

5.5. Вблизи точки 𝐴𝐴, находящейся на гра-
нице раздела стекло – вакуум,  напряженность 
электрического поля в вакууме 𝐸𝐸�⃗ 0 (𝐸𝐸0 = 50 В/м) 
направлена под углом α0 = 45° к нормали. 
Найти напряженность 𝐸𝐸�⃗  поля в стекле вблизи 
точки 𝐴𝐴 (рис. 5.2), а также поверхностную плот-
ность связанных зарядов в точке 𝐴𝐴. Для стекла 
ε = 6. 

 

𝑛𝑛�⃗  

𝐴𝐴 

Рис. 5.2 
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Ответ:  𝐸𝐸 = 𝐸𝐸0
ε
�cos2α0 + ε2sin2α0 = 35,8 В/м;  σ′ = ε0(1 − 1 ε⁄ )𝐸𝐸0 =

= 260,7 пКл/м2. 
5.6. Точечный заряд 𝑞𝑞 находится в центре шара из однородного изо-

тропного диэлектрика с проницаемостью ε. Найти поляризованность 𝑃𝑃�⃗  как 
функцию радиуса-вектора 𝑟𝑟 относительно центра шара, а также заряд 𝑞𝑞′ 
внутри  концентрической с шаром сферы, радиус которой меньше радиуса 
шара.  

Ответ: 𝑃𝑃�⃗ = ε−1
ε

𝑑𝑑
4π𝑟𝑟3

𝑟𝑟; 𝑞𝑞′ = − ε−1
ε
𝑞𝑞. 

5.7. Точечный заряд 𝑞𝑞 находится в центре диэлектрического шара с 
проницаемостью ε1 и радиусом 𝑅𝑅1. Шар окружен безграничным диэлектри-
ком с диэлектрической проницаемостью ε2. Найти поверхностную плотность 
связанного заряда на шаре и на безграничном диэлектрике.  

Ответ: σ1 = ε1−1
ε1

𝑑𝑑
4π𝑅𝑅12

; σ1 = ε2−1
ε2

𝑑𝑑
4π𝑅𝑅12

. 
5.8. Бесконечно большая плоскопараллельная пластина из однородного 

диэлектрика с диэлектрической проницаемостью ε толщиной 2𝑑𝑑 заряжена с 
объемной плотностью заряда ρ(𝑟𝑟), где 𝑟𝑟 – расстояние от плоскости, парал-
лельной границам пластины и находящейся в середине пластины. Найти объ-
емную и поверхностную плотность связанных зарядов, если: 1) ρ = const;    
2) ρ = ρ0exp (−α𝑟𝑟), где ρ0 и α – константы. 

Ответ: 1) ρ′ = − ε−1
ε
ρ; σ′ = ε−1

ε
ρ𝑑𝑑; 2) ρ′(𝑟𝑟) = − ε−1

ε
ρ0exp (−α𝑟𝑟);                

σ′ = ε−1
ε

ρ0
α

(1 − exp (−α𝑑𝑑)).   
5.9. При некоторых условиях поляризованность безграничной незаря-

женной пластины из диэлектрика имеет вид 𝑃𝑃�⃗ = 𝑃𝑃�⃗0(1− 𝑥𝑥2/𝑑𝑑2), где 𝑃𝑃�⃗0 – век-
тор, перпендикулярный пластине; 𝑥𝑥 – расстояние от середины пластины; 𝑑𝑑 –
полутолщина пластины. Найти напряженность 𝐸𝐸�⃗  электрического поля внутри 
пластины и разность потенциалов между ее поверхностями.  

Ответ: 𝐸𝐸�⃗ = −𝑃𝑃�⃗0(1 − 𝑥𝑥2/𝑑𝑑2)/ε0; 𝑈𝑈 = 4𝑃𝑃0𝑑𝑑 3ε0⁄ .  
 

5.2. Магнитное поле в веществе 
При помещении вещества во внешнее магнитное поле 𝐵𝐵�⃗ 0 оно приобре-

тает магнитный момент – намагничивается. Степень намагничивания магне-
тика характеризуется намагниченностью: 

𝐽𝐽 =
1
∆𝑉𝑉�𝑝𝑝𝑚𝑚, 

равной магнитному моменту единицы объема вещества. Намагничивание 
вещества приводит к возникновению токов намагничивания (молекулярных 
токов), которые являются суммой молекулярных токов отдельных молекул.  

Для намагниченности справедлива теорема о циркуляции: 

��𝐽𝐽,𝑑𝑑𝑙𝑙� = 𝐼𝐼′;  �∇��⃗ , 𝐽𝐽� = 𝚥𝚥̇′��⃗ , 
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где 𝐼𝐼′ и 𝚥𝚥̇′��⃗  – ток намагничивания и его плотность. 
Токи намагничивания создают дополнительное магнитное поле 𝐵𝐵�⃗ ′. Ин-

дукция 𝐵𝐵�⃗ ′ может быть найдена на основании закона Био – Савара – Лапласа. 
Результирующее поле 𝐵𝐵�⃗ = 𝐵𝐵�⃗ 0 + 𝐵𝐵�⃗ ′ создается как макроскопическими токами, 
так и токами намагничивания.  

Теорема о циркуляции для напряженности магнитного поля 𝐻𝐻��⃗ = 𝑞𝑞�⃗

µ0
− 𝐽𝐽 

включает только токи проводимости: 

��𝐻𝐻��⃗ ,𝑑𝑑𝑙𝑙� = 𝐼𝐼, �∇��⃗ ,𝐻𝐻��⃗ � = 𝚥𝚥̇⃗. 

При определенных условиях выполняется соотношение 𝐽𝐽 = χ𝐻𝐻��⃗ , где χ – 
магнитная восприимчивость. Тогда 𝐵𝐵�⃗ = µ0(1 + χ)𝐻𝐻��⃗ = µ0µ𝐻𝐻��⃗ , где µ – магнит-
ная проницаемость вещества (µ = 1 + χ). 

На границе раздела двух магнетиков выполняются граничные условия 
для нормальных и тангенциальных составляющих полей: 𝐵𝐵2𝑛𝑛 = 𝐵𝐵1𝑛𝑛,       
𝐻𝐻2τ − 𝐻𝐻1τ = 𝑖𝑖𝑁𝑁, , 𝐽𝐽2τ − 𝐽𝐽1τ𝑖𝑖𝑁𝑁′ . Здесь 𝑖𝑖𝑁𝑁 и 𝑖𝑖𝑁𝑁′  – проекции плотностей поверх-
ностных токов проводимости и намагничивания на направление, касательное 
к границе раздела магнетиков и перпендикулярное касательному направле-
нию, задаваемому вектором τ�⃗ .  

Граничные условия в векторном виде с учетом токов проводимости, 
протекающих по границе раздела магнетиков, равны �𝑛𝑛�⃗ , �𝐵𝐵�⃗ 2 − 𝐵𝐵�⃗ 1�� = 0,      

�𝑛𝑛�⃗ , (𝐻𝐻��⃗ 2 − 𝐻𝐻��⃗ 1)� = �̇⃗�𝚤, �𝑛𝑛�⃗ , (𝐽𝐽2 − 𝐽𝐽1)� = �̇⃗�𝚤′. Здесь 𝑛𝑛�⃗  – вектор нормали к границе раз-
дела магнетика, направленный из первой среды во вторую; �̇⃗�𝚤, �̇⃗�𝚤′ – плотность 
поверхностных токов проводимости и намагничивания. 
 

Примеры решения задач 
Задача 5.10. Постоянный ток 𝐼𝐼 течет вдоль длинного однородного ци-

линдрического провода круглого сечения радиусом 𝑅𝑅. Материалом провода 
является парамагнетик с восприимчивостью χ. Найти зависимость индукции 
𝐵𝐵 от расстояния 𝑟𝑟 до оси провода и объемную плотность тока намагничива-
ния 𝑗𝑗′. 

Решение. В качестве замкнутого контура 𝐿𝐿 выберем окружность ради-
усом 𝑟𝑟 < 𝑅𝑅 с центром на оси цилиндра и лежащую в плоскости, перпендику-
лярной оси. В соответствии с теоремой о циркуляции для вектора напряжен-
ности, получаем после интегрирования по выбранному контуру:          
𝐻𝐻2π𝑟𝑟 = 𝐼𝐼

π𝑅𝑅2
π𝑟𝑟2, 𝐻𝐻 = 𝐼𝐼𝑟𝑟

2π𝑅𝑅2
, 𝐽𝐽 = χ𝐻𝐻 = χ 𝐼𝐼𝑟𝑟

2π𝑅𝑅2
. 

Следовательно, величина индукции магнитного поля внутри провода 
равна 𝐵𝐵 = µ0(1 + χ) 𝐼𝐼𝑟𝑟

2π𝑅𝑅2
. 

Аналогично вне провода (𝑟𝑟 > 𝑅𝑅) получаем 𝐵𝐵 = µ0𝐼𝐼
2π𝑟𝑟

. 
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Воспользовавшись теоремой о циркуляции для вектора намагниченно-
сти, получим выражение для тока намагничивания, охваченного контуром 𝐿𝐿: 
𝐼𝐼′ = 𝐽𝐽2π𝑟𝑟 = χ 𝐼𝐼𝑟𝑟

2

𝑅𝑅2
. 

Ток намагничивания, протекающий через поверхность, ограниченную 
двумя окружностями радиусов 𝑟𝑟 и 𝑟𝑟 + 𝑑𝑑𝑟𝑟, лежащих в плоскости перпендику-
лярной оси цилиндра, с центрами на оси равен 𝑑𝑑𝐼𝐼′ = 2χ𝐼𝐼𝑟𝑟

𝑅𝑅2
𝑑𝑑𝑟𝑟. 

Следовательно, плотность тока намагничивания равна  

𝑗𝑗′ =
𝑑𝑑𝐼𝐼′

𝑑𝑑𝑆𝑆 =
2χ𝐼𝐼𝑟𝑟𝑑𝑑𝑟𝑟
𝑅𝑅22π𝑟𝑟𝑑𝑑𝑟𝑟 =

χ𝐼𝐼
π𝑅𝑅2. 

Ответ: 𝐵𝐵 = µ0(1 + χ) 𝐼𝐼𝑟𝑟
2π𝑅𝑅2

; 𝑗𝑗′ = χ𝐼𝐼
π𝑅𝑅2

. 
 

Задача 5.11. Длинный соленоид заполнен неоднородным парамагнети-
ком, восприимчивость которого зависит только от расстояния 𝑟𝑟 до оси соле-
ноида как χ = 𝑎𝑎𝑟𝑟2, где 𝑎𝑎 – постоянная. На оси соленоида индукция магнит-
ного поля равна 𝐵𝐵0. Найти зависимость от 𝑟𝑟 намагниченности магнетика 𝐽𝐽(𝑟𝑟) 
и плотности тока намагничивания 𝑗𝑗′(𝑟𝑟) внутри магнетика. 

Решение. В силу симметрии и условия задачи векторы 𝐵𝐵�⃗ , 𝐻𝐻��⃗ , 𝐽𝐽 направ-
лены параллельно оси соленоида и образуют правовинтовую систему с током 
𝐼𝐼, текущим по обмотке соленоида. В плоскости, содержащей ось соленоида, 
выбираем прямоугольный контур 𝐿𝐿, две стороны которого длиной 𝑙𝑙 парал-
лельны оси соленоида. Две другие стороны находятся на расстояниях 𝑟𝑟 и 𝑅𝑅 
от оси внутри и вне соленоида соответственно. Они перпендикулярны оси 
соленоида. Контур охватывает 𝑁𝑁 витков.  

В соответствии с теоремой о циркуляции вектора 𝐻𝐻��⃗  получаем: 𝐻𝐻𝑙𝑙 = 𝑁𝑁𝐼𝐼, 
𝐻𝐻 = 𝑁𝑁𝐼𝐼

𝑑𝑑
, 𝐵𝐵 = µ0(1 + χ) 𝑁𝑁𝐼𝐼

𝑑𝑑
, 𝐵𝐵0 = µ0

𝑁𝑁𝐼𝐼
𝑑𝑑

. 
Следовательно, напряженность магнитного поля и намагниченность 

равны 𝐻𝐻��⃗ = 𝑞𝑞�⃗ 0
µ0

, 𝐽𝐽 = χ𝐻𝐻��⃗ = 𝑎𝑎𝑟𝑟2𝑞𝑞�⃗ 0
µ0

. 

Плотность тока намагничивания 𝚥𝚥̇′��⃗ = �∇��⃗ , 𝐽𝐽� вычислим в цилиндрической 
системе координат, ось 𝑂𝑂𝑑𝑑 которой совпадает с осью соленоида. Вектор 
намагниченности имеет одну ненулевую компоненту 𝐽𝐽𝑧𝑧 = 𝑎𝑎𝑟𝑟2𝐵𝐵0/µ0. Поэто-
му 𝚥𝚥̇′��⃗  имеет только одну ненулевую компоненту: 𝑗𝑗z′ = −𝜕𝜕𝐽𝐽𝑧𝑧

𝜕𝜕𝑟𝑟
= −2𝑎𝑎𝑟𝑟𝑞𝑞0

µ0
. 

Следовательно, 𝑗𝑗′ = 2𝑎𝑎𝑟𝑟𝑞𝑞0
µ0

. 
Плотность тока намагничивания можно найти также, воспользовав-

шись теоремой о циркуляции 𝐽𝐽:  

�(𝐽𝐽
(𝐿𝐿)

,𝑑𝑑𝑙𝑙) = �(𝚥𝚥̇′��⃗

(𝑑𝑑)

,𝑑𝑑𝑆𝑆). 
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Циркуляцию вычислим по ранее введенному прямоугольному контуру 
𝐿𝐿. Очевидно, что плотность тока намагничивания зависит только от 𝑟𝑟. Она 
перпендикулярна плоскости контура. Тогда  

𝑎𝑎𝑟𝑟2𝐵𝐵0𝑙𝑙
µ0

= � 𝑗𝑗′
𝑅𝑅

𝑟𝑟

(𝑟𝑟)𝑙𝑙𝑑𝑑𝑟𝑟 + 𝐼𝐼пов′ . 

Взяв производную по 𝑟𝑟 от этого выражения, получаем выражение для 
плотности тока намагничивания: 𝑗𝑗′ = −2𝑎𝑎𝑟𝑟𝑞𝑞0

µ0
. Знак минус указывает на то, 

что направление 𝚥𝚥̇′��⃗  и обход контура образуют левовинтовую систему. 
Ответ: 𝐽𝐽 = χ𝐻𝐻��⃗ = 𝑎𝑎𝑟𝑟2𝑞𝑞�⃗ 0

µ0
; 𝑗𝑗′ = −2𝑎𝑎𝑟𝑟𝑞𝑞0

µ0
. 

 
Задачи для самостоятельного решения 

5.12. Индукция магнитного поля в вакууме вблизи плоской поверхно-
сти однородного изотропного магнетика равна 𝐵𝐵�⃗ 0, причем вектор 𝐵𝐵�⃗ 0 состав-
ляет угол α0 с нормалью к поверхности. Магнитная проницаемость магнети-
ка равна µ. Найти модуль вектора индукции магнитного поля в магнетике 
вблизи поверхности. 
  Ответ: 𝐵𝐵 = 𝐵𝐵0�µ2sin2α + cos2α.  

5.13. Постоянный ток 𝐼𝐼 течет вдоль длинного однородного цилиндриче-
ского провода круглого сечения радиусом 𝑅𝑅. Провод сделан из парамагнетика с 
магнитной восприимчивостью χ. Найти поверхностный молекулярный ток 𝐼𝐼пов′ . 

Ответ: 𝐼𝐼пов′ = χ𝐼𝐼. 
5.14. Постоянный магнит имеет вид кольца с узким зазором между по-

люсами. Средний диаметр кольца – 𝑑𝑑. Ширина зазора – 𝑏𝑏, индукция магнит-
ного поля в зазоре – 𝐵𝐵. Пренебрегая рассеянием магнитного поля на краях за-
зора, найти модуль вектора напряженности магнитного поля внутри магнита. 

Ответ: 𝐻𝐻 ≈ 𝑏𝑏𝐵𝐵 µ0π𝑑𝑑⁄ . 
 

6. ЗАКОН ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ИНДУКЦИИ 
 

Явление электромагнитной индукции состоит в том, что в замкнутом 
проводящем контуре при изменении магнитного потока (потока вектора 𝐵𝐵�⃗ ) 
через поверхность, ограниченную этим контуром (охваченную контуром), 
возникает электрический ток – индукционный ток. Следовательно, при изме-
нении магнитного потока в контуре возникает электродвижущая сила (ЭДС) ин-
дукции ℰ𝑖𝑖.  

Изменение магнитного потока может быть вызвано двумя принципи-
ально различными способами:  

1) движением контура и его отдельных участков. В этом случае ЭДС 
индукции объясняется действием на движущиеся вместе с участками контура 
носители тока сил со стороны магнитного поля;  
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2) при неподвижном контуре изменяется со временем вектор магнит-
ной индукции. Дж. К. Максвелл предположил, что изменяющееся со време-
нем магнитное поле приводит к появлению в пространстве электрического 
поля. Это поле носит вихревой характер и при помещении в пространство 
замкнутого проводящего контура оно обуславливает возникновение ЭДС ин-
дукции.  

Очевидно, что ЭДС индукции возникает и при использовании одно-
временно двух указанных способов.  

Согласно закону электромагнитной индукции (закону Фарадея), ка-
кова бы ни была причина изменения магнитного потока, охватываемого за-
мкнутым проводящим контуром, возникающая в контуре ЭДС индукции 
прямо пропорциональна скорости изменения магнитного потока: 

ℰ𝑖𝑖 = −
𝑑𝑑Φ
𝑑𝑑𝑡𝑡 . 

Магнитный поток: Φ = ∫(𝐵𝐵�⃗ ,𝑑𝑑𝑆𝑆). В СИ коэффициент пропорцио-
нальности равен единице. ЭДС и магнитный поток являются алгебраически-
ми величинами, знак которых определяется выбором положительного 
направления обхода по контуру и выбором нормали 𝑛𝑛�⃗  к поверхности, огра-
ниченной контуром, соответственно. Направление нормали 𝑛𝑛�⃗  и положитель-
ное направление обхода контура связаны друг с другом правилом правого 
винта. Тогда знак минус отражает правило Ленца: индукционный ток и ℰ𝑖𝑖 все-
гда направлены так, чтобы противодействовать причине, его вызывающей. 
 Если замкнутый контур состоит из 𝑁𝑁 одинаковых витков, каждый из 
которых охватывает одинаковый магнитный поток Φ1, то возникающую в 
контуре ЭДС индукции определяет полный магнитный поток (потокосцепле-
ние) Ψ = 𝑁𝑁Φ1: 

ℰ𝑖𝑖 = −
𝑑𝑑Ψ
𝑑𝑑𝑡𝑡 = −𝑁𝑁

𝑑𝑑Φ1

𝑑𝑑𝑡𝑡 . 
Протекающий по замкнутому контуру ток создает магнитное поле и, 

соответственно, возникает магнитный поток через контур. Согласно закону 
Био – Савара – Лапласа и принципу суперпозиции магнитная индукция 𝐵𝐵�⃗  и 
магнитный поток Φ прямо пропорциональны силе тока 𝐼𝐼 в контуре. Поэтому 
можно записать Φ = 𝐿𝐿𝐼𝐼. 

При изменении силы тока в контуре в нем возникает ЭДС индукции, 
которую называют ЭДС самоиндукции ℰ𝑠𝑠. В соответствии с законом элек-
тромагнитной индукции она равна 

ℰ𝑠𝑠 = −
𝑑𝑑(𝐿𝐿𝐼𝐼)
𝑑𝑑𝑡𝑡 . 

Если конфигурация контура не меняется и отсутствуют ферромагнети-
ки, то индуктивность 𝐿𝐿 постоянна и 

ℰ𝑠𝑠 = −𝐿𝐿
𝑑𝑑𝐼𝐼
𝑑𝑑𝑡𝑡. 
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В отсутствие ферромагнетиков объемная плотность энергии магнитно-
го поля равна 

𝑤𝑤 =
(𝐵𝐵�⃗ ,𝐻𝐻��⃗ )

2 =
𝐵𝐵2

2µ0µ
. 

 
Примеры решения задач 

Задача 6.1. П-образный проводник замкнут перпендикулярной к двум 
его параллельным участкам перемычкой, сопротивление которой 𝑅𝑅. В одной 
плоскости с ними лежит тонкий длинный прямой провод, по которому про-
текает ток 𝐼𝐼. Два параллельных участка П-образного проводника параллель-
ны проводу и находятся на расстояниях 𝑎𝑎 и 𝑏𝑏 от него. Перемычка без трения 
перемещается с постоянной скоростью �⃗�𝑣, перпендикулярной ей и лежащей в 
общей плоскости (рис. 6.1). Найти силу индукционного тока в перемычке, а 
также силу 𝐹𝐹, необходимую для поддержания скорости перемычки постоян-
ной. Сопротивлением П-образного проводника и трением перемычки прене-
бречь. 
 Решение. Ось 𝑂𝑂𝑥𝑥 напра-
вим вдоль проводника с током 𝐼𝐼, 
ось 𝑂𝑂𝑦𝑦 – перпендикулярно 𝑂𝑂𝑥𝑥 в 
плоскости проводников так, что-
бы она проходила через средний 
участок П-образного проводни-
ка. Положение перемычки опре-
деляется координатой 𝑥𝑥. Пере-
мычка и проводник образуют за-
мкнутый контур в виде прямоугольника, который ограничивает плоскую по-
верхность площадью 𝑆𝑆 = (𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)𝑥𝑥. Ток 𝐼𝐼 создает магнитное поле, индукция 
которого 𝐵𝐵 = µ0𝐼𝐼

2π𝑦𝑦
. 

Для вычисления магнитного потока через поверхность, ограниченную 
прямоугольником, разбиваем ее на узкие полосы шириной 𝑑𝑑𝑦𝑦, параллельные 
𝑂𝑂𝑥𝑥, площадью 𝑑𝑑𝑆𝑆 = 𝑥𝑥 ∙ 𝑑𝑑𝑦𝑦. Магнитный поток через полосу, положение кото-
рой задается координатой 𝑦𝑦, будет равен 𝑑𝑑Φ = µ0𝐼𝐼

2π𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑆𝑆 = µ0𝐼𝐼𝑥𝑥

2π𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑦𝑦. 

Магнитный поток через всю поверхность равен 

Φ = �
µ0𝐼𝐼𝑥𝑥
2π𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑦𝑦

𝑏𝑏

𝑎𝑎

=
µ0𝐼𝐼𝑥𝑥
2π ln

𝑏𝑏
𝑎𝑎. 

В контуре возникает ЭДС индукции ℰ𝑖𝑖 = −𝑑𝑑Φ
𝑑𝑑𝑡𝑡

= −µ0𝐼𝐼𝑣𝑣
2π

ln 𝑏𝑏
𝑎𝑎
 и индукци-

онный ток, сила которого 𝐼𝐼𝑖𝑖 = µ0𝐼𝐼𝑣𝑣
2π𝑅𝑅

ln 𝑏𝑏
𝑎𝑎

. 
Cила 𝐹𝐹, действующая на перемычку, должна уравновешивать силу Ам-

пера (рис. 6.2). Для вычисления силы Ампера, действующей на перемычку, 

�⃗�𝑣 

𝐼𝐼 

𝑏𝑏 

𝑎𝑎 

𝑥𝑥 

Рис. 6.1 

𝑑𝑑𝑦𝑦 

𝑥𝑥 
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разбиваем ее на элементарные участки длиной 𝑑𝑑𝑦𝑦. Сила Ампера, действую-
щая на этот участок, равна 

𝑑𝑑𝐹𝐹𝐴𝐴 = 𝐼𝐼𝑖𝑖𝐵𝐵𝑑𝑑𝑦𝑦 =
µ0𝐼𝐼𝑣𝑣
2π𝑅𝑅 ln

𝑏𝑏
𝑎𝑎
µ0𝐼𝐼
2π𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑦𝑦. 

 
Сила, необходимая для 

поддержания скорости перемыч-
ки постоянной, по модулю равна 
силе Ампера, действующей на 
всю перемычку, 

𝐹𝐹 = 𝐹𝐹𝐴𝐴 = ��
µ0𝐼𝐼
2π�

2𝑏𝑏

𝑎𝑎

𝑣𝑣
𝑅𝑅 ln

𝑏𝑏
𝑎𝑎 𝑑𝑑𝑦𝑦 = 

= �
µ0𝐼𝐼
2π ln

𝑏𝑏
𝑎𝑎�

2 𝑣𝑣
𝑅𝑅, 

и противоположна ей по направлению: �⃗�𝐹 ↑↓ �⃗�𝐹𝐴𝐴. 

Ответ: 𝐼𝐼𝑖𝑖 = µ0𝐼𝐼𝑣𝑣
2π𝑅𝑅

ln 𝑏𝑏
𝑎𝑎
; 𝐹𝐹 = �µ0𝐼𝐼

2π
ln 𝑏𝑏

𝑎𝑎
�
2 𝑣𝑣
𝑅𝑅
. 

 
Задача 6.2. П-образный проводник, сопротивлением которого можно 

пренебречь, замкнут проводящей перемычкой массой 𝑚𝑚 и сопротивлением 𝑅𝑅. 
Расстояние между параллельными участками П-образного проводника – 𝑙𝑙. 
Система находится в магнитном поле, индукция 𝐵𝐵�⃗  которого перпендикулярна 
проводникам. В момент времени 𝑡𝑡 = 0 на перемычку начинает действовать 
сила �⃗�𝐹, перпендикулярная перемычке и лежащая в одной плоскости с про-
водниками. Найти зависимость скорости перемычки от времени. 

Решение. Выбираем вектор нормали 𝑛𝑛�⃗  к поверхности, ограниченной 
проводниками, сонаправленным с 𝐵𝐵�⃗ : 𝑛𝑛�⃗ ⇈ 𝐵𝐵�⃗ . Тогда в соответствии с правилом 
правого винта обход контура должен производиться по часовой стрелке. 
Магнитный поток через указанную поверхность меняется. Следовательно, в 
замкнутом контуре возникает ЭДС индукции и соответствующий индукци-
онный ток:     ℰ𝑖𝑖 = −𝑑𝑑Φ

𝑑𝑑𝑡𝑡
= −𝑑𝑑(𝑞𝑞𝑑𝑑𝑥𝑥)

𝑑𝑑𝑡𝑡
= −𝐵𝐵𝑙𝑙 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑡𝑡
= −𝐵𝐵𝑙𝑙𝑣𝑣𝑥𝑥, 𝐼𝐼𝐼𝐼 = Ε𝑖𝑖

𝑅𝑅
= −𝑞𝑞𝑑𝑑𝑣𝑣𝑥𝑥

𝑅𝑅
. 

Положение средней части проводника задано координатой 𝑥𝑥 = 0, коор-
дината перемычки равна 𝑥𝑥. Знак минус означает, что ток течет против направ-
ления обхода, т. е. против часовой стрелки. На перемычку действует сила  
Ампера, направленная влево, величина которой равна 𝐹𝐹𝐴𝐴 = |𝐼𝐼𝐼𝐼𝑙𝑙𝐵𝐵| = 𝑑𝑑2𝑞𝑞2𝑣𝑣

𝑅𝑅
. 

Уравнение движения перемычки 𝑚𝑚𝑑𝑑𝑣𝑣
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 𝐹𝐹 − 𝑑𝑑2𝑞𝑞2𝑣𝑣
𝑅𝑅

 перепишем в виде 
𝑚𝑚𝑑𝑑𝑣𝑣

𝐹𝐹−𝑙𝑙
2𝐵𝐵2𝑣𝑣
𝑅𝑅

= 𝑑𝑑𝑡𝑡 и проинтегрируем. Получим ln �𝐹𝐹 − 𝑑𝑑2𝑞𝑞2𝑣𝑣
𝑅𝑅
� = − 𝑑𝑑2𝑞𝑞2𝑣𝑣

𝑚𝑚𝑅𝑅
𝑡𝑡 + 𝐶𝐶. 

Значение постоянной 𝐶𝐶 = ln𝐹𝐹 следует из начального условия. Отсюда 
получаем зависимость скорости перемычки от времени:  

⊗  𝐵𝐵�⃗  �⃗�𝐹 

𝐼𝐼 

𝑏𝑏 

𝑎𝑎 

Рис. 6.2 

𝑑𝑑𝑦𝑦 

𝑥𝑥 

𝑚𝑚 
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𝑣𝑣 = �1 − exp �− 𝑞𝑞2𝑑𝑑2𝑡𝑡
𝑚𝑚𝑅𝑅

�� 𝐹𝐹𝑅𝑅
𝑞𝑞2𝑑𝑑2

. 

Ответ: 𝑣𝑣 = �1 − exp �− 𝑞𝑞2𝑑𝑑2𝑡𝑡
𝑚𝑚𝑅𝑅

�� 𝐹𝐹𝑅𝑅
𝑞𝑞2𝑑𝑑2

. 
 
Задача 6.3. Магнитный поток через неподвижный контур с сопротив-

лением 𝑅𝑅 изменяется в течение времени τ по закону Φ = 𝑘𝑘𝑡𝑡(τ − 𝑡𝑡). Найти 
количество тепла, выделенное в контуре за это время. Индуктивностью кон-
тура пренебречь. 

Решение. В контуре возникает ЭДС индукции ℰ𝑖𝑖 = −𝑑𝑑Φ
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 𝑘𝑘(2𝑡𝑡 − τ). 
Согласно закону Джоуля – Ленца в контуре за промежуток времени 𝑑𝑑𝑡𝑡 

выделяется количество тепла, равное 

δ𝑄𝑄 = 𝐼𝐼𝑖𝑖2𝑅𝑅𝑑𝑑𝑡𝑡 =
ℰ𝑖𝑖2

𝑅𝑅2 𝑅𝑅𝑑𝑑𝑡𝑡 =
𝑘𝑘2(2𝑡𝑡 − τ)2

𝑅𝑅 𝑑𝑑𝑡𝑡. 
Количество тепла за весь промежуток времени от 𝑡𝑡 = 0 до 𝑡𝑡 = τ равно  

𝑄𝑄 = �
𝑘𝑘2(2𝑡𝑡 − τ)2

𝑅𝑅 𝑑𝑑𝑡𝑡
τ

0

=
𝑘𝑘2τ3

3𝑅𝑅 . 

Ответ: 𝑄𝑄 = 𝑘𝑘2τ3

3𝑅𝑅
. 

 
Задача 6.4. Тонкое проволочное кольцо, имеющее радиус 𝑎𝑎 и сопротив-

ление 𝑟𝑟, расположено внутри длинного соленоида так, что их оси совпадают. 
Длина соленоида – 𝑙𝑙, радиус сечения 𝑏𝑏 ≪ 𝑙𝑙. В некоторый момент времени соле-
ноид подключили к источнику постоянного напряжения 𝑈𝑈. Полное сопротив-
ление цепи равно 𝑅𝑅. Пренебрегая индуктивностью кольца, найти максимальное 
значение радиальной силы, действующей на единицу длины кольца. 

Решение. После подключения источника напряжения сила тока в соле-
ноиде меняется в соответствии с уравнением 𝐼𝐼𝑅𝑅 = 𝑈𝑈 + �−𝐿𝐿 𝑑𝑑𝐼𝐼

𝑑𝑑𝑡𝑡
�, где 𝐿𝐿 – ин-

дуктивность соленоида.  
Решение уравнения имеет вид 𝐼𝐼 = 𝑒𝑒

𝑅𝑅
�1 − exp �−𝑅𝑅𝑡𝑡

𝐿𝐿
��. 

Индукция магнитного поля, создаваемого этим током, 𝐵𝐵 = µ0𝑁𝑁𝐼𝐼/𝑙𝑙. 
Магнитный поток через проволочное кольцо Φ = 𝐵𝐵𝑆𝑆 = πµ0𝑁𝑁𝑎𝑎2𝐼𝐼/𝑙𝑙 изменяет-
ся со временем. В кольце возникает индукционный ток: 

𝐼𝐼𝑖𝑖 = −
1
𝑟𝑟
𝑑𝑑Φ
𝑑𝑑𝑡𝑡 = −

πµ0𝑁𝑁𝑎𝑎2

𝑙𝑙𝑟𝑟
𝑑𝑑𝐼𝐼
𝑑𝑑𝑡𝑡 = −

πµ0𝑁𝑁𝑎𝑎2

𝑙𝑙𝑟𝑟
(𝑈𝑈 − 𝐼𝐼𝑅𝑅)

𝐿𝐿
. 

На элементарный участок кольца 𝑑𝑑τ действует сила Ампера, величина 
которой 𝑑𝑑𝐹𝐹𝐴𝐴 = 𝐼𝐼𝑖𝑖𝐵𝐵𝑑𝑑τ = πµ0𝑁𝑁𝑎𝑎2

𝑑𝑑𝑟𝑟
(𝑒𝑒−𝐼𝐼𝑅𝑅)

𝐿𝐿
µ0𝑁𝑁𝐼𝐼
𝑑𝑑
𝑑𝑑τ. Сила направлена вдоль радиуса. 

Это и есть радиальная сила.  
На единицу длины кольца действует сила 𝑑𝑑𝐹𝐹𝐴𝐴

𝑑𝑑τ
= πµ0𝑁𝑁𝑎𝑎2

𝑑𝑑𝑟𝑟
(𝑒𝑒−𝐼𝐼𝑅𝑅)

𝐿𝐿
µ0𝑁𝑁𝐼𝐼
𝑑𝑑

. Она 
зависит от 𝐼𝐼.  
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Максимум достигается, очевидно, при 𝐼𝐼 = 𝑈𝑈/2𝑅𝑅. Максимальная ради-
альная сила в расчете на единицу длины равна 
𝑑𝑑𝐹𝐹𝐴𝐴
𝑑𝑑τ =

µ0𝑎𝑎2𝑈𝑈2

4𝑟𝑟𝑅𝑅𝑙𝑙𝑏𝑏2 . 

Ответ: 𝑑𝑑𝐹𝐹𝐴𝐴
𝑑𝑑τ

= µ0𝑎𝑎2𝑒𝑒2

4𝑟𝑟𝑅𝑅𝑑𝑑𝑏𝑏2
. 

 
Задачи для самостоятельного решения 

6.5. Тонкий металлический стержень длиной 𝑙𝑙 = 1,200 м вращается с 
частотой 𝑛𝑛 = 120 мин−1 в однородном магнитном поле вокруг оси, перпен-
дикулярной стержню и отстоящей от одного из его концов на расстояние   
𝑙𝑙1 = 0,250 м. Вектор 𝐵𝐵�⃗  параллелен оси вращения, 𝐵𝐵 = 1,00 мТл. Найти раз-
ность потенциалов 𝑈𝑈, возникающую между концами стержня. 

Ответ: 𝑈𝑈 = π𝐵𝐵𝑛𝑛𝑙𝑙(𝑙𝑙 − 2𝑙𝑙1) = 5,3 мВ. 
6.6. Между полюсами магнита находится небольшая катушка, ось ко-

торой совпадает с направлением вектора индукции магнитного поля магнита. 
Площадь поперечного сечения катушки равна 𝑆𝑆, число витков – 𝑁𝑁. При пере-
ворачивании катушки на 180° через подключенный к ней гальванометр про-
текает заряд 𝑞𝑞. Найти модуль индукции внешнего магнитного поля, если со-
противление цепи – 𝑅𝑅.  

Ответ: 𝐵𝐵 = 𝑞𝑞𝑅𝑅 2𝑛𝑛𝑆𝑆⁄ . 
6.7. В магнитном поле, создаваемом длин-

ным прямым проводником с током 𝐼𝐼, находится  
П-образный проводник, по которому скользит с 
постоянной скоростью проводящая перемычка 
длиной 𝑙𝑙 (рис. 6.3). Найти ЭДС индукции как 
функцию расстояния x между перемычкой и про-
водником. Проводник находится в одной плоско-
сти с П-образным проводником, вектор скорости 
рамки �⃗�𝑣 перпендикулярен перемычке. 

Ответ: ℰ𝑖𝑖 = µ0𝑙𝑙𝐼𝐼𝑣𝑣 2π𝑥𝑥⁄ . 
6.8. В магнитном поле, создаваемом длинным прямым проводником с 

током 𝐼𝐼, находится квадратная рамка со стороной 𝑎𝑎. Найти ЭДС индукции 
как функцию расстояния 𝑟𝑟 между рамкой и проводником. Проводник нахо-
дится в одной плоскости с рамкой. Рамка движется со скоростью �⃗�𝑣, перпен-
дикулярной проводнику с током (рис. 6.4). 

Ответ: ℰ𝑖𝑖 = µ0𝐼𝐼𝑎𝑎2𝑣𝑣
2π𝑟𝑟(𝑟𝑟+𝑎𝑎)

. 
6.9. Непроводящее тонкое кольцо массой 

𝑚𝑚, имеющее заряд 𝑞𝑞, может свободно вращаться 
вокруг своей оси. В начальный момент кольцо 
покоилось и магнитное поле отсутствовало. За-
тем включили практически однородное магнит-
ное поле, перпендикулярное плоскости кольца, 

𝐼𝐼 

𝑙𝑙 
�⃗�𝑣 

Рис. 6.3 

𝐼𝐼 

𝑟𝑟 �⃗�𝑣 

Рис. 6.4 
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которое начало нарастать во времени по некоторому закону 𝐵𝐵�⃗ (𝑡𝑡). Найти уг-
ловую скорость ω��⃗  кольца в зависимости от индукции 𝐵𝐵�⃗ (𝑡𝑡). 

Ответ:  ω��⃗ = − 𝑑𝑑
2𝑚𝑚

𝐵𝐵�⃗ (𝑡𝑡). 
 

7. УРАВНЕНИЯ МАКСВЕЛЛА 
 

Уравнения Максвелла в дифференциальной форме записывают в сле-
дующем виде: 

�∇��⃗ ,𝐸𝐸�⃗ � = −
𝜕𝜕𝐵𝐵�⃗
𝜕𝜕𝑡𝑡 ; �∇��⃗ ,𝐵𝐵�⃗ � = 0; 

�∇��⃗ ,𝐻𝐻��⃗ � = 𝚥𝚥̇⃗ +
𝜕𝜕𝐷𝐷��⃗
𝜕𝜕𝑡𝑡 ; �∇��⃗ ,𝐷𝐷��⃗ � = ρ, 

либо 

rot𝐸𝐸�⃗ = −
𝜕𝜕𝐵𝐵�⃗
𝜕𝜕𝑡𝑡 ; div𝐵𝐵�⃗ = 0; 

rot𝐻𝐻��⃗ = 𝚥𝚥̇⃗ +
𝜕𝜕𝐷𝐷��⃗
𝜕𝜕𝑡𝑡 ; div𝐷𝐷��⃗ = ρ. 

Эквивалентные им уравнения Максвелла в интегральной форме: 

��𝐸𝐸�⃗ ,𝑑𝑑𝑙𝑙� = −��
𝜕𝜕𝐵𝐵�⃗
𝜕𝜕𝑡𝑡 ,𝑑𝑑𝑆𝑆� ;  ��𝐵𝐵�⃗ ,𝑑𝑑𝑆𝑆� = 0; 

��𝐻𝐻��⃗ ,𝑑𝑑𝑙𝑙� = ��𝚥𝚥̇⃗ +
𝜕𝜕𝐷𝐷��⃗
𝜕𝜕𝑡𝑡 ,𝑑𝑑𝑆𝑆� ;  ��𝐷𝐷��⃗ ,𝑑𝑑𝑆𝑆� = �ρ𝑑𝑑𝑉𝑉. 

Величину 𝚥𝚥̇⃗см = 𝜕𝜕𝐷𝐷��⃗

𝜕𝜕𝑡𝑡
 называют плотностью тока смещения. Для изо-

тропных сред в случае достаточно слабых и медленно меняющихся полей урав-
нения Максвелла дополняются следующими материальными уравнениями: 

𝐷𝐷��⃗ = ε0ε𝐸𝐸�⃗ ; 𝐵𝐵�⃗ = µ0µ𝐻𝐻��⃗ ; 𝚥𝚥̇⃗ = σ𝐸𝐸�⃗ . 
 

Примеры решения задач 
Задача 7.1. Определить величину напряженности магнитного поля в 

плоском конденсаторе, одна из пластин которого удаляется от неподвижной 
другой пластины со скоростью �⃗�𝑣, перпендикулярной пластинам. Пластины 
имеют форму дисков. Разность потенциалов между пластинами 𝑈𝑈 остается 
постоянной. Начальное расстояние между пластинами равно 𝑑𝑑0. 

Решение. Напряженность электрического поля в конденсаторе: 𝐸𝐸 = 

=
𝑈𝑈
𝑑𝑑 =

𝑈𝑈
𝑑𝑑0 + 𝑣𝑣𝑡𝑡. 

Выберем вспомогательный замкнутый контур 𝐿𝐿 в виде окружности ра-
диусом 𝑟𝑟, параллельной пластинам конденсатора и симметричной относи-
тельно оси конденсатора. Направление обхода по контуру и вектор нормали 
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к поверхности, ограниченной контуром, связаны правилом правого винта. 
Уравнение Максвелла приводит к выражению 
∮�𝐻𝐻��⃗ ,𝑑𝑑𝑙𝑙� = 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑡𝑡 ∫�𝐷𝐷
��⃗ ,𝑑𝑑𝑆𝑆� ⇒ 𝐻𝐻𝑑𝑑2π𝑟𝑟 = 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑡𝑡
�ε0ε𝑒𝑒π𝑟𝑟

2

𝑑𝑑0+𝑣𝑣𝑡𝑡
� = − ε0ε𝑒𝑒π𝑟𝑟2𝑣𝑣

(𝑑𝑑0+𝑣𝑣𝑡𝑡)2
. 

Следовательно, напряженность магнитного поля в конденсаторе опре-
деляется выражением 𝐻𝐻𝑑𝑑 = − ε0ε𝑒𝑒𝑟𝑟𝑣𝑣

2(𝑑𝑑0+𝑣𝑣𝑡𝑡)2
. 

Ответ: 𝐻𝐻𝑑𝑑 = − ε0ε𝑒𝑒𝑟𝑟𝑣𝑣
2(𝑑𝑑0+𝑣𝑣𝑡𝑡)2

. 
 

Задача 7.2. Пространство между двумя концентрическими металличе-
скими сферами заполнено однородной слабо проводящей средой с удельным 
сопротивлением ρ и диэлектрической проницаемостью ε.  В момент 𝑡𝑡 = 0 
внутренней сфере сообщили некоторый заряд 𝑞𝑞. Найти плотности токов 
смещения и проводимости и установить связь между ними в произвольной 
точке среды в один и тот же момент времени. 

Решение. Напряженность электрического поля на расстоянии 𝑟𝑟 от цен-
тра сфер 𝐸𝐸�⃗ = 𝑑𝑑𝑟𝑟

4πε0ε𝑟𝑟3
. 

Согласно закону Ома в дифференциальной форме, плотность тока про-
водимости равна 𝚥𝚥̇⃗ = 𝐸𝐸�⃗

ρ
= 𝑑𝑑𝑟𝑟

4πε0ερ𝑟𝑟3
. 

Плотность тока смещения 𝚥𝚥̇⃗см = 𝜕𝜕𝐷𝐷��⃗

𝜕𝜕𝑡𝑡
= ε0ε

𝑟𝑟
4πε0ε𝑟𝑟3

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

. 
Сила тока, протекающего через сферу радиусом 𝑟𝑟 (концентрическую с 

металлическими сферами), равна скорости убыли заряда внутренней сферы: 
𝐼𝐼 = 4π𝑟𝑟2𝑗𝑗𝑟𝑟  = −𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑡𝑡
, где 𝑗𝑗𝑟𝑟 – проекция 𝚥𝚥̇⃗ на радиальное направление, задавае-

мое единичным вектором 𝑟𝑟/𝑟𝑟, 𝚥𝚥̇⃗ = 𝑗𝑗𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑟𝑟.   
Следовательно, плотность тока смещения равна 

𝚥𝚥̇⃗см = −ε0ε
𝑟𝑟

4πε0ε𝑟𝑟3
4π𝑟𝑟2𝑗𝑗𝑟𝑟 = −𝚥𝚥̇⃗ = − 𝑑𝑑𝑟𝑟

4πε0ερ𝑟𝑟3
, при этом 𝚥𝚥̇⃗см = −𝚥𝚥̇⃗. 

Ответ: 𝚥𝚥̇⃗ = 𝑑𝑑𝑟𝑟
4πε0ερ𝑟𝑟3

; 𝚥𝚥̇⃗см = − 𝑑𝑑𝑟𝑟
4πε0ερ𝑟𝑟3

; 𝚥𝚥̇⃗см = −𝚥𝚥̇⃗. 
 

Задача 7.3. Длинный прямой соленоид имеет 𝑛𝑛 витков на единицу дли-
ны. По нему течет переменный ток 𝐼𝐼 = 𝐼𝐼0sinω𝑡𝑡. Найти плотность тока сме-
щения внутри соленоида как функцию расстояния 𝑟𝑟 от оси соленоида. Радиус 
сечения соленоида равен 𝑅𝑅. 

Решение. Индукция магнитного поля внутри соленоида параллельна 
его оси и ее проекция на эту ось равна 𝐵𝐵 = µ0𝑛𝑛𝐼𝐼 = µ0𝑛𝑛𝐼𝐼0sinω𝑡𝑡. 

Выберем замкнутый контур в виде окружности радиусом 𝑟𝑟 с центром 
на оси соленоида и лежащую в плоскости, перпендикулярной оси. Восполь-
зовавшись уравнением Максвелла, получим 

∮�𝐸𝐸�⃗ ,𝑑𝑑𝑙𝑙�) = −∫�𝜕𝜕𝑞𝑞
�⃗

𝜕𝜕𝑡𝑡
,𝑑𝑑𝑆𝑆� ⇒ 𝐸𝐸𝑑𝑑2π𝑟𝑟 = π𝑟𝑟2µ0𝑛𝑛𝐼𝐼0ωcosω𝑡𝑡 ⇒ 𝐸𝐸𝑑𝑑 = µ0𝑛𝑛𝐼𝐼0𝑟𝑟ωcosω𝑡𝑡

2
. 
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Плотность тока смещения определяется проекцией на направление, ка-
сательное к выбранной окружности: 

𝑗𝑗см𝑑𝑑 =
𝜕𝜕𝐷𝐷𝑑𝑑
𝜕𝜕𝑡𝑡 = ε0

𝜕𝜕𝐸𝐸𝑑𝑑
𝜕𝜕𝑡𝑡 = −

ε0µ0𝑛𝑛𝐼𝐼0𝑟𝑟ω2sinω𝑡𝑡
2 . 

Ответ: 𝑗𝑗см𝑑𝑑 = − ε0µ0𝑛𝑛𝐼𝐼0𝑟𝑟ω2sinω𝑡𝑡
2

. 
 

Задача 7.4. Пространство между обкладками плоского конденсатора, 
имеющими форму круглых дисков, заполнено однородной слабо проводящей 
средой с удельной проводимостью σ и диэлектрической проницаемостью ε. 
Расстояние между обкладками равно 𝑑𝑑. Пренебрегая краевыми эффектами, 
найти напряженность магнитного поля между обкладками на расстоянии 𝑟𝑟 от 
их оси, если на конденсатор подано переменное напряжение 𝑈𝑈 = 𝑈𝑈𝑚𝑚cosω𝑡𝑡. 

Решение. Проекции векторов напряженности электрического поля и 
смещения между обкладками на ось конденсатора 𝑂𝑂𝑥𝑥 равны 
𝐸𝐸𝑥𝑥 = 𝑒𝑒

𝑑𝑑
= 𝑒𝑒𝑚𝑚cosω𝑡𝑡

𝑑𝑑
, 𝐷𝐷𝑥𝑥 = ε0ε𝐸𝐸𝑥𝑥 = ε0ε

𝑒𝑒𝑚𝑚cosω𝑡𝑡
𝑑𝑑

. 
Между обкладками возникают как ток проводимости, так и ток смеще-

ния, плотности которых равны 
𝑗𝑗𝑥𝑥 = σ𝐸𝐸𝑥𝑥 = 𝑒𝑒𝑚𝑚cosω𝑡𝑡

𝑑𝑑
, 𝑗𝑗см𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝐷𝐷𝑥𝑥

𝜕𝜕𝑡𝑡
= −ε0ε

𝑒𝑒𝑚𝑚ωsinω𝑡𝑡
𝑑𝑑

. 
Эти токи порождают магнитное поле, напряженность которого можно 

вычислить, воспользовавшись уравнением Максвелла: 

∮�𝐻𝐻��⃗ ,𝑑𝑑𝑙𝑙� = ∫�𝚥𝚥̇⃗ + 𝜕𝜕𝐷𝐷��⃗

𝜕𝜕𝑡𝑡
,𝑑𝑑𝑆𝑆�. 

В качестве вспомогательного замкнутого контура (𝐿𝐿), по которому вы-
полняется интегрирование, выберем окружность радиусом 𝑟𝑟, лежащую в 
плоскости, перпендикулярной оси конденсатора с центром на оси. В силу 
симметрии задачи напряженность магнитного поля 𝐻𝐻��⃗  направлена по каса-
тельной к выбранной окружности и постоянна по величине. Тогда последнее 
выражение можно переписать: 𝐻𝐻𝑑𝑑2π𝑟𝑟 = (𝑗𝑗𝑥𝑥 + 𝑗𝑗см𝑥𝑥)π𝑟𝑟2, где 𝐻𝐻𝑑𝑑 – проекция 
напряженности магнитного поля на направление, касательное к выбранной 
окружности и выбранное в соответствии с правилом правого винта. Проек-
ция напряженности магнитного поля равна 

𝐻𝐻𝑑𝑑 =
𝑟𝑟𝑈𝑈𝑚𝑚(σcosω𝑡𝑡 − ε0εωsinω𝑡𝑡)

2𝑑𝑑 . 

Ответ: 𝐻𝐻𝑑𝑑 = 𝑟𝑟𝑒𝑒𝑚𝑚(σcosω𝑡𝑡−ε0εωsinω𝑡𝑡)
2𝑑𝑑

. 
 

Задачи для самостоятельного решения 
7.5. Точечный заряд 𝑞𝑞 движется равномерно и прямолинейно с нереля-

тивистской скоростью 𝑣𝑣. Найти вектор плотности тока смещения в точке 𝑃𝑃, 
находящейся на расстоянии 𝑟𝑟  от заряда: 

1) на прямой, перпендикулярной траектории и проходящей через заряд; 
2) на прямой, совпадающей с траекторией движения заряда. 
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Ответ: 1) 𝚥𝚥̇⃗см = − 𝑑𝑑𝑣𝑣�⃗
4π𝑟𝑟3

; 2) 𝚥𝚥̇⃗см = 3𝑑𝑑𝑣𝑣�⃗
4π𝑟𝑟3

. 
7.6. Плоский воздушный конденсатор, площадь каждой пластины кото-

рого 𝑆𝑆, включен последовательно в цепь переменного тока. Найти макси-
мальную плотность тока смещения в конденсаторе, если амплитуда синусои-
дального тока в подводящих проводах равна 𝐼𝐼0. 
Ответ: 𝑗𝑗смmax = 𝐼𝐼0 𝑆𝑆⁄ . 

7.7. Ток, текущий по длинному прямому соленоиду, радиус сечения ко-
торого 𝑅𝑅, меняют так, что магнитное поле внутри соленоида возрастает со 
временем по закону 𝐵𝐵 = β𝑡𝑡2. Найти плотность тока смещения как функцию 
расстояния 𝑟𝑟 от оси соленоида. 

Ответ: 𝑗𝑗см = ε0β𝑟𝑟 при 𝑟𝑟 < 𝑅𝑅; 𝑗𝑗см = ε0β𝑅𝑅2

𝑟𝑟
 при 𝑟𝑟 > 𝑅𝑅; 𝑗𝑗см = ε0β𝑅𝑅 при 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅. 

7.8. По жесткому непроводящему тонкому круговому кольцу массой 𝑚𝑚 
равномерно распределен заряд 𝑞𝑞. Кольцо может свободно вращаться вокруг 
оси, совпадающей с осью симметрии кольца. Вначале кольцо покоится, а 
магнитное поле равно нулю. Затем включается однородное магнитное поле 
𝐵𝐵�⃗ (𝑡𝑡), перпендикулярное плоскости кольца и произвольно меняющееся по ве-
личине во времени. Найти зависимость от времени угловой скорости кольца. 

Ответ: ω��⃗ (𝑡𝑡) = −𝑑𝑑𝑞𝑞�⃗ (𝑡𝑡)
2𝑚𝑚

. 
7.9. В некоторой области инерциальной системы отсчета имеется вра-

щающееся с угловой скоростью ω��⃗  магнитное поле, модуль индукции которо-
го равен 𝐵𝐵. Найти �∇��⃗ ,𝐸𝐸�⃗ � в этой области как функцию векторов 𝐵𝐵�⃗  и ω��⃗ . 

Ответ: �∇��⃗ ,𝐸𝐸�⃗ � = −�ω��⃗ ,𝐵𝐵�⃗ �. 
 

8. ЭЛЕКТРОМАГНИТЫЕ ВОЛНЫ. 
ЭНЕРГИЯ И ИМПУЛЬС ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ 

 
Уравнения Максвелла, записанные в однородной изотропной среде без 

токов и зарядов, 

�∇��⃗ ,𝐸𝐸�⃗ � = −
𝜕𝜕𝐵𝐵�⃗
𝜕𝜕𝑡𝑡 ;  �∇��⃗ ,𝐵𝐵�⃗ � = 0; 

�∇��⃗ ,𝐻𝐻��⃗ � =
𝜕𝜕𝐷𝐷��⃗
𝜕𝜕𝑡𝑡 ;  �∇��⃗ ,𝐷𝐷��⃗ � = 0, 

приводят к волновым уравнениям для полей: 

∇��⃗ 2𝐸𝐸�⃗ =
1
𝑣𝑣2
𝜕𝜕2𝐸𝐸�⃗
𝜕𝜕𝑡𝑡2 ;  ∇��⃗ 2𝐻𝐻��⃗ =

1
𝑣𝑣2
𝜕𝜕2𝐻𝐻��⃗
𝜕𝜕𝑡𝑡2 , 

где ∇��⃗ 2 – оператор Лапласа (∇��⃗ 2= ∆= 𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2
+ 𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑦𝑦2
+ 𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑧𝑧2
).  

Функции, которые являются их решениями, представляют собой урав-
нения волн для векторов 𝐸𝐸�⃗  и 𝐻𝐻��⃗ .  
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Фазовая скорость их распространения, как следует из волновых урав-
нений, равна 𝑣𝑣 = 1

�ε0µ0εµ
= 1

√εµ
, где 1

�ε0µ0
= 𝑐𝑐 = 3 ∙ 108м/с – скорость распро-

странения света в вакууме. 
Простейшим и одним из наиболее важных решений волнового уравне-

ния является решение в виде плоской волны, поляризованной линейно: 
𝐸𝐸�⃗ = 𝐸𝐸�⃗ 0 cos�ω𝑡𝑡 − �𝑘𝑘�⃗ , 𝑟𝑟� + α�; 𝐻𝐻��⃗ = 𝐻𝐻��⃗ 0 cos�ω𝑡𝑡 − �𝑘𝑘�⃗ , 𝑟𝑟�+ α�, 

где 𝑘𝑘�⃗  – волновой вектор, задающий направление распространения плоской 
электромагнитной волны.  

Модуль волнового вектора называется волновым числом. Оно связано с 
частотой ω и фазовой скоростью 𝑣𝑣: 𝑘𝑘 = �𝑘𝑘�⃗ � ω

𝑣𝑣
= 2π

λ
, где λ – длина волны  

(λ = 2π𝑣𝑣/ω).  
Векторы 𝐸𝐸�⃗ , 𝐻𝐻��⃗ , 𝑘𝑘�⃗  взаимно ортогональны и образуют правовинтовую си-

стему. Поворот вектора 𝐸𝐸�⃗  к вектору 𝐻𝐻��⃗  дает направление 𝑘𝑘�⃗ . Связав с направ-
лениями 𝑘𝑘�⃗ , 𝐸𝐸�⃗ , 𝐻𝐻��⃗  орты прямоугольной декартовой системы координат �̇⃗�𝚤, 𝚥𝚥̇⃗, 𝑘𝑘�⃗ , 
соответственно, можно получить для ненулевых проекций векторов соотно-
шение �ε0ε𝐸𝐸𝑦𝑦 = �µ0µ𝐻𝐻𝑧𝑧. Оно выполняется в любой момент времени в лю-
бой точке пространства, а также для амплитуд векторов. Векторы 𝐸𝐸�⃗ , 𝐻𝐻��⃗  со-
вершают колебания в одной фазе. 

Электромагнитная волна, как и другие волны, переносит энергию. 
Плотность энергии электромагнитной волны равна сумме плотностей 
энергий электрического и магнитного полей: 

𝑤𝑤 =
ε0ε𝐸𝐸2

2 +
µ0µ𝐻𝐻2

2 =
𝐸𝐸𝐻𝐻
𝑣𝑣 . 

Плотность потока энергии 𝑆𝑆 = �𝐸𝐸�⃗ ,𝐻𝐻��⃗ � называют вектором Пойнтинга. 
На практике измеряется интенсивность волны, которая равна модулю сред-
него по времени значения плотности потока энергии:  

𝐼𝐼 = 〈𝑆𝑆〉 = �ε0ε/µ0µ𝐸𝐸02/2. 
Наряду с энергией электромагнитная волна обладает импульсом. 

Плотность импульса электромагнитной волны в вакууме определяется 
следующим выражением: 

𝑝𝑝 =
𝑆𝑆
𝑐𝑐2 =

�𝐸𝐸�⃗ ,𝐻𝐻��⃗ �
𝑐𝑐2 . 

При поглощении телом падающая на его поверхность электромагнит-
ная волна передает телу импульс. В соответствии со вторым законом Ньюто-
на на тело со стороны волны действует сила, равная скорости изменения им-
пульса тела. Если волна падает перпендикулярно поверхности тела и проис-
ходит полное поглощение волны, то давление на поверхность тела равно 

𝑃𝑃 = 𝑤𝑤. 
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Примеры решения задач 
Задача 8.1. Плоская электромагнитная волна с 𝐸𝐸�⃗ = 𝐸𝐸0𝚥𝚥̇⃗ cos(ω𝑡𝑡 + 𝑘𝑘𝑥𝑥) 

распространяется в вакууме (𝚥𝚥̇⃗ – единичный вектор, задающий направление 
𝑂𝑂𝑦𝑦). Считая 𝐸𝐸0 и 𝑘𝑘 известными, найти: 1) вектор 𝐻𝐻��⃗  как функцию времени и 
координат; 2) среднюю по времени плотность энергии волны; 3) средний по 
времени вектор Пойнтинга 〈𝑆𝑆〉. 

Решение. 1) Из выражения для 𝐸𝐸�⃗  следует, что ω = 𝑐𝑐𝑘𝑘, 𝑘𝑘�⃗ = −𝑘𝑘�̇⃗�𝚤, 𝐸𝐸�⃗ 0 = 𝐸𝐸0𝚥𝚥̇⃗. 
Векторы 𝐸𝐸�⃗ , 𝐻𝐻��⃗ , 𝑘𝑘�⃗  образуют правую тройку векторов. Следовательно, 𝐻𝐻��⃗ 0 = −𝐻𝐻0𝑘𝑘�⃗ .  

Из �ε0ε𝐸𝐸0 = �µ0µ𝐻𝐻0 следует, что 𝐻𝐻0 = �ε0/µ0𝐸𝐸0. Напряженность 
магнитного поля в зависимости от времени и координат равна 
𝐻𝐻��⃗ = −�ε0/µ0𝐸𝐸0𝑘𝑘�⃗ cos(𝑐𝑐𝑘𝑘𝑡𝑡 + 𝑘𝑘𝑥𝑥). 

2) Средняя по времени (за период) плотность энергии волны равна 

〈𝑤𝑤〉 =
〈𝐸𝐸𝐻𝐻〉
𝑐𝑐 = 〈

�ε0𝐸𝐸02cos2(𝑐𝑐𝑘𝑘𝑡𝑡 + 𝑘𝑘𝑥𝑥)

�µ0𝑐𝑐
〉 =

ε0𝐸𝐸02

2 . 

3) Средний по времени вектор Пойнтинга равен 

〈𝑆𝑆〉 = 〈�𝐸𝐸�⃗ ,𝐻𝐻��⃗ �〉 = 〈−�
ε0
µ0
𝐸𝐸02�𝚥𝚥̇⃗,𝑘𝑘�⃗ �cos2(𝑐𝑐𝑘𝑘𝑡𝑡 + 𝑘𝑘𝑥𝑥)〉 = −

�ε0𝐸𝐸02

2�µ0
�̇⃗�𝚤. 

Знак минус указывает на то, что волна распространяется в направле-
нии, противоположном оси 𝑂𝑂𝑥𝑥. 

Ответ: 𝐻𝐻��⃗ = −�ε0/µ0𝐸𝐸0𝑘𝑘�⃗ cos(𝑐𝑐𝑘𝑘𝑡𝑡 + 𝑘𝑘𝑥𝑥); 〈𝑤𝑤〉 = ε0𝐸𝐸02

2
; 〈𝑆𝑆〉 = −�ε0𝐸𝐸02

2�µ0
�̇⃗�𝚤. 

 
Задача 8.2. В вакууме распространяется плоская электромагнитная 

волна, которая описывается уравнениями 𝐸𝐸�⃗ = 𝐸𝐸�⃗ 0 cos �ω𝑡𝑡 − �𝑘𝑘�⃗ , 𝑟𝑟��,                        

𝐻𝐻��⃗ = 𝐻𝐻��⃗ 0 cos �ω𝑡𝑡 − �𝑘𝑘�⃗ , 𝑟𝑟��. Исходя из уравнений Максвелла, выразить через 

заданные векторы 𝐸𝐸�⃗ 0 и 𝑘𝑘�⃗  вектор 𝐻𝐻��⃗ 0. 
Решение. Поля зависят только от фазы φ = ω𝑡𝑡 − 𝑘𝑘𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑘𝑘𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑘𝑘𝑧𝑧𝑑𝑑. По-

этому частные производные полевых величин по координатам можно пред-
ставить следующим образом: 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑥𝑥
= 𝜕𝜕φ

𝜕𝜕𝑥𝑥
𝑑𝑑
𝑑𝑑φ

= −𝑘𝑘𝑥𝑥
𝑑𝑑
𝑑𝑑φ

, 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

= −𝑘𝑘𝑦𝑦
𝑑𝑑
𝑑𝑑φ

, 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

= −𝑘𝑘𝑦𝑦
𝑑𝑑
𝑑𝑑φ

. 

Подставим в уравнение Максвелла �∇��⃗ ,𝐸𝐸�⃗ � = −𝜕𝜕𝑞𝑞�⃗

𝜕𝜕𝑡𝑡
 заданные выражения 

для полей. Учтем, что 𝐵𝐵�⃗ = µ0𝐻𝐻.����⃗  Ротор напряженности электрического поля 
вычислим через определитель, воспользовавшись его свойствами: 

�∇��⃗ ,𝐸𝐸�⃗ 0 cos �ω𝑡𝑡 − �𝑘𝑘�⃗ , 𝑟𝑟��� = �
�̇⃗�𝚤 𝚥𝚥̇⃗ 𝑘𝑘�⃗
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧

𝐸𝐸0𝑥𝑥cosφ 𝐸𝐸0𝑦𝑦cosφ 𝐸𝐸0𝑧𝑧cosφ

� =  
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= �
�̇⃗�𝚤 𝚥𝚥̇⃗ 𝑘𝑘�⃗
𝑘𝑘𝑧𝑧 𝑘𝑘𝑦𝑦 𝑘𝑘𝑧𝑧
𝐸𝐸0𝑥𝑥 𝐸𝐸0𝑦𝑦 𝐸𝐸0𝑧𝑧

� ∙ �− 𝑑𝑑cosφ
𝑑𝑑φ

� = �𝑘𝑘�⃗ ,𝐸𝐸�⃗ 0�sinφ. 

Уравнение Максвелла сведется к алгебраическому уравнению 
�𝑘𝑘�⃗ ,𝐸𝐸�⃗ 0�sinφ = µ0ω𝐻𝐻��⃗ 0sinφ. 

В вакууме ω = 𝑘𝑘𝑐𝑐 = 𝑘𝑘/�ε0µ0. Из алгебраического уравнения находим 

выражение для 𝐻𝐻��⃗ 0: 𝐻𝐻��⃗ 0 = �ε0µ0
𝑘𝑘

�𝑘𝑘�⃗ ,𝐸𝐸�⃗ 0�. 

Ответ: 𝐻𝐻��⃗ 0 = �ε0µ0
𝑘𝑘

�𝑘𝑘�⃗ ,𝐸𝐸�⃗ 0�. 
 

Задача 8.3. Переменный ток 𝐼𝐼 = 𝐼𝐼0sinω𝑡𝑡 течет по обмотке прямого со-
леноида, радиус сечения которого 𝑅𝑅. Найти отношение амплитудных значе-
ний электрической и магнитной энергий внутри соленоида. 

Решение. Напряженность магнитного поля в соленоиде равна                    
𝐻𝐻 = 𝑛𝑛𝐼𝐼 = 𝑛𝑛𝐼𝐼0sinω𝑡𝑡. 

Изменяющееся со временем магнитное поле приводит к возникнове-
нию вихревого электрического поля. Напряженность электрического поля 
найдем, воспользовавшись уравнением Максвелла: 
∮�𝐸𝐸�⃗ ,𝑑𝑑𝑙𝑙� = − 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑡𝑡 ∫�𝐵𝐵
�⃗ ,𝑑𝑑𝑆𝑆� ⟹ 𝐸𝐸𝑑𝑑2π𝑟𝑟 = −πµ0𝑟𝑟2𝑛𝑛𝐼𝐼0ωcosω𝑡𝑡 ⟹  

 ⟹  𝐸𝐸𝑑𝑑 = −
µ0𝑟𝑟𝑛𝑛𝐼𝐼0ωcosω𝑡𝑡

2 . 
Замкнутый контур (𝐿𝐿) – окружность радиусом 𝑟𝑟 с центром на оси соле-

ноида и лежащая в плоскости, перпендикулярной этой оси. 𝐸𝐸𝑑𝑑 – проекция 𝐸𝐸�⃗  
на касательную (с учетом направления обхода) к (𝐿𝐿). В силу симметрии за-
дачи 𝐸𝐸𝑑𝑑 полностью определяет 𝐸𝐸�⃗ . Плотности электрической и магнитной 
энергий равны 

𝑤𝑤𝑒𝑒 =
ε0𝐸𝐸2

2 =
ε0
2 �

µ0𝑟𝑟𝑛𝑛𝐼𝐼0ωcosω𝑡𝑡
2 �

2

,𝑤𝑤𝑚𝑚 =
µ0𝐻𝐻2

2 =
µ0
2

(𝑛𝑛𝐼𝐼0sinω𝑡𝑡)2. 
Плотность энергии магнитного поля постоянна по объему соленоида. 

Поэтому энергия магнитного поля во всем соленоиде в пренебрежении крае-
выми эффектами равна 𝑊𝑊𝑚𝑚 = µ0

2
(𝑛𝑛𝐼𝐼0sinω𝑡𝑡)2π𝑅𝑅2𝐿𝐿. 

Плотность энергии электрического поля зависит от 𝑟𝑟. Поэтому для вы-
числения энергии разбиваем объем соленоида на коаксиальные с соленоидом 
полые цилиндры радиусом 𝑟𝑟 и толщиной 𝑑𝑑𝑟𝑟; вычисляем для них энергию и 
интегрируем: 

𝑊𝑊𝑒𝑒 = �
ε0
2 �

µ0𝑟𝑟𝑛𝑛𝐼𝐼0ωcosω𝑡𝑡
2 �

2

𝐿𝐿2π𝑟𝑟𝑑𝑑𝑟𝑟 =
𝑅𝑅

0

ε0
8 �

µ0𝑛𝑛𝐼𝐼0ωcosω𝑡𝑡
2 �

2

𝐿𝐿2π𝑅𝑅4. 

Отношение амплитудных значений электрической и магнитной энергий 
внутри соленоида равно 𝑊𝑊𝑒𝑒

𝑊𝑊𝑚𝑚
= ε0µ0𝑅𝑅2ω2

8
. 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



60 

Ответ: 𝑊𝑊𝑒𝑒
𝑊𝑊𝑚𝑚

= ε0µ0𝑅𝑅2ω2

8
. 

 
Задача 8.4. Плоский конденсатор с круглыми пластинами медленно за-

ряжается до напряжения 𝑈𝑈𝑚𝑚. Расстояние между пластинами – 𝑑𝑑. Найти коли-
чество энергии, протекающей через воображаемую цилиндрическую поверх-
ность радиусом 𝑟𝑟, коаксиальную с объемом, ограниченным пластинами, за 
время зарядки. 

Решение. Напряженность электрического поля 𝐸𝐸 = 𝑈𝑈/𝑑𝑑 в процессе за-
рядки конденсатора меняется. В конденсаторе возникает ток смещения         
𝑗𝑗см = 𝜕𝜕𝐷𝐷

𝜕𝜕𝑡𝑡
= ε0ε

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑒𝑒
𝑑𝑑𝑡𝑡

. 
Ток смещения приводит к возникновению магнитного поля. Напряжен-

ность магнитного поля вычислим, воспользовавшись уравнением Максвелла, 
выбрав контур (𝐿𝐿) в виде окружности радиусом 𝑟𝑟, лежащую на цилиндре:  

��𝐻𝐻��⃗ ,𝑑𝑑𝑙𝑙� = ��𝚥𝚥̇⃗см,𝑑𝑑𝑆𝑆� ⟹ 𝐻𝐻𝑑𝑑2π𝑟𝑟 =
ε0ε
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑡𝑡 π𝑟𝑟

2 ⟹ 𝐻𝐻𝑑𝑑 =
ε0ε
2𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑡𝑡 𝑟𝑟. 

Величина вектора Пойнтинга 𝑆𝑆 = 𝐸𝐸𝐻𝐻 = ε0ε𝑒𝑒
2𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑒𝑒
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝑟𝑟. Вектор направлен 

внутрь цилиндра перпендикулярно его поверхности. Следовательно, поток 
энергии, поступающей в выделенный цилиндрический объем, равен   
Φ𝐸𝐸 = 𝑆𝑆2π𝑟𝑟𝑑𝑑 = πε0ε𝑒𝑒𝑟𝑟2

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑒𝑒
𝑑𝑑𝑡𝑡

. 
Энергия, поступившая в выделенный объем за время зарядки, 

𝑊𝑊 = �Φ𝐸𝐸𝑑𝑑𝑡𝑡
τ

0

= �
πε0ε𝑈𝑈𝑟𝑟2

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡 =

πε0ε𝑈𝑈𝑚𝑚2 𝑟𝑟2

2𝑑𝑑

τ

0

=
ε0ε𝐸𝐸𝑚𝑚2

2 π𝑟𝑟2𝑑𝑑, 

совпадает с энергией электрического поля в цилиндре. 
Ответ: 𝑊𝑊 = ε0ε𝐸𝐸𝑚𝑚2

2
π𝑟𝑟2𝑑𝑑. 

 
Задачи для самостоятельного решения 

8.5. Плоская электромагнитная волна падает нормально на поверхность 
плоскопараллельного слоя толщиной 𝑙𝑙 из немагнитного вещества, диэлек-
трическая проницаемость которого экспоненциально падает от значения ε1 
на передней поверхности до ε2 на задней. Найти время распространения дан-
ной фазы волны через этот слой. 

Ответ: 𝑡𝑡 = 2𝑙𝑙(√ε1 − √ε2) 2 ln �ε1
ε2
�� . 

8.6. Плоская электромагнитная волна 𝐸𝐸�⃗ = 𝐸𝐸�⃗ 0 cos(ω𝑡𝑡 − 𝑘𝑘𝑥𝑥), распро-
страняющаяся в вакууме, наводит ЭДС индукции в квадратном контуре со 
стороной 𝑙𝑙 (рис. 8.1). Найти зависимость от времени ЭДС индукции в конту-
ре по заданным 𝐸𝐸0, ω, 𝑙𝑙. 

Ответ: Ε𝑖𝑖 = 𝐸𝐸𝑑𝑑(cosω𝑡𝑡 − cos (ω𝑡𝑡 − ω𝑙𝑙/𝑐𝑐)).  
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8.7. В вакууме распространяется 
плоская электромагнитная волна с часто-
той ω. Амплитуда напряженности элек-
трического поля равна 𝐸𝐸0. На пути рас-
пространения волны расположен шар ра-
диусом 𝑅𝑅. Какая энергия падает на шар за 
время 𝑡𝑡 ≫ 𝑇𝑇 периода колебаний волны? 

Ответ: 𝑊𝑊𝑚𝑚 = π�ε0/µ0𝑅𝑅2𝐸𝐸02𝑡𝑡/2. 
8.8. Сила тока в очень длинном ра-

диусом 𝑅𝑅 соленоиде медленно увеличи-
вается от 0 до 𝐼𝐼0. Число витков соленоида 
на единицу длины равно 𝑛𝑛. Найти коли-
чество энергии, протекающей через замкнутый коаксиальный с соленоидом 
цилиндр длиной 𝑙𝑙 и радиусом основания 𝑟𝑟 за полное время возрастания тока. 
Сравнить полученное выражение с энергией магнитного поля внутри выде-
ленного цилиндра. 

Ответ: 𝑊𝑊 = µ0𝑛𝑛2𝐼𝐼02π𝑟𝑟2𝑙𝑙/2. Энергия совпадает с энергией магнитного 
поля в выделенном объеме. 

8.9. Плоский воздушный конденсатор, обкладки которого имеют форму 
дисков радиусом 𝑅𝑅, подключен к переменному синусоидальному напряже-
нию частотой ω. Найти отношение амплитудных значений магнитной и элек-
трической энергий внутри конденсатора. 

Ответ: 𝑊𝑊𝑚𝑚max/𝑊𝑊𝑒𝑒max = ε0µ0𝑅𝑅2ω2/8. 
 

9. ВОЛНОВАЯ ОПТИКА 
 

9.1. Интерференция света 
Интерференция – явление, возникающее при наложении когерентных 

волн, в результате которого происходит перераспределение интенсивности 
волн в пространстве: в  одних  местах  возникают  максимумы,  в  других  
минимумы интенсивности. Необходимым  условием  интерференции  волн  
является их когерентность, т. е.  согласованное  протекание  во  времени  и 
пространстве волновых  процессов. Результирующее колебание в данной 
точке находится методом векторной диаграммы для сложения колебаний, со-
ответствующих каждой из складывающихся волн.  

Амплитуда результирующего колебания в этом случае определяется 
выражением 𝐴𝐴2 = 𝐴𝐴12 + 𝐴𝐴22 + 2𝐴𝐴1𝐴𝐴2cos(α1 − α2), где 𝐴𝐴1 и 𝐴𝐴2 – амплитуды 
складываемых колебаний; α1 − α2 = δ – разность фаз исходных колебаний в 
рассматриваемой точке пространства. 

Квадрат амплитуды результирующего колебания зависит от разности 
фаз δ исходных колебаний и изменения этих фаз во времени. Если волновые 
колебания распространяются в одной и той же однородной среде, то среднее 
во времени квадрата амплитуды 〈𝐴𝐴2〉 можно считать мерой интенсивности 

𝐻𝐻��⃗ 0 

𝑦𝑦 

𝑥𝑥 𝑂𝑂 

𝑑𝑑 Рис. 8.1 

𝐸𝐸�⃗ 0 

𝑘𝑘�⃗  𝑙𝑙 
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света 𝐼𝐼 (𝐼𝐼~𝐴𝐴2). Величина интенсивности результирующего колебания 
определяется выражением 𝐼𝐼 = 𝐼𝐼1 + 𝐼𝐼2 + 2�𝐼𝐼1𝐼𝐼2cosδ. 

Интерференцию света от одного источника наблюдают по следующей 
схеме:  

1) волну, излучаемую этим источником, разделяют на две волны, про-
ходящие различные оптические пути 𝑛𝑛2𝑠𝑠2, 𝑛𝑛1𝑠𝑠1; 

2) затем с помощью устройств накладывают их друг на друга. В ре-
зультате волны приобретают оптическую разность хода ∆ = 𝑛𝑛2𝑠𝑠2 − 𝑛𝑛1𝑠𝑠1, где 
𝑛𝑛2, 𝑛𝑛1 – показатели преломления сред; 𝑠𝑠2, 𝑠𝑠1 – геометрические длины путей, 
проходимые волнами.  

Длина световой волны в среде с показателем преломления 𝑛𝑛 
выражается соотношением λ𝑛𝑛 = λ

𝑛𝑛
 . Разность фаз волн в точке наблюдения 

определяется как δ = 2π
λ
∆, где λ – длина волны света в вакууме.  

Исследуя функцию интенсивности на экстремум, можно найти:  
1) условие интерференционного максимума: 

δ = ± 2𝑚𝑚π, ∆ = ±2𝑚𝑚 λ
2
, 𝑚𝑚 = 0, 1, 2, … ; 

2) условие интерференционного минимума:  
δ = ± (2𝑚𝑚 + 1)π, ∆ = ±(2𝑚𝑚 + 1) λ

2
, 𝑚𝑚 = 0, 1, 2, … . 

Если световая волна не является строго монохроматической, т. е. имеет 
разброс длин волн в пределах от λ до λ + ∆λ, то интерференционная картина 
будет ограниченной в пространстве. Предельный порядок максимума 
интерференции определяется условием 𝑚𝑚пред~ λ

∆λ
.  

 
Опыт Юнга 
Координаты максимумов интенсивности, с учетом условия интерфе-

ренционного максимума ∆ = ± 2𝑚𝑚 λ
2
, определяются выражением  

𝑦𝑦max = ± 𝑚𝑚 𝑑𝑑
𝑑𝑑
λ, 𝑚𝑚 = 0,1,2, … . 

Координаты минимумов интенсивности имеют следующий вид: 
𝑦𝑦min = ± �𝑚𝑚 + 1

2
� 𝑑𝑑
𝑑𝑑
λ, 𝑚𝑚 = 0,1,2, … . 

Ширина полосы интерференции равна ∆𝑦𝑦 = 𝑑𝑑
𝑑𝑑
λ, где 𝑙𝑙 – расстояние 

между экранами; 𝑑𝑑 – расстояние между щелями в первом экране, при этом 
𝑙𝑙 ≫ 𝑑𝑑.    
 

Кольца Ньютона 
Интерференционную картину, которая называется кольцами Ньютона, 

можно наблюдать на тонкой клиновидной воздушной прослойке между вы-
пуклой линзой и плоской пластиной, на которой она расположена. Геомет-
рическое место точек одинаковой геометрической толщины воздушной про-
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слойки представляет собой боковую цилиндрическую поверхность. При нор-
мальном падении света на линзу этому будет соответствовать постоянная 
разность оптических путей интерферирующих волн: максимумы и мини-
мумы интерференции будут иметь вид концентрических окружностей с цен-
тром в точке соприкосновения линзы с пластиной (рис. 9.1). 
  Оптическая разность хода интерферирующих волн равна ∆= 2ℎ𝑚𝑚 + λ

2
. 

Здесь учтено, что при отражении от 
подложки фаза волны изменяется 
скачком на величину π, что соот-
ветствует дополнительному опти-
ческому пути λ

2
.  

Минимум интенсивности опре-
деляется как 2ℎ𝑚𝑚 + λ

2
= (2𝑚𝑚 + 1) λ

2
, где 

𝑚𝑚 = 0, ±1, ±2, … или 2ℎ𝑚𝑚 = 𝑚𝑚λ.  
Так как высота расположения 

интерференционного кольца много 
меньше радиуса кривизны линзы       

ℎ𝑚𝑚 ≪ 𝑅𝑅, то ℎ𝑚𝑚2 ≈ 0 и 2ℎ𝑚𝑚𝑅𝑅 = 𝑟𝑟𝑚𝑚2 . Тогда радиус m-го темного кольца, которое 
соответствует минимуму интерференции, определяется выражением  

𝑟𝑟𝑚𝑚тем = �2ℎ𝑚𝑚𝑅𝑅 = √𝑚𝑚λ𝑅𝑅, 𝑚𝑚 = 0, 1, 2, … . 
Максимумы интенсивности будут наблюдаться при условии 2ℎ𝑚𝑚 + λ

2
= 

= 2𝑛𝑛 λ
2
, где 𝑛𝑛 = 1, 2, …; соответствующий радиус n-го светлого кольца равен 

𝑟𝑟𝑚𝑚свет = �𝑅𝑅λ�𝑛𝑛 − 1
2
�, 𝑛𝑛 = 1, 2, … .   

Чем больше номер кольца, тем меньше различие между радиусами со-
седних колец и тем более узкими будут кольца. Для минимума интерферен-
ции значению 𝑚𝑚 =  0 соответствует ℎ𝑚𝑚 = 0, т. е. точка в месте касания пла-
стины и линзы. В реалиях этой точке соответствует темное пятно – минимум 
интенсивности.  
 

Примеры решения задач 
Задача 9.1. В интерференционном опыте Юнга в воздухе найти углы 

γ𝑛𝑛, под которыми наблюдаются яркие полосы на экране. Наблюдатель распо-
ложен на линии источников, разность фаз излучения источников на местах 
их расположения постоянна и равна 0,4π, расстояние между источниками в 
2000 раз больше длины волны излучателей. 

Решение. Разность фаз между волнами в произвольной точке на экране 
δ = 2π

λ
∆ + 0,4π или δ = 2π

λ
(𝑠𝑠2 − 𝑠𝑠1 ) + 0,4π.  

ℎ𝑚𝑚 𝑟𝑟𝑚𝑚 

𝑅𝑅 − ℎ𝑚𝑚 𝑅𝑅 

Рис. 9.1 
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В соответствии со схемой опыта Юнга запишем cos γ𝑛𝑛 = 𝑠𝑠2 −𝑠𝑠1 
𝑑𝑑

. Тогда 

условие максимумов на экране имеет вид  2π
λ

(𝑑𝑑 cos γ𝑛𝑛) + 0,4π = 2π𝑛𝑛, где  
𝑛𝑛 = 0, ± 1, ± 2, … . 

Откуда получаем cos γ𝑛𝑛 = λ
𝑑𝑑

(𝑛𝑛 + 0,4π).  
Следовательно, γ𝑛𝑛 = arccos(5 ∙ 10−4(𝑛𝑛 + 0,4π)). 
Ответ: γ𝑛𝑛 = arccos(5 ∙ 10−4(𝑛𝑛 + 0,4π)). 

 
Задача 9.2. На какое расстояние в опыте Юнга сместятся интерферен-

ционные полосы, если второй источник излучения перекрыть прозрачной  
пластиной  толщиной  ℎ = 25  мкм,  показатель преломления которой равен 
1,3? Источники отстоят друг от друга на расстояние 𝑑𝑑 = 3 мм. Расстояние 
между экраном и диафрагмой 𝑙𝑙 = 0,8 м. 
  Решение. До перекрытия источника стеклянной  пластиной  условие мак-
симума  интенсивности дает координату этого максимума на экране: 𝑦𝑦𝑚𝑚 = 𝑙𝑙 λ

𝑑𝑑
𝑚𝑚. 

После перекрытия оптическая разность хода равна 
∆= (𝑠𝑠2 − ℎ) + 𝑛𝑛ℎ − 𝑠𝑠1.  

Соответственно, координата максимума равна 𝑦𝑦𝑚𝑚 = 𝑙𝑙 λ
𝑑𝑑
𝑚𝑚 + 𝑙𝑙 ℎ

𝑑𝑑
(𝑛𝑛 − 1).  

Величина смещения максимума интенсивности равна  
∆𝑦𝑦𝑚𝑚 =  𝑙𝑙 ℎ

𝑑𝑑
(𝑛𝑛 − 1) =  0,8 0,025

3
(1,3− 1) = 0,02 м. 

Ответ: ∆𝑦𝑦𝑚𝑚 =  𝑙𝑙 ℎ
𝑑𝑑

(𝑛𝑛 − 1) = 0,02 м. 
 

Задача 9.3. Свет с длиной волны λ = 0,75 мкм падает из воздуха нор-
мально на поверхность стеклянного клина, который расположен на более 
плотной подложке.  В  отраженном  свете  наблюдают систему  интерферен-
ционных  полос, причем расстояние между соседними темными полосами 
∆𝑥𝑥 = 0,21 мм.  Определить угол между гранями клина.  

Решение. При нормальном падении света оптическая разность хода 
равна ∆ = 2ℎ1𝑛𝑛, где ℎ1 – толщина клина в том месте, где наблюдают макси-
мум m-го порядка; 𝑛𝑛 – показатель преломления стекла. Условия наблюдения 
максимумов для двух толщин 𝑚𝑚λ = 2ℎ1𝑛𝑛, (𝑚𝑚 + 1)λ = 2ℎ2𝑛𝑛.  

Угол α между гранями клина определим из условия tgα = ℎ2−ℎ1
∆𝑥𝑥

. Для 

малых углов имеем tgα ≈ α = λ
2∆𝑥𝑥𝑛𝑛

= 75∙10−8

2∙5∙10−7∙1,5
= 0,5 рад. 

Ответ: α = λ
2∆𝑥𝑥𝑛𝑛

= 0,5 рад. 
 

Задача 9.4. В интерференционном опыте кольца Ньютона используется 
плосковыпуклая линза с радиусом кривизны 𝑅𝑅 = 66 см. В зеленом свете с 
длиной волны λ = 553 нм наблюдается только 7 ярких колец, радиус по-
следнего такого кольца равен 𝑟𝑟max7 = 1,5 мм. Оцените диапазон разброса 
длин волн ∆λ в излучении, которое не является монохроматическим.  
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Решение. Максимумы интенсивности будут наблюдаться при следую-
щей разности хода интерферирующих волн: 2ℎ𝑚𝑚 + λ

2
= 2𝑛𝑛 λ

2
, где 𝑛𝑛 = 1, 2, … . 

Соответствующий радиус n-го светлого кольца равен 𝑟𝑟𝑚𝑚свет = �𝑅𝑅λ�𝑛𝑛 − 1
2
�.  

Интерференционная картина разрушается, если разность хода волн 𝑛𝑛 λ
2
 

превышает длину когерентности излучения 𝑙𝑙ког = λ2

∆λ
. В этом случае оценка 

предельного номера наблюдаемого максимума определяется как 𝑛𝑛7пред = λ
∆λ

. 
В результате получаем уравнение для величины диапазона разброса 

длин волн ∆λ: 𝑟𝑟max7 = �𝑅𝑅λ( 𝑛𝑛7пред −
1
2
), или 𝑟𝑟max7

2 =  𝑅𝑅λ( λ
∆λ
− 0,5), откуда 

∆λ = 𝑅𝑅λ2

𝑟𝑟max7
2 +0,5𝑅𝑅λ

= 66∙107∙5532

(1,5∙106)2+0,5∙66∙107∙553
= 83 нм. 

Ответ: ∆λ = 𝑅𝑅λ2

𝑟𝑟max7
2 +0,5𝑅𝑅λ

= 83 нм. 

 
Задачи для самостоятельного решения 

9.5. На тонкую пленку с показателем преломления 𝑛𝑛 под углом α пада-
ет поток  белого света. Толщина пленки – ℎ.  Определить длину волны света, 
для которого сформируется интерференционный максимум 1-го порядка в 
отраженном свете. Пленка окружена воздухом.  

Ответ: λ = 2ℎ
3
�𝑛𝑛2 − sin2φ. 

9.6. В опыте Юнга источники отстоят друг от друга на расстояние 𝑑𝑑. 
Расстояние между экраном и диафрагмой – 𝑙𝑙. Определить расстояние между 
соседними интерференционными минимумами на экране.  

Ответ: ∆𝑦𝑦 = λ 𝑑𝑑
𝑑𝑑
. 

9.7. Свет с длиной волны λ падает нормально на поверхность тонкого 
клина с показателем преломления 𝑛𝑛, который окружен воздухом. Угол между 
гранями клина – φ. В отраженном свете  наблюдают систему интерференци-
онных полос. Определить количество интерференционных полос, которое 
помещается на расстоянии ∆𝑥𝑥.  

Ответ: 𝑁𝑁
∆𝑥𝑥

= 2𝑛𝑛
λ
φ. 

9.8. На пути одного из лучей в двухлучевом интерферометре стоит  
трубка  длиной  𝑠𝑠, которая заполнена воздухом. На экране наблюдается ин-
терференционная картина. Затем трубка наполняется хлором и при этом 
наблюдается смещение интерференционной картины вверх на 𝑁𝑁 полос. 
Наблюдения  производятся  со  светом с длиной волны λ. Определить показа-
тель преломления хлора 𝑛𝑛.  

Ответ: 𝑛𝑛 = λ 𝑁𝑁
𝑠𝑠

+ 1. 
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9.9. Плосковыпуклая линза лежит на плоской пластине. Вследствие по-
падания пыли между линзой и пластиной нет контакта. Диаметры m-го и 𝑘𝑘-го 
темных колец Ньютона, наблюдаемых  в  отраженном  свете, равны 𝐷𝐷𝑚𝑚 и 𝐷𝐷𝑘𝑘, 
при этом 𝐷𝐷𝑚𝑚 > 𝐷𝐷𝑘𝑘. Определить величину радиуса кривизны выпуклой по-
верхности линзы, если в опыте используется свет с длиной волны λ.  

Ответ: 𝑅𝑅 = 𝐷𝐷𝑚𝑚2 −𝐷𝐷𝑘𝑘
2

4λ(𝑚𝑚−𝑘𝑘)
. 

 
9.2. Дифракция света 

Дифракция – совокупность явлений, наблюдаемых при распростра-
нении световой волны в среде с резко выраженными неоднородностями 
(размеры которых сравнимы с размерами волны), проявляющихся в перерас-
пределении световой энергии в пространстве в результате суперпозиции 
волн.  
        Дифракция приводит к огибанию волнами препятствий и проникнове-
нию их в область геометрической тени (отклонение распространения волн 
вблизи препятствий от законов геометрической оптики).   

Для наблюдения дифракции световых волн необходимы специальные 
условия, обусловленные малостью их длин волн. Обычно на пути световой 
волны помещают непрозрачную преграду, закрывающую часть световой 
волны. За преградой помещают экран, на котором при определенных усло-
виях возникает дифракционная картина в виде той  или иной  системы чере-
дования полос или  пятен  – максимумов и минимумов освещенности.  

Различают два вида дифракции:  
1. Дифракция Френеля – рассматриваются сферические волны. В этом 

случае источник и точка наблюдения находятся на конечном расстоянии от 
препятствия (дифракция в расходящихся световых пучках). Приближенный 
метод решения задач о распространении волн основана на принципе Гюйген-
са – Френеля, согласно которому все элементы поверхности, через которую в 
данный момент времени проходит фронт волны, становятся источниками  ко-
герентных  вторичных  волн. Волновая  поверхность в любой последующий 
момент времени является результатом интерференции (наложения) этих вто-
ричных волн. Таким образом, между интерференцией и дифракцией нет 
принципиального различия. Исторически принято называть интерференцией 
суперпозицию волн от конечного числа дискретно расположенных когерент-
ных источников волн, а дифракцией – от бесконечного числа непрерывно 
расположенных когерентных источников.  

Для  упрощения расчета  интерференции  вторичных  волн  Френель  
предложил мысленно разбить волновую поверхность в месте расположения 
преграды на кольцевые зоны по следующему правилу: расстояния от краев со-
седних зон до точки 𝑃𝑃 должны отличаться на половину длины волны  λ

2
 (рис. 9.2). 

Площадь ∆𝑆𝑆𝑚𝑚 = λ π𝑎𝑎𝑏𝑏
𝑎𝑎+𝑏𝑏

 m-й зоны не зависит от номера зоны m, т. е. площади 
всех зон примерно одинаковы. Поэтому все зоны должны возбуждать в точке 
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𝑃𝑃 колебания примерно одинаковой амплитуды. Однако это условие будет по-
степенно нарушаться с ростом угла φ. Также надо учесть, что направления 
колебаний от соседних зон в точке 𝑃𝑃 будут противоположными, что соответ-
ствует сдвигу фаз между ними на π. Поэтому результирующая амплитуда бу-
дет равна половине амплитуды 1-й зоны. Из формулы для площади сфериче-
ского сегмента следует соотношение 𝑚𝑚λ

𝑟𝑟𝑚𝑚2
= 1

𝑎𝑎
+ 1

𝑏𝑏
, которое позволяет опреде-

лить число зон Френеля в отверстии диафрагмы. 
В случае дифракции на круглом отверстии, наблюдателю на оси 𝑆𝑆𝑂𝑂 бу-

дут доступны зоны с 1-й по n-ю. Поэтому результат будет зависеть от четности 
числа 𝑛𝑛: 𝐴𝐴𝑃𝑃 = 𝐴𝐴1  ± 𝐴𝐴𝑛𝑛

2
, знак «+» берется для нечетного 𝑛𝑛, а «–» – для четного 

числа 𝑛𝑛.  
Пусть сферическая 

волна падает на непро-
зрачный диск, который 
закрывает зоны Френе-
ля, до некоторого номе-
ра 𝑛𝑛. 

Результат дифрак-
ции будет определяться 
действием оставшихся 
открытыми зон. В итоге 
в точке 𝑃𝑃 возникает мак-
симум интенсивности с 
амплитудой 𝐴𝐴𝑃𝑃 = 𝐴𝐴𝑛𝑛

2
. 

2. Дифракция 
Фраунгофера – рассмат-
риваются плоские вол-

ны. В этом случае источник и точка наблюдения находятся на бесконечном 
расстоянии  (дифракция  в параллельных пучках).  

Практически дифракцию Фраунгофера на одной щели наблюдают в па-
раллельных лучах, поместив за источником света и перед точкой наблюдения 
линзу так, чтобы источник света и точка наблюдения оказались в фокальной 
плоскости соответствующей линзы (рис. 9.3). 

𝑏𝑏 + 3
λ
2

 

𝑏𝑏4 = 𝑏𝑏 + 4
λ
2

 

𝑏𝑏 + 2
λ
2

 

𝑏𝑏 +
λ
2

 

𝑃𝑃 𝑆𝑆 𝑂𝑂 

𝑛𝑛�⃗  

φ 

𝑎𝑎 𝑏𝑏 

1-я зона 
2-я зона 

3-я зона 
4-я зона 

Рис. 9.2 

𝑟𝑟1 

ℎ1 
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Согласно принципу Гюйгенса – Френеля, каждая точка щели становит-
ся источником вторичных волн, распространяющихся за щелью во всех 
направлениях. Вторичные волны интерферируют и создают на экране ди-
фракционную картину, которая будет иметь вид ряда темных и светлых по-
лос, параллельных цели. При перпендикулярном падении световой волны к 
плоскости щели полосы располагаются симметрично относительно цен-
тральной светлой полосы. Интенсивность света на экране обращается в нуль 
при определенных значениях угла дифракции φ, для которых выполняется 
условие 𝑏𝑏 sinφ = 𝑘𝑘λ (𝑘𝑘 = ±1, ±2 … ), где b – ширина щели; λ – длина волны. 
Данное уравнение выражает условие минимумов дифракции на щели. 

Функция интенсивности света на экране имеет следующий вид:                                                

𝐼𝐼φ = 𝐼𝐼0
sin2(π𝑏𝑏λ sinφ)

�π𝑏𝑏λ sinφ�
2 , 

где I0 – интенсивность света 
на экране напротив щели.  

Рассмотрим дифрак-
цию Фраунгофера на перио-
дической структуре в пре-
ломленном световом потоке 
(рис. 9.4).  

Дифракционной ре-
шеткой называют периоди-
ческую структуру из боль-
шого числа регулярно рас-
положенных щелей, на ко-
торых происходит дифрак-
ция света.  

Каждая из щелей даст 
на экране картину, описанную выше. Второй фактор, который влияет на рас-

a b 
d 

𝑃𝑃 

𝐿𝐿 

Э 

Рис. 9.4 

Рис. 9.3 

𝑃𝑃0 

𝑃𝑃 

Э 𝐿𝐿1 
𝐿𝐿2 

φ 

∆ 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



69 

пределение интенсивности на экране, – это интерференция световых потоков 
от каждой щели. Это происходит из-за того, что волны, исходящие от разных 
щелей, когерентны, поэтому они будут интерферировать.  

Положение минимумов определяется, как и для одной щели, условием           
𝑏𝑏 sinφ = 𝑘𝑘λ (𝑘𝑘 = ±1, ±2 … ).  

Положение главных максимумов при многолучевой интерференции 
определяется условием 𝑑𝑑 sinφ = 𝑚𝑚λ (𝑚𝑚 = 0, ±1, ±2 … ). 

Число 𝑚𝑚 дает порядок главного максимума и называется порядком 
спектра. Между главными максимумами в распределении интенсивности 
имеется 𝑁𝑁 − 2 побочных максимума, разделенных дополнительными мини-
мумами, число которых 𝑁𝑁 – 1 (𝑁𝑁 – число щелей).  

Направления добавочных минимумов определяются условием 
𝑑𝑑 sinφ = ± 𝑘𝑘′

𝑁𝑁
λ, (𝑘𝑘′ = 1, 2, … ,𝑁𝑁 − 1,𝑁𝑁 + 1), где 𝑘𝑘′ принимает все целочис-

ленные значения, за исключением 0,𝑁𝑁, 2𝑁𝑁, …, т. е. тех, при которых данное  
условие переходит в условие главных максимумов. 
 Распределение интенсивности на экране в случае одной щели показано 
на рис. 9.5, а. Распределению интенсивностей в случае многолучевой интер-
ференции от разных щелей соответствует рис. 9.5, б. Результирующее рас-
пределение интенсивности при прохождении света через дифракционную 
решетку представлено на рис. 9.5, в. Оно создается двумя независимыми яв-
лениями: дифракцией света от каждой щели и многолучевой интерференцией 
когерентных вторичных волн, идущих от разных щелей.  

 
 
 

−3 λ 𝑑𝑑�  

𝐼𝐼 

sinφ 

sinφ 

sinφ 

а 

б 

в 

𝑂𝑂 −6 λ 𝑑𝑑�  6 λ 𝑑𝑑�  3 λ 𝑑𝑑�  

Рис. 9.5 
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Примеры решения задач 
Задача 9.10. Источник плоской монохроматической волны находится 

слева от диафрагмы с круглым отверстием. На экране в центре дифракцион-
ной картины наблюдается минимум интенсивности, если он установлен на 
расстоянии 𝑏𝑏1 = 86,5 см справа от диафрагмы. При уменьшении расстояния 
между диафрагмой и экраном до 𝑏𝑏2 = 28,2 см минимум интенсивности на 
экране сменяется максимумом. Найти диаметр диафрагмы, если длина волны 
света λ = 600 нм. 

Решение. В случае плоской волны известное соотношение  𝑚𝑚λ
𝑟𝑟𝑚𝑚2 = 1

𝑎𝑎
+ 1

𝑏𝑏
 

примет новую форму: 𝑚𝑚λ
𝑟𝑟𝑚𝑚2 = 1

∞
+ 1

𝑏𝑏
= 1

𝑏𝑏
.  

Максимум интенсивности будет наблюдаться при следующем условии 
для диаметра отверстия: (0,5𝑑𝑑)2 = 𝑏𝑏1𝑚𝑚λ. Здесь 𝑚𝑚 – число зон Френеля, ко-
торое видно наблюдателю в отверстии диафрагмы, если он находится в точке 
𝑃𝑃0 (см. рис. 9.4).  

При уменьшении расстояния и переходу к максимуму интенсивности 
номер числа открытых зон в отверстии изменится на единицу. Условие 
наблюдения максимума: (0,5𝑑𝑑)2 = 𝑏𝑏2(𝑚𝑚 + 1)λ.  

Решая систему уравнений, находим диаметр отверстия:                              

𝑑𝑑 = 2 ∙ �λ𝑏𝑏1𝑏𝑏2
𝑏𝑏1−𝑏𝑏2

= 2
10−3

∙ �600∙10−9∙0,865∙0,282
0,865−0,282

= 1 мм. 

Ответ: 𝑑𝑑 = 2 ∙ �λ𝑏𝑏1𝑏𝑏2
𝑏𝑏1−𝑏𝑏2

= 1 мм. 
 

Задача 9.11. Источник сферической монохроматической волны нахо-
дится на расстоянии 𝑎𝑎 =  100 см слева от диафрагмы с круглым отверстием. 
На экране в центре дифракционной картины первый раз наблюдается макси-
мум интенсивности, если он установлен на расстоянии 𝑏𝑏1 = 86,5 см справа 
от диафрагмы. Расстояние между диафрагмой и экраном уменьшают до  
𝑏𝑏2 = 28,2 см, пока на экране не увидят следующий максимум интенсивности. 
Найти длину волны света,  если диаметр отверстия диафрагмы 𝑑𝑑 = 1 мм. 
 Решение. В случае максимума интенсивности в точке регистрации 
число зон Френеля в отверстии должно быть четным:  (2𝑚𝑚+1)λ

𝑟𝑟𝑚𝑚2 = 1
𝑎𝑎

+ 1
𝑏𝑏1

. Ана-

логично для максимума можно записать условие  (2(𝑚𝑚+1)+1)λ
𝑟𝑟𝑚𝑚2 = 1

𝑎𝑎
+ 1

𝑏𝑏2
.  

 Решая систему уравнений, находим длину волны света: λ = 𝑟𝑟𝑚𝑚2 𝑏𝑏1−𝑏𝑏2
𝑏𝑏1𝑏𝑏2

=

= (0,74 ∙ 10−3)2 0,87−0,44
0,87∙0,44∙10−9

≈ 615 нм. 

 Ответ: λ = 𝑟𝑟𝑚𝑚2 𝑏𝑏1−𝑏𝑏2
𝑏𝑏1𝑏𝑏2

= 615 нм. 
 

 Задача 9.12. Свет с длиной волны λ =  691 нм падает нормально на дифрак-
ционную решетку с периодом 𝑑𝑑 =  2,77 мкм, содержащую 𝑁𝑁 =  2500 штрихов. 
Определить угловую ширину максимума интенсивности 4-го порядка.  
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 Решение. Запишем условие двух минимумов, окружающих максимум     
m-го порядка: 𝑑𝑑 sinφ1 = 𝑚𝑚λ − λ

𝑁𝑁
, 𝑑𝑑 sinφ2 = 𝑚𝑚λ + λ

𝑁𝑁
 . Вычитая из второго 

уравнения первое, получаем 
𝑑𝑑 (sinφ2 − sinφ1) = 2 λ

𝑁𝑁
, или 2 sinφ2−φ1

2
∙ cosφ2+φ1

2
= 2 λ

𝑁𝑁𝑑𝑑
.  

 Для больших 𝑁𝑁 можно выполнить подстановки: δφ = φ2 − φ1,                   
φ = φ2+φ1

2
, где φ – угол дифракции для m-го порядка, а δφ есть угловая ши-

рина этого максимума.  
 После подстановки получаем δφ ∙ cosφ = 2 λ

𝑁𝑁𝑑𝑑
. Исключая функцию 

cosφ, с помощью условия максимума интенсивности 𝑑𝑑 sinφ = 𝑚𝑚λ находим 
угловую ширину этого максимума: 
δφ = 2λ

𝑁𝑁𝑑𝑑�1−�𝑚𝑚λ
𝑑𝑑�

2 = 2∙691∙10−9

2500∙2,77∙10−6�1−�4691∙10
−9

2,77∙10−6�
2

= 3 ∙ 10−3. 

 Ответ: δφ = 2λ

𝑁𝑁𝑑𝑑�1−�𝑚𝑚λ
𝑑𝑑�

2 = 3 ∙ 10−3  рад.  

 
 Задача 9.13. Источник ультразвука с частотой ν = 5 МГц, опущенный в 
сосуд с жидкостью, создает в ней стоячую волну. Плоская световая волна, 
проходя через объем, заполненный жидкостью, испытывает дифракцию. На 
экране, расположенном на расстоянии 𝐿𝐿 =  8 м, образуется 𝑁𝑁 =  3 ярких 
пятна. Расстояние между крайними пятнами 𝑎𝑎 =  4,8 см. Определить длину 
волны света в жидкости в нанометрах, если скорость звука в жидкости со-
ставляет  1500 м/с. Угол дифракции мал: tgφ =  sinφ. 
 Решение. Ультразвуковые волны образуют периодические сжатия и 
разрежения жидкости, сопровождающиеся соответствующими изменени-
ями показателя преломления. Среда с периодически изменяющимся от точки 
к точке показателем преломления действует на световые волны как дифрак-
ционная решетка.  

Чередование сжатий и разрежений соответствует чередованию про-
зрачных и непрозрачных участков в обычной решетке. 

Расстояние между пучностями в стоячей волне равно половине длины 
волны звука λзв

2
= 𝑣𝑣зв

2ν
. Условие максимумов интенсивности: 𝑑𝑑 sinφ = 𝑚𝑚λ, по-

стоянная решетки 𝑑𝑑 = λзв
2

 , где λ – длина волны света в жидкости. Число мак-
симумов интенсивности на экране равно 𝑁𝑁 = 2𝑚𝑚 + 1.Тогда длина волны све-
та в жидкости определится как λ = 𝑎𝑎𝑣𝑣зв

4𝑚𝑚ν𝐿𝐿
= 1500∙4,8∙10−2

4∙1∙5∙1068∙10−9
= 450 нм. 

Ответ: λ = 𝑎𝑎𝑣𝑣зв
4𝑚𝑚ν𝐿𝐿

= 450 нм. 
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Задачи для самостоятельного решения 
9.14. Источник сферической монохроматической волны находится сле-

ва от диафрагмы с круглым отверстием на расстоянии a. На экране в центре 
дифракционной картины наблюдается максимум интенсивности, если он 
установлен на расстоянии 𝑏𝑏 справа от диафрагмы. При увеличении радиуса 
диафрагмы от 𝑟𝑟1 до 𝑟𝑟2 наблюдается появление на экране следующего макси-
мума интенсивности. Найти длину волны света λ.  

Ответ: λ = (𝑟𝑟2
2 − 𝑟𝑟12) 𝑎𝑎+𝑏𝑏

2𝑎𝑎𝑏𝑏
. 

9.15. Источник сферической монохроматической волны находится на 
расстоянии 𝑎𝑎 слева от диафрагмы с круглым отверстием. На экране в центре 
дифракционной картины первый раз наблюдается максимум интенсивности, 
если он установлен на расстоянии 𝑏𝑏1 справа от диафрагмы. Расстояние меж-
ду диафрагмой и экраном уменьшают до 𝑏𝑏2, пока на экране не увидят следу-
ющий максимум интенсивности. Найти число зон Френеля, которые поме-
щаются в диафрагме в первом случае.  

Ответ: 𝑁𝑁 = 2 �𝑏𝑏1
𝑎𝑎

+ 1� �𝑏𝑏1
𝑏𝑏2
− 1�

−1
+ 1. 

9.16. Постоянная дифракционной решетки в 5 раз превышает длину вол-
ны светового потока, дифрагирующего на ней: 𝑑𝑑 = 5λ. Определить значения 
функции sinφ, соответствующие первым трем наблюдаемым максимумам.  

Ответ: sinφ1 = 0,1, sinφ2 = 0,2, sinφ3 = 0,3. 
9.17. Определить длину волны монохроматического света, падающего 

нормально на дифракционную решетку с периодом 𝑑𝑑, если угол между мак-
симумами первого и второго порядков спектра равен δφ.  

Ответ: λ = 𝑑𝑑∙sinδφ
�5−4∙cosδφ

. 

9.18. На  щель  шириной 𝑏𝑏 падает  нормально параллельный пучок мо-
нохроматического света. Расположенная за щелью линза проектирует на 
экран дифракционную картину в виде чередующихся светлых и темных  по-
лос. Экран находится на расстоянии 𝑙𝑙 от линзы. Ширина центральной свет-
лой полосы на экране равна 𝑎𝑎. Определить длину волны падающего света.  

Ответ: λ = 𝑎𝑎𝑏𝑏
2𝑑𝑑

. 
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