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Занятия 1-2

Р яд  и его сум м а. З н ак о п о л о ж и тел ь н ы е  р я д ы

Пример 1. Написать простейшую формулу n -го члена для следующих
рядов:

а) 4 + 4 + 16 + 25 + ■■■’
ч 1 , Т• 3 , 2 -4  _ 3 - 5 _  

в) 1-2 1 • 2 • 3 Т • 2 - 3 • 4

А а) a = , П +  2  ; б) a = 
) n (n  + Т)2 ; ) n

б) Т+ § + 3 + 1 +■■■; 

+... .

n
2

в) a  = 1, a = (n —Т)(п + Т), n = 2, 3, 4,
Т n n!

▲

Пример 2. По первым трем членам ряда 1 + 3 + 7 + ... восстановить его 
общий член сначала в наипростейшей форме, а затем в виде an = an2 + bn + c .

А Простейшей формулой общего члена ряда будет a n =  2 n — 1. Пусть 
an = an2 + bn + c . Полагая n = 1, 2, 3, получаем систему уравнений

a + b + c  = 1;
4 a  +  2b  +  c  = 3;
9 a  +  3b +  c  = 7.

Решая ее, находим a = 1, b = — 1, c = 1. Таким образом, an n n + 1. ▲

Пример 3. Доказать непосредственно сходимость следующих рядов и 
найти их суммы:

ТТ + ± + ... +
а) Т • 4  4  • 7

б) z ( v
п=!

(3 n  — 2 )(3 n  +  1) 

n  + 2  — 2л/ n  + Т + лГп ) ;

+ . . . ;

в) X
n 2 +  5n  +  6 
n 2 +  5n +  4

А а) Очевидно, что Т Т Т Т
(3 n  — 2 )(3 n  +  Т) 3 ^ 3 n  — 2 3 n  +  Т

S  = Т + Т
Т • 4  4  • 7

+ . . .  + Т
(3 n  — 2 )(3 n  +  Т)

Т
3

Т Т
3n  — 2  3n  +Т

=  Т  ( т ____ Т—
3 I 3 n  + 1

Теперь легко видеть, что последовательность частичных сумм сходится, а 
значит, сходится данный числовой ряд. Сумма его

n=1
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1 (  1 Л 1 
S  = lim S  = lim 1 1I — 1 ' 1

n— w 3 v 3n +1 у 3
б) Найдем предел последовательности частичных сумм этого ряда:

S  = lim S  = lim £  ((л/k  + 2 - 4 к  + \ ) —(л/kTT - 4 к  )) =

= lim (л/3 — л/2 + л/4 — л/3 + л/5 — л/4 +... + л/ n + 2 — л/ n + 1) —n—w
— {л/2  — 1 + л/3 — л/2  + л/4 — л/3 + . . .+ л/ n +1 — лШ) =

= lim (—л/2  + л/П+ 2  +1 — л/ n + 1) = lim {1 — л/2  + (л/ n + 2 — л/ n + 1)) =

lim 1 — 4 2  + , 1 , | = 1 — л/2  
_ л/n + 2 + л/n +1 у

в) Запишем общий член ряда в виде

ta n 2 + 5 n + 6 = l n {n + 2 5  n + 3 )  =
n +  5n +  4  (n  + 1)( n  +  4)

=  (ln (n  +  2) — ln (n  + 1)) — (ln (n  +  4) — ln (n  +  3)).

Так как Sn = (ln (n  + 2) — ln2 ) — (ln (n  + 4) — ln 4 ) = ln 2  + ln n + 2 , то

S = lim S = lim f  ln2 + ln n + 2 1 = ln 2 . ▲
' ' v n + 4 у

n +1
n—w

Пример 4. Исследовать на сходимость ряд £
m=1 2n + 1

А Находим lim a = lim n 1 ^  0. На основании достаточного
n—w n n—w 2 n +1 2

признака расходимости ряд расходится. ▲
w

Пример 5. Показать, что ряд £ -------- удовлетворяет необходимому
n=1 n

признаку сходимости, но тем не менее расходится.
А Необходимый признак выполняется, так как

lim a  = lim = lim -1  = 0 .
n——w n——w n n— w

Для доказательства расходимости данного ряда оценим его я -ю частич

ную сумму. S  = 1 + 7^  + 7^  + ••• + 7 ^  -  з1  + з1  + •• + 7 ^  = . Очевидно,v 2 V3 v  n V n V n v  n
что lim 5П = w . Ряд расходится. ▲>П

П  — w

Пример 6. Исследовать на сходимость ряд £  n + 1
n=1 (n + 2) • 2n ■

А Сравнивая общий член ряда с общим членом сходящейся геометриче-
~ ^  1 n  + 1  „ 1ской прогрессии £  —  замечаем, что -------———  < —  при всех п .

n=1 2 (n  + 2 ) • 2 2

n—w

4



Следовательно, исследуемый ряд сходится по признаку сравнения. ▲ 

Пример 7. Исследовать на сходимость ряды:
2 /Z? х V n + 2

2 2n=i V n n=i n sin n

л \ т  .v cos2 ^  1А а) Так как an = ---- т=— < , то по признаку сравнения ряд сходится.
n М n4 n

с-\ гт-i л/n3 + 2 ^ лЩ  ^ 1б) Так как a = 7 . 7— > 7 . 7— > —г- ,̂ то по признаку сравнения ряд 
n n sin n n sin n n

расходится. ▲
1Пример 8. Исследовать на сходимость ряд X

n + ln n
1А Воспользуемся предельным признаком сравнения. Имеем an = ——^ — .

Пусть bn = 1 . Так как l i m = lim ---- 1—  = 1 Ф 0 lim ln x  = lim 1^  = o l ,
n n̂ “ bn n̂ ^  ln n у x̂ x x  x̂ x 1 )

n
X

то в смысле сходимости ряд X  an ведет себя так же, как и гармонический ряд
n =1

X  1
X —, т. е. расходится. ▲
n =1 n

n 5 + 3n2Пример 9. Исследовать на сходимость ряд X  ln
n=1 n5 + 1

n 5 + 3n2
А Общий член ряда an = ln — ------- = ln

n +1
1+ 5

V n + 1 Уn5 +1
3n2 -1  
n5 +1 n3

Пример 10. Исследовать на сходимость ряд X
n= 1

А Поскольку an = 1 -  cos1  = 2sin 2T1  ~ -— т, n ^  х , данный ряд

1 -  cos—
n=1 V n У

n ~ 2n 2n2 
сходится. ▲

7-T 7 7 TX ^  ln (3n2 + 5) Пример 11. Исследовать на сходимость ряд X -------тгл-----
n=1 n

А Общий член ряда запишем в виде
ln (3n2 + 5) ln (3n2 + 5) 1a =n 1/8 9/8 1/8 9/8n • n n n

^  тт r  ln (3 x 2 +  5)С помощью правила Лопиталя легко показать, что lim — -—^ ------ =  0
х̂ х x

n

5



Следовательно, для достаточно больших n an < ~ ^ . По признаку сравнения
n

данный ряд сходится. ▲
“ 2nПример 12. Исследовать на сходимость ряд ^  -г - .
n=1 n

2н+1
А Воспользуемся признаком Даламбера. Поскольку a„ = — , an+1 =■

n (n +1)
an+1 л- 2n+1 • n3 2то lim —— = lim ----------- T- = lim --------- T = 2 > 1. Ряд расходится. ▲

n̂<» an n-̂ x, 2n (n + 1)3 n̂ -x f  1 Л3

I  n )
4 4 • 7 4 • 7 •TO

Пример 13. Исследовать на сходимость ряд — + ——г + +
2 2 • 6 2 • 6 •TO

4 • 7 •lO •... • (3n +1) 3n + 4 ^А Замечаем, что a =  ̂ ------7------тт-, a  ̂ = a • - ------. Отсюда
, n 2• 6 •TO•...• (4n — 2 ) , n+T n 4n + 2 д

an *  ̂ л
находим lim = lim ----- + = — < 1. Ряд сходится. ▲

an a n 4
x (n!)2Пример 14. Исследовать на сходимость ряд ^

3n + 4

2
Л тт г я и+1 .. ((n  + 1)!)2 • 2 n r  (n  + 1)2 _ /т/.А Находим lim —n+L = lim —------^ ---------= lim -—, J  = 0 . (Как

a  2 (n+T) • (n !)2 2 n
P  (x)известно, lim  x = 0, a > 1). Ряд сходится. ▲

Пример 15. Исследовать на сходимость ряд ^
n |e • n!

nn=1 n
А Попытаемся применить признак Даламбера:

a +1 en+ • (n + 1)! • nn e e л—n+T = ----------:—------  = ----------- = --------------> 1 при n ^  x  .
an (n + 1Г  • en • n! ( n +1 J n ( 1 + p n р

Признак Даламбера ответа о сходимости ряда не дает.

Замечаем, однако, что последовательность ( n + 1J является монотонно

возрастающей и lim [1 + 1  ] = e . Поэтому при любом n  справедливо
n̂ x V n )

п  . л

> 1, т. е. an+1 > an .
a n

Следовательно, для данного ряда не выполняется необходимый признак 
сходимости. Ряд расходится. ▲

6



Пример 16. Исследовать на сходимость ряд Xх  n \ 4 2  + (-1)n)n
n=1 3

3 ,

А Рассмотрим ряд с общим членом bn = П (л^  + 1) . Очевидно, что

bn  >  a n . Ряд X bn  исследуем с помощью признака Даламбера:
n =1

l i m = lim (n + 1)3 (V2 + 1 Г  •3  = ^ 2 ± 1  < 1.
n̂ X bn n̂ x 3n+1 • n3 (V2 + 1)n 3

D V U тт у n (V2  + ( - 1)n))Ряд X bn сходится. По признаку сравнения ряд lim — ----------—n n1 n̂ 1 3n =1

тоже сходится. ▲

Пример 17. Исследовать на сходимость ряды:

а) Ё (  1 ^ + 3 Y ; б) X  f ^ У (' - ) .n=1 V 3n + 2 )  n=2 v n + 1 )
А а) Здесь удобнее всего применить радикальный признак Коши:

lim d a  = lim 2  + 3 1 = 2  < 1.
n̂ x n n̂ x V 3n + 2 )  3

Ряд сходится.
б) Находим

и+1 -2( и-1)
= б 2 < 1.

)
I—  -  1ЛИ-1 (  -  2 Л -2 n+1

l im y a  = lim  I ----- 1 = lim  11 +n^x v n n̂ X V n  +1 ) n̂ X V„ ^ x  v n  + 1)  
Ряд сходится. ▲

Пример 18. С помощью интегрального признака Коши исследовать на

сходимость ряд X n

xА Функция f  (x) = — -  удовлетворяет всем требованиям интегрального
x -  9

признака Коши. Находим
X x л 1 X dx2 1 , х2 -  3
\ ^ ^ dX = О С = T^ln'

X

= 1I ln 2 .x4 -  9 2 i ( x 2)2 -  9 12 x2 + 3 
Несобственный интеграл сходится, а значит, данный ряд тоже сходится. ▲

1Пример 19. Исследовать на сходимость ряд X
n=2 ln (n!)

Л-Г 1 ^ 1  1 X dx , , |XА Так как -——— > -——— = —----  и I ——  = lnlnx = х  , то, согласно
ln (n!) ln (nn) n ln n I x ln x 12

X I

интегральному признаку и признаку сравнения, ряд X  ^  расходится. ▲

n=3

7



Пример 20. Исследовать на сходимость ряд £
n=1

1

1

А Пусть a
(2n + 3)ln2(3n + 2)

b =

(2n + 3)ln2(3n + 2) 
1

(3n + 2 )ln 2(3n + 2)
Так как

a 3 w w
lim —П = —, то ряды £  an и £  bn в смысле сходимости ведут себя одинаково.
п—w ЬП 2

f П и £  (УП 
П=1 П=1

Функция / ( x) = 1
(3x + 2)ln2(3x + 2) 

интегрального признака Коши. Находим

удовлетворяет всем требованиям

J
dx

1(3x + 2)ln2(3x + 2) 3 
Ряд сходится. ▲

1 w 1
= 1 J ln—2(3x + 2) d ln (3x + 2) = 1

3ln(3x + 2) 3ln5

1 (1Пример 21. Вычислить сумму ряда £  — I — | с точностью до 5 = 0,001
n=1 n! v 2 у

А Выясним, при каком количестве членов Rn < 5 .

R  = 1 1 1
(n + 1)! V2У (n + 2)! V2■̂ I +... <

< 1 1
(n + 1)! V2 У (n + 1)! V2

1 . ( 1Л

I + 1 1N n+3

1 1Y + 1  f

(n + 1)! V2 , 1+ 2 + ( 2у

(n +1)! V2 
2 Л 

+ ...

+ ... =
у

1
У

Путем подбора легко найти, что R n < 1
120•16 

0,648. ▲

1

(n +1)! V2,

< 0,001 при n = 4. Следо-

2 8 48 384

Пример 22. Оценить остаток ряда £  -1 . Вычислить сумму с точностью
n=1 n

до 0,1. Сколько нужно взять членов, чтобы вычислить сумму с точностью до
0,001 ?

А Для сходящихся знакоположительных рядов, члены которых монотон-
w

но убывают начиная с (п  + 1)-го, справедлива оценка R  < J f  (х) d x .

Воспользовавшись оценкой остатка ряда, получим R  < J
dx
x

1
x

1
n '

=*1,6
1 w 1 1 1  1

Если взять первые 10 членов ряда, то R  < — . £  —г « 1 + — + — +... +
Р Р n 10 £  n2 4 3 100

(с точностью до 0,1). Чтобы обеспечить точность 5 = 0,001, нужно взять 1000 
членов ряда. ▲

w
1

nw

1

n

n

n n

8



Дополнительные задачи

1. Найти сумму ряда:

а) Еn=1
x

б) Е

x 5” — 3n
n=i 15n . 
x 3n + 2
n=i n (n + 1)(n + 2) 

6
) Е  9n2 + 6n — 8 

2. Исследовать на сходимость ряды:
Vn3 +1 + Vn4 + 2

а) Е

б) Е

Т Vn11 + 4 + Vn5 + 5 ‘ 
ln (5n2 + 6)

n=1 V n6

в) Е
(3n + 2)!

n=i 6n • (2n +1)! • n!
x  j

г) ЕЕ 11 +n=1
x

д) Е

е) Е  £

2 Y . 1
n )  9n 

ln n + 3
n=1 n (ln4 n — 100)
x -—n

n =1 n
x

ж) Е  ln
n=1

2 , 1 n +1
n2 + n + 2

Ответ: S =
4'

Ответ: S  = 2.

Ответ: S  = 5
4

Ответ: сходится. 

Ответ: сходится. 

Ответ: рассходится.

Ответ: сходится. 

Ответ: сходится.

Ответ: сходится.

Ответ: рассходится. 

4n3. Сколько нужно взять членов ряда Е  

сумму с точностью до 0,0001 ? Ответ: n = 10.
(n2 + 1)3

чтобы вычислить его

Занятие 3

З н ак о п ер ем ен н ы е  р я д ы

Пример 1. Исследовать сходимость знакопеременных рядов:

ч ^  cos n a
а) Е=1 n — 2n + 3

б) Е  sin
n=1

1

n

x

9



А а) Исследуем ряд на абсолютную сходимость: 
cos na  ^  1 1< -------------------- n2 i О 2 ? nn -  2n + 3 nn2 -  2n + 3 

Ряд сходится абсолютно.
^ TT̂  TTб) Положим n = 6k  +1. Находим lim  sin 2nk  + — I = sin— Ф 0.

n ^ x
n=6k +1 V 3 )  3

Общий член ряда не стремится к нулю. Ряд расходится. ▲

Пример 2. Исследовать на абсолютную и условную сходимость следую
щие знакочередующиеся ряды:

1 ixn 1-X 1 I x
а) X1(-1)” ln(n + 10); б) X=r(-1) (2n + 3)22n+1; 

в) X  ; г) XX( - 1)- 1 1 •4 •7 •...•(3n - 2 )
+ ( - 1)n ’ n=1 7 •9 •11 •... •(2n + 5) ’

X , 1

д) x=1(-1) '

X 1 1
А а) Ряд X  (-1 )n- 1—т-----—7TT- удовлетворяет всем требованиям теоремы

n=1 ln(n +10)
Лейбница. Следовательно, он сходится.

ю ̂ 1
Рассмотрим ряд X i . С помощью правила Лопиталя легко пока- 

^ ^ t !  ln(n +10) ^

зать, что lim ^ (x _+10) = 0 . Следовательно, для достаточно больших n
x  ^x  y j x

1 1  X  1 X  _ 1  1
1 / ■ т ч  > ~ /= . Ряд X  ~ г  расходится. Поэтому ряд X  (-1)n w  , ln (n +10) Vn n=1 4 n n=1 ln (n +10)
сходится условно.

б) Исследуем ряд на абсолютную сходимость: —-----1 < ^ п+1 .

Бесконечно убывающая прогрессия является сходящимся рядом.
X 1Ряд X  (-1)n------------ т сходится абсолютно.
X (  7 (2n + 3) 2

в) Последовательность —f=—1------  не является монотонно убывающей,
л/w + (-1 )n

поэтому признак Лейбница не применим.
Представляя общий член ряда в виде

(-1 )n _   ̂ Y y 'Jn -  (-1 )n = (_ iy  4 n  1
л/й + ( - 1)n n - 1  n - 1  n - 1

10



^  (-1)n4n  _ ^  1и замечая, что ряд £  -———— сходится по признаку Леибница, а ряд £
n=2 П — 1 n=2 П — 1

расходится, заключаем, что данный ряд также расходится.
г) Исследуем ряд на абсолютную сходимость:

а п+1I i l l  3n + 1  • tfn+1 = \аЛ —— — ; lim2n + 7 п̂ да a n
■, ■ 3n + 1 3= lim —----- — = —п̂ да 2n + 7 2

Следовательно, lim laJ = да. Ряд расходится.
n ̂ д а

1 1  да n—i 1д) Замечая, что tg -— — , п ^  да, заключаем, что ряд £  (—1)п tg —
4п 4П п=1 4П

да 1
сходится по признаку Лейбница, а ряд £  tg —  расходится. Следовательно, ряд

п=1 4п
д а  1 1

п=! 4п
 ̂п —1 1

2
п

д̂а / 1\п — 1 Х 1 А£  (—1) t g ^  сходится условно. ▲

да
Пример 3. Сколько первых членов нужно взять в ряде £  (—1)п

чтобы их сумма отличалась от суммы ряда на величину, не превосходящую 0,001? 
А Нужное число членов ряда можно найти путем подбора из неравенства

-— 2и+1 < 0,001. Это неравенство выполняется при п = 7. ▲

Пример 4. Исследовать на абсолютную и условную сходимость ряд
1 \п л1 п + 2 —л/п — 2

£  (— 1  -----------а--------- .п=2 П
А Общий член ряда запишем в виде

* л\п л/п + 2 — Vп — 2 * 1\п 4
ап = (—1) --------- -а--------- = (—1)

= (—1)

па п“ (Vп + 2 + Vп — 2)
4

а+1/2п
' р  + л р  лv V п V п у

4 о 1Так как -------- „ , ----- , х ~ 2 п ^ да, то при а  + —> 1,
п а+1/2 ’ 2а + 1 / 2п г, 1  + 2 +, 1  — 21

о 1 п Jn

а  > 1  ряд сходится абсолютно; при 0 < а  + 1  < 1, — 1  < а  < 1  ряд сходится

условно по признаку Лейбница; при а  < —1  ряд не удовлетворяет необходи

мому признаку сходимости, следовательно, является расходящимся. ▲
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С ам о сто ятел ь н ая  работа

Вариант 1

1. Исследовать на сходимость следующие ряды:

а) X
V n 2 + 2 • V n3 + 3 

# 3 n 7 + 5n. 2  1
б) XX

1 arctg

в) Xn=1
X

д) X

1  5 • 9 • ...• (4n -  3). 
=11-4 • 7 •... • (3n -  2 ) ;

3n •(n!)2 .

г) XX
n

n=1 2n (n2 + 3)

(2n)! ’
x X  (  2n2 + 1 ̂

е) X  ( Щ Т Т  J

n2

ж) X
1

(2n + 3)Vln(3n -1 ) ‘
Ответ: а) сходится; б) расходится; в) расходится; г) сходится; д) сходит

ся; е) расходится; ж) расходится.
42. Найти сумму ряда X

=1 4n + 4n -  3

Ответ: 4
3

13. Сколько нужно взять членов ряда X  ~ , чтобы вычислить его сумму с
n=1 n

точностью до 0,005? 
Ответ: n = 10.

Вариант 2

1. Исследовать на сходимость следующие ряды:
х

а) Xn=1

в) X

V n2 + 3 • 5l n 4 +1 .
n2 • ^ n 8 + 5 

1 • 6 •11 ... • (5n -  4) 
=1 3 • 7 • 11 ... • (4n - 1);

д) Xn=1
(  2n + 3 '
V 3n2 + 5,

ж) XX

,n 2

1

X ... 1----------------

б) XX 3 n + 3 arcsin
n=1

n + 2 
n3 + 4

г) x
n =1

X

е) XX

3” (n + 2) ,
n

36n • (n!)3 
(3n)! ;

n=1 (3n - 1 ) ^  ln(2n +1)
Ответ: а) сходится; б) сходится; в) расходится; г) расходится; д) сходит

ся; е) расходится; ж) расходится.

n n

n=1

n

n

n=1
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x 4
2. Найти сумму ряда Е  — ;-------------.

Е 4п2 + 12n + 5

Ответ: ^ .

x 1
3. Сколько нужно взять членов ряда Е  , чтобы вычислить его сумму с

n=1 n
0,001 0точностью до —̂ — ?

Ответ: n = 10.

Дополнительные задачи

1. Исследовать на абсолютную и условную сходимость ряды:

а) Е  • sin ^  '

x 2 + (—1)
б) Е (—1)n 2 + (1 nn =1

в) Е  (_1) nn=1 n

Ответ: а) сходится абсолютно; б) расходится; в) сходится условно.
x  (—1) n—1

2. Установить сколько членов ряда Е  — — т следует взять, чтобы
n= 1 (2n +1)

обеспечить требуемую точность a  = 0,0001 .
Ответ: n > 10.
3. Исследовать на абсолютную и условную сходимость ряд

(—т)”
Е  n“(Vn 2 + 5 — Vn 2 + 3)■n=.

Ответ: При a  > 2 сходится абсолютно, при 1 < a  < 2 сходится условно, 
при a  < 1 расходится.

Занятие 4

Ф у н к ц и о н ал ьн ы е  р яд ы

x  ( — 1) n  —1
Пример 1. Найти область сходимости функционального ряда Е  —^ — .

n  =1 n

А Функции, из которых составлен ряд, определены на множестве х > 0. Ряд 
сходится абсолютно при ln х > 1, т. е. при х > e . Для каждого х из промежутка

13



1 < х < e ряд сходится условно по признаку Лейбница; при 0 < х < 1 ряд расхо
дится, как неудовлетворяющий необходимому признаку сходимости. Таким обра
зом, область сходимости данного ряда характеризуется неравенством х > 1. ▲

да х пПример 2. Найти область сходимости ряда £  ------ ^ .
п=1 1 + х

А При |х| < 1 х <  \х г‘
1 +  х 2 п

Ряд £  |хп | сходится как бесконечно убывающая прогрессия. По признаку
пх

п=1

сравнения сходится ряд £
п=1 1 + х

. При Х > 1

х
1 +  х 1п < х

х
1

х

Ряд £
п=1 х

Ряд £
п=1

х
1 + х

сходится как бесконечно убывающая геометрическая прогрессия.

сходится по признаку сравнения. При х = ±1 получаем ряды не2 п

удовлетворяющие необходимому признаку сходимости. Следовательно, ряд

£п=1 1 +  х 2 п сходится, причем абсолютно в области

х  е  (—да; — 1) ^  (—1; 1) ^  (1; +  да). ▲

Пример 3. Исследовать на сходимость ряд £  sinп х 111 п .
п=1 х — п

А Функции, из которых составлен ряд, определены на множестве х Ф п ,
• ln пгде х е  N . Как известно, lim -----= 0. Применим признак Коши к ряду, состав-п̂да п

ленному из модулей данного функционального ряда при фиксированном х .

= 0 .lim п sin пх 1п п = lim sin х ln пп̂да \/ х  — п п̂да х  — п
Ряд сходится, причем абсолютно, на всей числовой оси, за исключением точек 
х  = п , где х е  N . ▲

„ 8п arctgх
Пример 4. Найти область сходимости функционального ряда £  - п

х Зп

А Очевидно, х Ф 0. Применим признак Даламбера к ряду, составленному 
из модулей данного ряда при фиксированном х  :

1 х
и ,(х) 

lim , .1 = lim
п̂ да и  (х) п̂ да

8^ ^ ^  - х 3п 
п +1

х3п+3 - 8п arctg х
п

= lim
8п+1

п +1
х 3п

3п+3 п̂ хх
п

8
х

п

1

п

п=1

п̂да

14



Данный функциональный ряд сходится абсолютно в области 8
X

^  х е  (-ад; -  2) и  (2; + ад). В области х е  (-2; 2) (х Ф 0) ряд расходится. Точки
2 2х = ±2 исследуем отдельно. При х = 2 u (х) = arctg------- , n ^  ад. Ряд расхо
ти п

2 2дится. При х = - 2  и (х) = (-1 )n+1arctg—  (-1)n+1 —, n ^ а д . Ряд сходится по
n n n

признаку Лейбница. Таким образом, область сходимости ряда
х е  (-ад; -  2] и  (2; + ад). ▲

(х + 2)nПример 5. Найти область сходимости степенного рядаЕ  (-1 )”
n=0 3n Мn + 2 ‘

л и -  o r  3n+1 • М n + 3 ~ А Найдем радиус сходимости данного ряда: R = П т ---- , , = 3.
^ ад 3n Vn + 2

Ряд сходится в области -  3 < х + 2 < 3, т. е. в интервале -  5 < х < 1. При

х = -5  получаем ряд Е 1 . Так как 1 1
V n + 2 

1
n 1/3n=o V n + 2

ад
ходится. При х = 1 получаем ряд Е  (-1 )n ------

n=о v n + 2
знаку Лейбница. Область сходимости ряда х е  (-5; 1]. ▲

n!( х -  3)

n ^  ад, этот ряд рас-

который сходится по при-

Пример 6. Найти область сходимости ряда Е
2й

А R  = lim 

х = 3. ▲

a
an+1

I r\ n+1n! • 2= lim _ ' -----— = 0. Ряд сходится в единственной точке
2n • (n +1)!

Пример 7. Найти область сходимости ряда Е

А R = lim
n ̂ а д

an

an+1
lim

n ̂ а д

3n • n! • (2n + 2)! 
(2n)! • 3n+1 • (n +1)!

n=0
n

3n • n!(х + 4)n 
(2n)!

M  3n • n! • (2n)!(2n + 1)(2n + 2 )^ .
n ̂ а д (2n)! • 3n+1 • n!(n +1)

x~3n+2

■>n+1

Область сходимости ряда х е  (-ад; + ад). ▲
ад

Пример 8. Найти область сходимости ряда Е
и=о (2n + 3) 8n

А Ряд содержит бесконечное число нулевых членов. Применим общий 
подход нахождения области сходимости функциональных рядов:

lim

< 1, т. е. -  2 < х < 2

Un+1( х) = lim х 3п+5 • (2n + 3) • 8n+1 1 х3|
ип ( х) (2n + 5) • 8n+2 • х 3п+2 8

Данный ряд сходится (и притом абсолютно), если
х

й

0й

n ^ -ад

8
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^  ( - 2)5" 2 ^  ( - 1)” • 4 • 8” 1 ^  ( - 1)” 
ПРИ х = - 2  П0ЛуЧаеМ РЯД X  (2п + 3) 8**1 = X  (2n + 3) • 8 • 8- = 2 5 ^ + 3 '  
Этот ряд сходится по признаку Лейбница. При х = 2 получаем расходящийся 

1 “ 1ряд тт X  ^ ^  • Область сходимости ряда х е  [ -2; 2). ▲
2 n=0 2n + 3

да (x  -  2)n(n+1)
Пример 9. Исследовать сходимость ряда X  ------ ------ •

n=1 n n

А Применим признак Коши:

lim  = l i m t - ^  = j °  при jx -  2  < 1
-̂ да v 1 ” n [да при |x -  2\ > 1.

Таким образом, ряд сходится, если |х -  2| < 1, т. е. в промежутке 1 < х < 3. ▲
 ̂̂ sin nxПример 10. Установить равномерную сходимость ряда X — j=  ̂ на всей

-=1 n v n
числовой оси.

* тт - sm nxА Для всех значений х справедливо неравенство
-л !”

чит, что ряд с общим членом 1 мажорирует данный функциональный ряд
n

да 1
на (-да; + да). Так как ряд X  3/2 -  сходящийся, то данный функциональный

n=1 П
ряд по признаку Вейерштрасса сходится равномерно на всей числовой оси. ▲

да (- 1)nПример 11. Доказать равномерную сходимость ряда X  — на проме-
n=1 х + n

жутке 0 < х < да •
А На этом промежутке ряд сходится лишь условно и поэтому признак 

Вейерштрасса не применим. Однако, пользуясь известной оценкой знакочере

дующегося ряда (| Rn (х) | < | Un+1(х) |) , получим | Rn (х) | < 1
х + n + 1

< 1
n +1

Каково бы ни было s > 0, для достаточно больших n — < s . Это и свиде-
n +1

тельствует о равномерной сходимости данного ряда в упомянутом промежутке. ▲
да

Пример 12. Показать, что ряд X  х п сходится неравномерно на проме-
n=1

жутке ^ - 1; 1

А В указанном промежутке ряд сходится как бесконечно убывающая про
грессия. Оценим остаток ряда:

| R  (x) |=| x”+1 + x”+2 + x”+1
i = 1 — x
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1 1Но limo| R  (х) | = —. Следовательно, приняв 8<  — , мы не сможем до

биться неравенства | Rn (х) | < 8  при любом значении х . Таким образом, ряд
да
£  х п сходится неравномерно. ▲

1
п=1

Пример 13. Найти сумму ряда £
п=1 п - 2п

А Составим вспомогательный степенной ряд £ х£  и обозначим его
п=1 п - 2

сумму через S (х ). Нужно найти S (1). Радиус сходимости этого ряда R = 2. 
Внутри интервала сходимости степенной ряд можно почленно дифференцировать

да
S  х х ) = £

хп Л
п - 2п

да хп—1
= £  2п=1 2

хда
= 1  £  ,2 £  г 2 У

1
2

1 1

1 —х  2 — х  
2

Проинтегрируем теперь обе части равенства S'(х) = ——  на отрезке [0; х]
2 — х

х  х

j  S ’ (t) dt = j dt 
2 — t

S(pc) — S(0) = — ln(2 — х) + ln 2 . Так как S  (0) = 0, то S(1) = — ln1 + ln2  = ln 2 . ▲

Дополнительные задачи

1. Найти область сходимости функционального ряда:

а) £
п=1
да

в) £

(—1) п+1( х 2 — 4 х + 6)п 
(п +1) - 3п 
п

I |п I |—п
да х + х 

б) £  11 ' 1
п=1 2

п=1 (п — ех )(п2 +1)
Ответ: а) х  е  [1; 3]; б) ряд расходится на всей числовой оси (х Ф 0 ) ;

в) областью допустимых значений х  является, х  Ф ln  п , в этой области ряд 
сходится.

2. Найти область сходимости степенного ряда:

а) £
2 п пх

п=0 V(1 + 4п) - 3п ’
(х — 3)п ln п + 3

б) ££п=0
(х + 4)п 
(п + 3)п

в) £  г
п=6 V п

Ответ: а) х е

п — 5 

2 ; 2
; б) х  е [ —5; — 3 ] ; в) х  е [2 ; 4].

n —1
77n =1

0 0

2

да
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да 1 13. Показать, что ряд £  ,----- сходится равномерно к — в
п= 0  у/(х  + п)(х + п + 1) х

интервале 0 < х < да.
V п+1да (—1)п4. Доказать равномерную сходимость ряда £  г— -== , х е (—да; + да).

п=1 V х2 + п2

5. Найти сумму ряда 1 - 2 + 2 - 3х + 3 - 4х2 +... + п (п +1) х п~1 + ....
9

Ответ: S (х) = —------т, х  е  (—1; 1).
(1 — х)

Занятия 5-6

Р я д ы  Т ей л о р а

Пример 1. Методом непосредственного разложения найти два первых 
отличных от нуля члена ряда Маклорена для функции y  = tg х .

А Имеем
f  (х) = tg х, f  (0) = 0; 

f ' (х) = cos 2 х, f  '(0) = 1; 
f "(х) = 2cos—3 х - sin х, f "(0) = 0; 

f  "(х) = 6cos—4 х - sin2 х + 2 cos—2 х, f  ""(0) = 2;

f  (х) = х + 2  х3 +... = х + 1  х3 +... . ▲
3! 3

Пример 2. Методом непосредственного разложения представить функцию

f  (х) = 1  в виде ряда Тейлора в окрестности точки х0 = —2.
эс

А Вычислим значения данной функции и ее производные в точке 
х0 = —2 :

Д х )  = х Л  f  (—2) = —1 ;

f  '(х ) = —1 ’х ^  f  ,(—2) = — ̂ г ; 

f "(х) = 1 - 2 - х f  "(—2) = —

Г "(х )  = —1 - 2 - 3 х - f ”(—2) =

f п) = (—1) пп! х"п—1 f  п)(—2 ) = п!
2п+1 *

18



Подставляя эти значения в ряд Тейлора, получим
1 _  1 1!( х + 2) 2!( х + 2)2 
х _  2 22 • 1! 232!

n!( х  + 2)n 
2n+1 n!

1 ^  (х + 2)n
2 ^^ r\nn=0 2

Для нахождения области сходимости ряда к функции f  (х) выполним 
следующие преобразования:

1
х

1 1 1

Функция может быть представлена сходящимся степенным рядом по сте- 

х + 2 < 1, т. е. х е  (-4; 0). ▲пеням x  + 2 , если
2

Пример 3. Используя метод неопределенных коэффициентов, найти три 
первых отличных от нуля члена ряда Маклорена для функции y  = tg х .

А Имеем

tg х = sm х 
cos х

3 5х . х
х  6 120 '

2 4

1 -  + ..
2 3 4 5= a 0+ a 1х + a 2х + я 3х + д 4х + ^ х  +....

2 24
Запишем тождество 

х3 , х5 (л х 2 х4 ,
х -  ̂  + 120 Ч 1 -  T  + —4 + ( a  + a x  + aix  2 + a x3 + ах 4 + a x5 + ...)

Перемножая ряды и приравнивая коэффициенты при одинаковых степе
нях получим систему линейных уравнений:

a0 = 0 ,
a  = 1,

a  -  a 0 = 0 ,

a, 1a ----1 = —
a3 2 6 ’ 

a  - 1  a + a 7 = 0 4 2 2 24
a. a, 1a — 3 +— — =

5 2 24 120 ’

из которой находим a0 = 0, a  = 1, a  = 0, a3 = 1 , a4 = 0, a  = 2 .
1 2

Имеет место разложение tg х = х + — х + — х  + .... ▲

Пример 4. Разложить в ряд Маклорена функцию f  (х) = ln (2 -  3х).

А Из равенства ln (2  -  3 х )  =  ln 2  +  ln (1  -  3  х  J  и формулы
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ln (1 + x) = X ( -1 )”
n

x ” (-1 < x < 1) следует, что 

3 1 (3  Y 2 1 ( 3Vln (2 — 3x) — ln2 —  x  —
v '  2 2 V 2 у

x  —  — x  —... — ln 2 — X  —
3 V 2 J ”—1 -

3
Ряд сходится к функции f  (х) в области -1 < - ^  x < 1, т. е. х е

1 ( 3Л
V 2 j

x

2 2
з ; з J. ▲

Пример 5. Разложить в ряд Тейлора функцию f  (x) — 1 по степеням

А Так как 1 1 1 1
3x + 4 3x + 6 — 2 

1

2 1—| ( x  + 2)

3x + 4

, то заменив в разложении

1 — x
— X  x” (x е (-1; 1))

n—°

х на 3 (x + 2) получим f  (x) — — °  X  ( 3  j (x  + 2)” . Оно справедливо, когда
2 2 n—° V 2 J

3( x + 2)
2 <1 • т. е. x е(—! ; - 1 j ▲

Пример 6. Разложить в ряд Маклорена функцию f  (x) — sin | 2x + —j .

А Найдем коэффициенты ряда Маклорена. Как известно,

(sin x)( k) — sin |  x + k  —j . Следовательно, |  sin |  2 x + —j ! °  — 2k sin ( 2 x + —+ k —
4. 4 2.

и

f (k) (°) — 2k sin |  (2k + 1).

/ — \ ^  ̂ 2k —
Отсюда получаем sin 2x + — I — X ^  sin—(2k +1) xk •

V 4 J k—° k! 4

Так как 2 - sin — (2k +1) x k 
k! 4

2k

<
2  k k x

k!
а ряд X

k—1

r\k k2 x
k!

сходится на всей

числовой оси, то и ряд 'X ^ -sin  — (2k +1) x k тоже сходится на всей числовой
k—° k! 4

оси. Выясним теперь, при каких х е  (—да; + да) построенный ряд Маклорена 
сходится к функции f  (х ). Запишем остаточный член формулы Тейлора в

форме Лагранжа: R  (x) —-------

2n+1 n+1x
(” + 1)!

2”+1 sin I 2 •Gx + —+ -  —+ —
4

Так как R  (x)| <

( -  + 1)!
да

а ряд X

2 2 j x-+1

n—1
2-+1 n+1x
( -  + 1)!

является сходящимся на

n—1
nда

да
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всей числовой оси, то отсюда следует, что lim R  (х)| = 0. Таким образом,
п ̂ д а

построенный ряд Маклорена сходится к f  (х) на промежутке х е  (—да; + да). ▲

Пример 7. Разложить функцию f  (х) = 1 2 в ряд Тейлора по степе-
(3 — х)

ням х — 1

А Разложим в ряд Тейлора функцию —1— . Из равенства
3 — х

1 1 1 1 1
3 — х 3 — ((х — 1) +1) 2 — (х — 1) 2 х —1

2
получаем

1 1
3 — х 2 

Имеем
!

= Ш  = 1
(3 — х)2 г 3 — х у 2

1 + ^ r L+ ~2 + ••• + ' ^v 2 22 2 у

^1 2 (х — 1) 3(х  — 1)2 п (х — 1)п 1 Л-  + ̂ —-+  v , + ...+  — ----- -— I
v 2 22 23 2п у

v п—1

4 п=1 2п—1 4 2п

У
х — 1Разложение справедливо в области -—-—- < 1, т. е. х е  (—1; 3). ▲

2хПример 8. Разложить в ряд Маклорена функцию f  (х) = ------ :----  до
1 I s ш. х

6члена, содержащего х .

А Функцию ---- 1—  необходимо разложить в ряд Маклорена до члена,
1 + sin х

4 2содержащего х 4 , и полученное выражение умножить на х 2 :
1

1 + sin х
1 2 *3 *4— sinх + sin х — sin х + sin х —... =

= 1 — хх  — + '  х3^ х  —
6 j  v 6 j  V 6

+ х4 + ... =
V 6 у

— 1 — х  +—-—+ х  — — х  — х  + х  +... — 1 — х  + х  —— х  + — х  +
6 3 6 3

х  _ . 2  3 , . . 4  5 _.5  , 2— х  — х  + х  —— х  + 2  х  +
1 + sin х 6 3

т е х  Ф
2
ПРазложение справедливо в области s in х < 1, т. е. х Ф — + к п . ▲

Пример 9. Вычислить VT7 с точностью до 0,01.
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А Преобразуем данный корень V I7  = л/16 + 1 = 2 ( 1 + 1  '1 . Полагая
V 16 )

биномиальном ряде

в

(1 + х)“ = 1 + а  х х 2 + а  ( а - 1 )( а -  2) хJ +... + 
1 2 !  3!
| а ( а - 1 ) ...( а - n + 1) ^n +

n!
1 1х = — , а  = —, получим 

16 4
1

4/77 = 2 1 + 1 4 = 2 1 +__ 1
16) ^ 4 16 4 • 8 162 1 4 • 8 12 163

1 3 1 3  • 7
V 16)  V

Вычислим несколько последовательных первых членов ряда: 
a  = 1, a  ~ 0,1562, a  ~ -0,00037. Согласно следствию теоремы Лейбница, ес
ли ограничиться суммой первых двух слагаемых, то ошибка искомого прибли
женного значения корня не будет превосходить 2 • (0,00037) < 0,01.

Следовательно, V17 « 2 (l + 0,01562)« 2,03. ▲
Пример 10. Вычислить Ve с точностью до 0,001.

х 1А В разложении функции e полагаем х = —:
1 1

е4 = 1 + 1  + 1 1 1 +....
4 42 • 2! 43 • 3! 44 • 4!

Если взять четыре члена этого ряда (п = 3), то ошибка вычислений не 
будет превышать 0,001. Действительно,

1 + 1 + 1
44 • 4! 45 • 5! 46 • 6!

+... < 1 + 1 + 1
44 • 4! 46 • 4! 48 • 4! +... = 1 1

44 • 4! 1 1
16

< 0,001.

Подсчитав сумму четырех выписанных членов ряда, получим Ve ~ 1,284. ▲ 

Пример 11. Вычислить lim 1 -  ̂ 1 + х •cosхх̂ -0

А Так как tg4х~ х4, х ^  0, то

1 -
1

1 -(1  + х2)2 • cosх 
lim — 1------ г----------= lim-

tg х

L ^ 2 ( - 1 )
2

х  +... . . )

х̂ -0 tg х х̂ -0

= limх̂ 0

1 -  1 + 1  х2 - 1  х4 +
2 8

х

1 - 1  х2 + 1 - 4
2 1  х 4 + А24 )

1
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4x̂ ° x
= - ^  + 1 - 1  = -1  + 6 + 3 _  1 A 

24 4 8 24 3 '
1/4

Пример 12. Вычислить с точностью до 0,001 J sin х2йх •
0

А Пользуясь рядом Маклорена для sin х и заменяя в нем х на x 2, имеем
6 10 14 4n+2• 2 2 х  , х  х  , / -i\n х  ,

sin х = х - - 3! + + ••• (-1) ( 2ПТТ)! + ••• •

Почленно интегрируя и подставляя пределы интегрирования, получим
2 x6 , x10 x14 , , / 1Ч- x41/4 1/4 /  6 1° 14 4 n+2 Л

J sin x! d x —J (  x! -  3 + n -  n + -  + (—1)- (2” + ) i + ."j
1/4

1 1 , 1

dx —

(  3 7 11 лx x x
3 3! 7 5!* 11 ) 43 • 3 3!7• 47 411 • 5!11 

Остаток этого ряда оценивается первым отбрасываемым членом. Так как
1 Ч4 . 9 1

---------- < 0,001, то J s inх  dх ~ 0,005. ▲
3Ь 7 • 47 J 192

1/2 1
а х Пример 13 • Вычислить с точностью до 0,001 J

V1 + x 4

А Полагая в биномиальном ряде t — x4, а  — - 1 ,  получим

Этот ряд сходится в области х < 1. Интегрируя в пределах от 0 до 1

находим

J л/1 + x4 V 2 5 2 • 4 • 9+ x
Этот ряд удовлетворяет всем условиям теоремы Лейбница. Его остаток

1 • 3оценивается первым отбрасываемым членом. Очевидно, < °,°°1 •
2 • 4 • 9 • 2

1/2
Следовательно, J . d  ~ ——- — -  °,497 . ▲

W1 + x ‘ 2 2 • 5 • 25 ’
Пример 14. Найти пять первых членов разложения в ряд Маклорена 

решения дифференциального уравнения у" — у "  + xy , у (°) — 4, У (°) — -2•
А Из данного уравнения находим У'(0) — 4 + 0 — 4. Дважды дифферен

цируем исходное уравнение:

°
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y  "" = 2 y " - y " + y  + ху ", y "" (0) = —16 + 4 = —12; 
y ^  = 2 y  " 2 + 2 y  y "" + 2 y  " + ху ", y /V (0) = 76.
Подставляя полученные значения производных в ряд Маклорена, получаем 

у  (х) = 4 — 2х + 2 х2 — 2х3 + 1 9  х4 + ... . ▲

Дополнительные задачи

1. Найти первые три отличных от нуля члена ряда Маклорена для функций:

а) f W  = c k ; б) Л *  = eS" х.

Ответ: а) 1 + 1  х2 + х4; б) 1 + х + 1  х2.

2. Разложить в ряд Тейлора функцию f  (х ), если:
а) f  (х) = (х + 5) e2х, х0 = 0; б) f  (х) = ln (2х — х2 + 3), х0 = 2.

да Г\  п—1

Ответ: а) f  (х) = £  —-  (п +10) х п, х е R ;"Vп=0 п
/ /  1\п—1 \

б) f  (х) = ln3 + £
п=1

3. Вычислить lim

(—1)п—1 Л  (х — 2)— 1
v 3п j  п 
2 + cosх 3

1 < х < 3.

. 3 4 *
х^ 0 V х sin х х j

Ответ: .

4. Вычислить V90, а  = 0,001.
Ответ: 3,079.

0, 5 --------------

5. Вычислить j V1 + х3 dх, а  = 0,001.
0

Ответ: 0,508.
6. Методом последовательного дифференцирования найти первые k 

членов разложения в степенной ряд решения дифференциального уравнения:
а) у " = х2 + у 2, у (—1) = 2, у  (—1) = 0,5 , к  = 4;

б) У = 1 —х— +1, У (0) = 1, к  = 5.

Ответ: а) у  = 2 + 1  (х +1) + 5  (х + 1)2 +15 (х + 1)4 +... ;

б) у  = 1 + 2 х — х2 + 4  х3 —17 х4... .
3 9

п
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Занятие 7

К о н т р о л ь н а я  рабо та  

Вариант 1

от |
1. Найти область сходимости функционального ряда Е

n=1 (кШ + 4 n + 1) 3 х+'

Ответ: х > 1 .
6

2. Найти область сходимости функционального ряда
у  n2 + 3 1
n=1 n (3х2 +10х + 9)n .

Ответ: х е (-от; -  2) и  ̂ -  4; + <ОТ|.

о „  - « V  (-1 )  n+'(х + 4 )n3. Найти область сходимости степенного ряда Е
n=1 V2n + 3 • 3n ■

Ответ: х е (-7; -1 ].
4. Разложить функцию f  (х) = 2х3 -  3х2 + 5х +1 в ряд Тейлора по степе

ням х +1.
Ответ: f  (х) = -9  +17 (х +1) -  9 (х + 1)2 + 2 (х + 1)3.
5. Найти методом непосредственного разложения первые три отличные от 

нуля члена ряда Маклорена для функции f  (х) = ех • sin х .

Ответ: f  (х) = х + х2 + 1  х3 +....

6. Функцию f  (х) = —2— 5х + 7 разложить в ряд Тейлора по степеням
х 9 х + 20

(х -  3). Указать область сходимости ряда.

Ответ: f  (х) = 1  + Е  [ 3 -  )  (х -  3)", х е (2; 4 ) .

7. Вычислить 3/8,36 с точностью до 0,01.
Ответ: 2,03.

8. Вычислить lim 1 + х cos х -^^/Г +—X .
х̂ 0 ln(1 + х) -  х

Ответ: -1 .
0,5 I-------9. Вычислить Jv  1 + х2 fa  с точностью до 0,001.
0

Ответ: 0,521.
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10. Методом последовательного дифференцирования найти первые 4 чле
на разложения в степенной ряд решения дифференциального уравнения

y ' = у 2 + х % y (0) = I .

1 1  1 2 1 3Ответ: y  = —+ — х  + - х  + — х  + ....
* 2 4 8 16

Вариант 2

1. Найти область сходимости функционального ряда £  + 4п  + 2)5 х+2
п=1

Ответ: х < — 11.

2. Найти область сходимости функционального ряда £  п 1
п=1 п2 + 2 (3х2 + 4х + 2)п

Ответ: х е (—да; — 1) и  , — 1; + д а |.

да 2п (х + 3)п3. Найти область сходимости степенного ряда £
п=1 У3п + 2 

Ответ: — 3,5 < х < —2,5.

4. Разложить функцию f  (х) = 1 + 3х + 5х2 — 2х3 в ряд Тейлора по степе
ням х + 1.

Ответ: f  (х) = 5 —13 (х +1) + 11(х + 1)2 — 2(х + 1)3.

5. Найти методом непосредственного разложения первые два отличные от
нуля члена ряда Маклорена для функции f  (х) = ecos х.

( г 2 Л Ответ: f (х) = e 1 — — +... .
V 2 j  

х  2 — 2 х  — 36. Функцию f  (х) = —— ------- разложить в ряд Тейлора по степеням
х + 2 х — 3

(х +1). Указать область сходимости ряда.

Ответ: f  (х) = £  (1 ^ L 1)) (х + 1)п, х е  (—3; 1).п=1 2
7. Вычислить ^80  с точностью до 0,01.
Ответ: 4,31.

8. Вычислить lim cosх ^  х_
х̂ 0 sin х — х 

Ответ: 0 .
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0,5 I----- т9. Вычислить J V1 + х dх с точностью до 0,001 •
0

Ответ: 0,508 •
10. Методом последовательного дифференцирования найти первые 4 чле

на разложения в степенной ряд решения дифференциального уравнения 
y ' — х + y 2, у  (0) — 1

Ответ: у  — 1 + x + 3  x2 + 4  x3 +
^ 2 3

Занятия 8-10

Р я д ы  Ф урье

Пример L  Функцию f  (x) — sin4 x  разложить в ряд Фурье.
А Использовав известные формулы тригонометрии, получим

4sin x — 1  (1 -  2cos2 x + cos2 2 x) — 1  V1 -  2 cos 2 x + 1 + cos4 x
2

3 1 1- -  — cos2x + -  cos4x. ▲ 
8 2 8

°; —Пример 2. Доказать ортогональность системы функций на отрезке

sinх, sin3х, •••, s in  (2n + 1 )х, „••
А Для n Ф m, n — °,1 , 2, .„, m  — °, 1, 2,

[/2 -1 — /2
J sin (2 -  +1) sin (2m +1) dx — °  J (cos2(n  -  m) x -  cos2 (n + m +1) x) dx —
° 2 °

1 sin2 ( -  -  m) x
2 2 ( -  -  m)

— /2
1 sin2 ( -  + m +1) x
2 2 ( -  + m +1)

—/2
°. ▲

Пример 3. Разложить в ряд Фурье периодическую функцию

/ ( х )  — j 0 , „  -  — <  х <  0 , T  — 2 —
[х +  2 , 0  <  х <  —,

А Так как данная функция кусочно-монотонная и ограниченная, то она 
разлагается в ряд Фурье. Находим коэффициенты ряда:

 ̂ — j °  ̂ — и = x + 2, dv = cos-xdx
an = 1  J f  (x)cos - xdx = 1  J ° dx + 1 J (x + 2)cos -xdx =

— — du = dx,

x  + 2 
-

sin -x - 1 J sin -xdx j — - ^ c o s  nx 
-  °  ) -  —

1
2” —

(1 -  cos ”—) —

2

° °

- —

— —

° °
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- 1  
n2 n (1 -  ( - 1)n) =

0 при n = 2k  
-  2

(2k - 1)2 n

1 (  х2

n = 2k - 1, n Ф 0 .

a 0 = 1 J (х + 2) йх  = 1  ( —  + 2х
л

n
n + 4 

2 !

bn = 1  J (х + 2) sin пхйх = 
n 0

n v  2
u = х + 2, dv = sin пхйх

du = dx, v = -  -—cos пх
n

х + 2 
n

cos пх
1 ( 2  n + 2 / 1V V  1 • ------------ (—1) I+— 2 sin пх

V n n )  n

= 1  ( (1 -  (-1 )n •2  - -  (-1 )n 1 = 
nv n n )

n + 4
n (2k - 1)

1

при n = 2k - 1,

-  —  при n = 2k . 
2k

xv ч n + 4 2 ^ c o s (2 k -1 )х n + 4 ^ s in  (2k-  1)х ^ sin2Ax
f ( х) = 4 - n Е  2 k - 1 + —  Е — w - 1------ ■

Г рафик суммы ряда изображен на рис. 1.

Г рафик функции f  (х) отличается от графика суммы ряда только тем, что 
в точках х = nk функция f  (х) не определена. ▲

Пример 4. Разложить в ряд Фурье периодическую функцию f  (х) = х2 
при -  n < х < n ; f  (х) = f (х + 2n). Пользуясь полученным разложением, найти 
сумму ряда:

а) 1 -  -̂ 2 + ^2 -  ^2 + . . .;б ) 1 + ^2 + ^2 + ^2 + ...

А Вычисляем коэффициенты ряда. Так как данная функция является 
четной, то bn = 0 ,

nn

0

n n

0
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a = — j х2 cos nхdх  = — 4  j х sin nхdх  = —4 (х cos пх) 
n п 1 п п j пп 7

4 / I V  4= —  cosпп = (—1) — , n Ф 0;
n n

4
пп2 0

п

Jco snхdх

r\ 2 r 27 2 3при n = 0 a  = _  I х  ах = —  х  
,тт 3пп

= 2  п2. По найденным коэффициентам

1 да (—1)”
записываем искомое разложение: f  (х) = 1  п 2 + 4 £ - — cos п х .3 п =1 п 2

Это разложение данной периодической и всюду непрерывной функции 
справедливо при любом значении х , т. е. полученный ряд Фурье сходится к 
данной функции на всей числовой оси. Графики данной функции и суммы ее 
ряда полностью совпадают (рис. 2).

Рис. 2

Полагая в полученном разложении х = 0, найдем

1 — ^ 2 + 1  — 4  +... + (—1) п—1~ 2 +... = п2 32 42 v '  п 1222 32 42
и, полагая х  =  п , найдем

22 32 п 6
▲

Пример 5. Разложить в ряд Фурье функцию у  = х2, заданную на интерва
ле (0; 2п). Изобразить график функции и график суммы ряда.

А Функция f  (х) не принадлежит к классу четных или нечетных функ
ций. Находим коэффициенты ряда Фурье:

8п2.12 п - 1 31 Г 2 7 1 х = — I х dх = -------
^  J п 3п 3

п п

a = -  f х2 cos ж<0х = ------f х sin пхОх = — г- (х • cos пх)п п I0 пп I0 пп 2

2п 2 2г , 4 I cos пхйх = — ;
пп п

п

0

п

00

2

2

0

00
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b = — f x2 sin nx = — —(x2 cos nx) 
n n j nn

—n —— n

н----- f x cos nxdx =
0 nn 0

4n — —L  • 4n
n nn 0 

Поэтому для 0 < x < —n
_— 4n—, cos nx

J sin nxdx =

x 4 n £

n

sin nx
3 n=i n n=i n

Графики функции y  = f  (x) и суммы ряда изображены на рис. 3 и 4
соответственно.

Y “
___________4я2

Рис. 4 ▲

Пример 6. Разложить в ряд Фурье функцию f  (x) = sin ax в интервале 
(-n ; n) (а -  не целое).

А Осуществив периодическое продолжение функции f  (x) на всю число
вую ось, получим новую функцию f  (x ) , удовлетворяющую всем условиям 
теоремы Дирихле. Найдем коэффициенты ряда Фурье для функции f  (x ) .

В силу нечетности функции f  (x) коэффициент an = 0;
n n

bn = — j  sin ax sin nxdx = — J (cos(a -  n) x  -  cos(a н n) x) dx = 
n 0  n 0

— — sin(a -  n) x —

—
n

n V a  -  n a  н n
n n

sin(a н n) x

( - 1)n sin an  ( - 1)” sin an | — ( - 1)"n •v y  -  '  _ v y  sin an.
— — n a  -  na  -  n a  н n

В интервале (-n; n) функции f  (x) и f  (x )  совпадают. Таким образом, 
— sin anимеем: sin ax

n
X s  1V n sin nx /II  ч i
5 ( - 1) a —- n — (lx  < n ) . ▲

Пример 7. Разложить в ряд Фурье функцию f  (x) = x в интервале (1; 5).
А Продолжим эту функцию периодически (Т = 4 = —l) на всю числовую 

ось. Полученная функция разложима в сходящийся ряд Фурье на промежутке 
(-да; н да). Имеем

n

0
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af
л 5 2

= — I хdх  = х-  
2 1 4

25 1 * 
= T  — 4 = 6;

a = 1 г ппх r 1 | 2 • ппх — I х c o s——ах = — I х -----s in ——
2 1 2 2 1 пп 2

2 2
2 ^  ̂ ппхх ---- cos

пп

r\ 5
— _ !. I sin  ’-Щ -Дх  

пп  i 2 у

2 г ппх гч-----1 cos—z— ах =

4 • пп —  sin
пп
4

2

пп
2

cos 
пп 2

5 5
(Очевидно, что I sin -ппхах = I cos ”Пх ах = 0).

2
Таким образом,

т , 4  .да 1 . пп ппх 4 да 1 пп • ппхх = 3 + — £  — sin— cos —--------£  — cos — sin——
п П= n 2 2 п П= n 2 2

4 1 • f= 3 + -  £  1  • sin I n r  (1 — х) , х g (1; 5).
п n=1 n у 2 у

Графики функции и ряда Фурье изображены на рис. 5 и 6 соответственно.

Пример 8. Разложить в ряд Фурье функцию y  = | sin х | . Используя полу
да J

ченное разложение, найти сумму ряда £  ~̂ —2— - .

А Очевидно, | sin х | есть четная функция с периодом п . Так как 2l = п , то 
ряд Фурье имеет вид

sin х a°  + £  ап cos2nх , где a0 = 4  I s in хДх = 4 (— cosх)
п / 2

n = 1

4 
П  0

4
п

п / 2
4
п

4 n/f2 • 0 г 2 nf2 • /0 п  j  , 2 Пг ^ ^ п , 2 cos(2n — 1) х a  = — I sinхcos2nхdх = — Isin(2n — 1) хах+ —Isin(2n + 1) ах = —
П 0 П 0 П 0 П 2” — 1

n /2

2 cos (2n + 1) х 
n 2” +1

n/2

2
n

/
2n — 1 2n +1

4 1
у n 4n — 1

5

5

1
5

n

да

0

0

0
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Следовательно,
I • I 2 4 co s2 n xIsin х| = --------— г

n  п=1 4п - 1n
Отсюда при х = 0 получаем

или

Е

n  n  n=1 4n  - 1

Отметим, что если положить T  = 2 n , то мы получим тот же результат. ▲

Пример 9. Функция f  (х) задана на полупериоде
1 при 0 < х < 0,5,
1 при 0,5 < х < 1.f  (х) =

Представить ее рядом Фурье.
А Функция может быть разложена в ряд Фурье бесчисленным количе

ством способов. Рассмотрим два наиболее важных варианта разложения.
1) Доопределим функцию f  (х) на интервале (-1; 0) четным образом 

(рис. 7).
Y 

1

1
о-

-0,5 0 
— о -1 ■

+
0,5

о-
1 X 

-о

Рис. 7

Найдем коэффициенты ряда Фурье.
Имеем bn = 0;

2  1 0 5  1 2
a  = 2  J f  (х) йх  =2 J 1 • cos ппхйх + 2 J ( - 1) • cos ппхйх =— sin ппх

1 0 0 0 5  nn
2_

nn
sin ппх

0, 5

/ 0 , 5  1 \  /  ч

2  I J  й х  - J  й х  1 =  2  ( х |0 , 5  -  х | 0 , 5 ) =  0  .

0 , 5

— sin , п Ф 0; 
nn 2

an
0 , 5  )

Следовательно, искомое разложение данной функции в неполный ряд 
Фурье, содержащий только косинусы, таково:

1

n

0, 5

0

0
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гг \ 4 ^  1 • nn 4 ( cos пх cos3nx , cos5nxf  (х) = - Е “  sin—  • cos ппх = - I  — ------------—  + — -—
п п=1 п 2 п V 1 3 5

_ 4 i\k-1 cos(2k - 1) пх 
= ^ Е (-1) -----wj— j----- •n k=1 2k -1

Для разложения данной функции в ряд Фурье, содержащей только сину
сы, доопределим ее на интервале ( - 1; 0) нечетным образом (рис. 8).

Найдем коэффициенты ряда Фурье. 
Имеем a  = 0, п = 0, 1, 2 ,...;

0 , 5  1 ^

Ь  = 2 J sin nnxdx  -  2 J sin nnxdx  = ------cos ппх
0, 5

2

0, 5 2+----- cos ппх
0 Пп 0,5

cos пп -  2cos Пп +1
пп V 2 )

Искомое разложение данной функции в неполный ряд Фурье, содержа
щий только синусы, таково:

2 чОТ 1 ( ____   ̂___пп , Л • 4 ( sin2nx , sin6nx , sin 10 пх
f  (х) = 2  Е 1  ( cos п п - 2 cos —  + 1 1 sin п п х  = —

п п=1 п 2 n V 1
+

3
+

5
+

_ 4  sin(2 • (2k -1 )  пх) 
п Е  2k -1  .

Пример 10. Записать разложение функции f  (х) = х в интервале (-п; п) в 
ряд Фурье в комплексной форме. Преобразовать полученный ряд в действи
тельный ряд Фурье.

А Вычислим коэффициенты

1 пc = —  J хе -nxdx =
n 2n-Jn

х = u, dv = е inxdx

du = dx, v = —1  е 
in

2n
x  - in x— е

in
1 г+ — f е -nxdx 
in - п

= -1  \ —n е inn -  — е™1 + \ (е inn - е™1)] = —1  (cosп п - i sin nn + cosnn + i sin nn) = 
2n V in in n2У 4  2in v 7

_ _ t 11L : A - t 11L l L  П ф 0. При n = 0 c0 = 1 J xdx = 0.
2 in П 2n

1

-n

n
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да (—1)niПолучаем разложение x = Y —  , n ф 0, - n < x < n .
и=-да n

Чтобы записать действительный ряд Фурье, воспользуемся тем, что
a 0 ____________ L  Т_____________________ _____ a 0 _ Л  ^  _ А  L _ — (  - )

2+1
= c0, an = Re 2cn, bn = -  Im 2cn. Следовательно, - f  = 0, a = 0, b .

2 — n
да (- 1)n+1

Действительный ряд Фурье имеет вид x = —Y sin nx, n < x < n . ▲
n=1 n

—xПример 11. Разложить в комплексный ряд Фурье функцию f  (x) = e 
заданную в интервале (-n; n ). Записать действительный ряд Фурье.

А Вычисляем коэффициент cn:
1 Г - x  - inx  7 1 Г - П н /п ) x 7 1 1  -  (1нт= I e e dx = —— I e dx = ^ ~ ------e

—n Jr  —n Jr  —n 1 н in
1 /  - г  (1н/'п) г  Пн/п) \  1 / г  inn - г  - r i n  \!— — [e ) -  e J = —— — — [e ■ e -  e ■ e J =

—n(1 н in) —n(1 н in)

= I e±ir n = (- 1)4 = (-1 )n (e  -  e л) = (-1 )n (e  -  e л)(1 -  in )

—n (1 н in) —n (1 н n2)
^  -  » (- 1)n 

Получаем разложение e x = —------ Y t— — einx, -  n < x < n .
—Г n=-o>1 н in

Так как
aa e71 -  e 71 „  „ ( - 1)n (e71 -  e 71) b T „ ( - 1)n (e71 -  e 71) n-0  = c = —------, a = Re—с = -—^ -----r-—-, b = -  Im —с = -—^ -----94 .
— 0 —Г n n г(1 н n2) n n Г(1 н n2)

то e
Л -Г-x e -  e

71
-  n < x < n . ▲

С ам о сто ятел ь н ая  работа  

Вариант 1

1 ч fl при 0 < x < l,
1. Функцию f  (x) = |q  и  ̂< x  < ^  заданную в интервале (0; n ), разло

жить по косинусам. Начертить график функции и график ряда Фурье.

Ответ: — Г1  н YY co sn x l.
г  v — n=1 n J

2. Функцию f  (x) = x (0 < x < 2) разложить в неполные ряды Фурье: а) по 
синусам; б) по косинусам. Начертить график функции и графики рядов Фурье.

• n n x  (—n -1 )  nxл да sin—  да cos^------------
Ответ: а) — Y (-1 )пн1------— ; б) 1 — ^Y  —

Г n=1 n Г n=1 (—n - 1)
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3. Разложить в ряд Фурье f  (х) =
3, — 3 < х  < 0,

х = 0,3 
2 ,
х, 0 < х < 3.

(I = 3)

Ответ:
(2п — 1) пх

3 6 да c o s ------
f  (х) = I  — 2 £  — п -----—4 п п=1 (2п — 1)

. (2п — 1) пх . 2k пх
О да s m ~------- 3 да sin^ ^
— £ ---------- 3--------+3  £ ------- —п п=1 2п — 1 п к=1 2k

Вариант 2

И при 0 < х < 2,
1. Функцию f  (х) = < Л _ заданную в интервале (0; п), раз-

[0 при 2 < х < п,
ложить по синусам. Начертить график функции и график ряда Фурье.

„  2 да 1 — cos2n •Ответ: — £  ------------ sin п х .
П п=1 п

2. Функцию f  (х) = х (0 < х < 3) разложить в неполные ряды Фурье: а) по 
синусам; б) по косинусам. Начертить график функции и графики рядов Фурье.

ппх
6Ответ: а) — £  (—1)
П п=1

sin ^
п+1 3

cos (2п — 1) хп 
3

п "; ) 2 П2 £  (2п — 1)

3. Разложить в ряд Фурье f  (х) =

-1 , — 2 < х < 0,

х , 0 < х < 2.
2

. (2п — 1) пх
* sm ------—-—  , •, 3  да 2 1 v 1 sin ппх

+ “ £ — — i--------“ £ '

1  , х = 0, (21 = 4),

Ответ: 1 2
А 2 £

(2п — 1) пх
cos------^ —

2
4 п 2 п=1 (2n — 1)2 п п=1 2п — 1 п п=1 2п

Дополнительные задачи

1. Функция f  (х) =
f1 , 3п < х < 4п, 
13, 4п < х < 5п

задана в интервале (3п; 5п). Разло-

жить эту функцию в ряд Фурье.

Ответ: 2 + 4 £  sin (2”  —1)х.
п п=1 2п — 1

2. Разложить по синусам на отрезке [0; п] функцию f  (х) = cos 2х

Ответ: — —
П

sin х 3sin3х 5sin5х+ +
у 22 — 1 22 — 32 22 — 52

+...

<

да
2

<
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3. Разложить в ряд Фурье функцию f  (х) =
5 — х  , — п <  х  < 0,

0, 0 < х < п.
^  гг \ п + 10 2 ^  cos(2k -1 )х п + 10 ^  sin (2k -  1)х a  sin2kx 
Ответ: f(x ) = — --------- Е ^ — ------------- Е — h — г ^  + Е '

4 п k=1 (2k - 1)2 п k=1 2k -1 k=1 2k

4. Разложить в ряд Фурье функцию f  (х) =
1 , 0 < х < 3  

2
3

-1 , — < х  < 3. 
2

А
Ответ: f  (х) = 4  Е  (-1 )П

п п =0

(2п + 1)пхcos------^ —

2п +1
5. Разложить в ряд Фурье периодическую с периодом T  = 2 функцию, 

определенную на всей числовой оси и заданную на отрезке [-1; 1] равенством
1, - 1  < х < 0,

f  (х) = < 0,5 при х = 0,
х, 0 < х < 1.

~  ч 3 2 ^  cos(2n -  1)пх 1 ^  sin  ппх Ответ: f  (х) = т  -  —  Е  ---------Е '
П=1 (2n - 1)2 п П=1 n

Занятие 11

И н те гр а л  Ф урье

f  (х)

Пример 1. Представить интегралом Фурье функцию
% х е  [0; 1],
0, х е  (-от; 0) и  (1; + от).

А Очевидно, что функция удовлетворяет условиям представимости 
интегралом Фурье. Запишем интеграл Фурье в виде

от
f  (х ) = J ( ̂ ( o ) c o s  юxd^ + B  (o )s in  o x ) d b ,

где
1 от 1 от

A  (ю) = — J f  (t)cos ®t, B  (ю) = — J f  (t)sin © td t.

Находим
1 7 1 г 1A  (ю) = — J f  ( t)c o sюtdt = — J cos wtdt = —  sin юt
n n юп

1 от 1 1 1 B  (ю) = — J f  (t)sin юtdt = — J sin юtdt = ------cos юг
n n юп

_ sin ю . 
юп ;

1 -  cos ю 
юп

0

-от —от

1

0 0— от

0 0— от
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Интеграл Фурье для данной функции имеет вид
1 да 1f  (х) = — I — (sin w cos юх + (1 — cos w) sin шх) dw .

В точках разрыва х = 0 и х = 1 интеграл сходится к числу 1 . ▲

f  (х) =

Пример 2. Представить интегралом Фурье функцию
sin х при 0 < х < п,
0 при х > п.

А На промежутке (—да; 0) функцию f  (х) можно доопределить различны
ми способами. Ограничимся двумя частными случаями. Доопределим функцию 
f  (х) четным образом (рис. 9).

Найдем
Гу~ П 1 П

F  (ю) = J  -  I sin t cos wtdt = - =  I (sin(1 + w) t + sin (1 — w) t) dt
* n 0 л/ 2n 0

cos(1 + w) t cos(1 — w) t
1 + w 1 — w 0 л/2л

+ w) t +

2 cos(1 + w) n cos(1 — w) n
у 1 — w'2 1 + w 1—w у

2 1 + cos wn /— 1 + cos wn
V nV2n 1 — w2 1 — w

Если функцию f  (х) доопределить нечетным образом (рис. 10), то

Fs (w) = J 2  I s in  t s in  w td t =tJ2  •s2 s in  w n
— w

П
1 1
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или

Тогда 

f  (x) = 

f  (x) =

\— да Fc (w) cos wxdw = — 1 н cos ̂ n cos wxdw (x > 0)
n 0 n 0 1 — w

\— да Fs (w) sin wxdw = — да sin wrr sin wxdw (x > 0). ▲
n 0 n 0 1 -  W

Пример 3. Представить интегралом Фурье функцию
1 -  |x| при |x| < 1,
0 при |x| > 1.

А Функция четная (рис. 11), поэтому

f  (x) =

гу да О 1
B  (w) = 0, A  (w) = — f f  (t) c o sw td t = — f (1 - t) cosw td t =

n 0 Г J0
1 - 1 = u, du = - d t

cos wtdt = dv, v = 1  sin wt 
w

—
71

1 -  t • ,-----sin wt
w

— 1  
Г w—

cos wt — 4sin
(1 -  cos w)

rw  ■

— w
— = 1  

71

sin

\

J
V

w
V — J

1 даТогда f  (x) = -  f 
71 n

sin w
2

w
v 2 у

то интеграл Фурье при всех x совпадает с f (x) . ▲
f1 п р и  Ixl <  1, 

Пример 4. Функцию f  (x )  =  <
[0 п р и  |x| >  1

Фурье в комплексной форме.
1

cos w xdw . Так как функция f (x) непрерывна,

представить интегралом

А Имеем f  (x) = —  J F (i w) emwxd w , где F (iw) = J f  (t) e iwtd t .

0

0

2

д а

- д а д а
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Функция F (/ю) называется прямым преобразованием Фурье, а функция 
f  (х) -  обратным преобразованием Фурье.

Найдем

F (1ю) = f е-im,dt = -  —  е~ш = — (е—ю -  егю) = 
—1 гю ч гю 4 7

2sin ю
ю

ч 1 от 2 sin ю гюх г 1 от sin ю
f  (х) = J м е d™ = ^ J ~ r :2n J ю п J ю—от —от

гюх 7е аю.

1 от 1 п.В полученном равенстве положим х = 0. Получим 1  Jsin ю d® = 1 или
п —от ю

от • тг sinxdx _  n ^
о х 2 .

Пример 5. Найти косинус- и синус-преобразования Фурье для функции 
f  (х) = е х (х > 0).

А Продолжим функцию f  (х) на отрицательную полуось четным образом.
(2  от /2 от -/Найдем Fc(ю) = J — J f  (t) co sю, dt = J— J е c o sю, d t . Как известно,

J е” cos bxdx = ей a cosbx + b sin bx
a2 + b2

Fc ( » ) = ! е ■

+ c . Следовательно,

cos ю, + ю sin ю, 
1 + ю2

1
n 1 + ю2

Продолжим функцию f  (х) (х > 0) на отрицательную полуось нечетным 
образом.

Найдем FS (ю) = J  — J f  (t) sin ю, dt = J  — J е— sin ю, dt.
n n

^  t ах ■ и л  ax a  sin Ьх -  b cos Ьх ,Так как J е sin Ьх dx = е --------- —̂ —---------+ с , то
а 2 + Ь2 

a sin ю, -  ю cos ю, 
1 + ю2

ю
п 1 + ю2

Применив обратные преобразования Фурье, получим
2 от
— f c
п J 1
2 cosю х  dю = е - (х > 0), 2  dю = е - ( х  > 0).

п 0 10 1 + ю
Отсюда найдем интегралы Лапласа:

по от *cos юх , . i ^ s in  юх

+ ю

J d »  = n (х > 0); I ю  2 .... „ 
|1  + ю2 2 '  '  i 1 + ю2 2

0 0

от

0

0 0

от

0
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Дополнительные задачи

ч f1 п р и  — <  x  <  6 ,
1. Функцию f  (x )  =  ^ ̂  <  2  > 6  представить интегралом

Фурье.
г \  да • г \

Ответ: f  (x) = — J sin w cos w (x -  4) dw .
Г 0

2. Функцию f  (x) = 

Фурье.

c o s x  при x  e  [ - n; n],
— представить интегралом

0 при x  < - n  и x  > n

л да
Ответ: f  (x) = -  J cosnw  cos w x d w . 

n 0 1- 4w

3. Найти преобразование Фурье для функции

f (  4 _ J  x ■ e x, если x e  [0; нда], 
x [0, если x e  (-да; 0).

Ответ: F  (iw) = 1
(1 н iw)— •

Занятие 12

П о сл ед о вател ьн ости  к о м п л ек сн ы х  чисел . К р и в ы е  и области  
н а  ко м п л ек сн о й  п лоскости

4 н 5iПример 1. Вычислить - —— .

Л тт 4 н 5i (4 н 5i)(3 н 4i) -  8 н 31i 8 , 31 . .
А Находим з -  4/ (з -  4/)(з + 4/) 25 25 + 25 i . ▲

Пример 2. Вычислить по формуле Муавра w  = (1 -  /Ч/З)60.

А Применяем формулу Муавра:
z n = |z|n (cos n ф н i sin n ф), 

где ф -  одно из значений Arg z .
Запишем число z в тригонометрической форме:

cos
3

z = 1 -  i V2 = 2
V v 3 J v 3 JJ

Применяя формулу Муавра, получим

n
3
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(1 — гЧ/3)60 = 260(cos (—20n) + i sin  (—20n) = 260. ▲

Пример 3. Вычислить 4  — 1 + i .
А Корень n -й степени из комплексного числа z  имеет п значений, кото

рые находятся по формуле

”J z  = n”J\z\
Ф + 2кп . ф + 2кп 

co s—---------- + i s in 1 ---------
Л

к  = 0, 1,.. .,  п  — 1.
уп п

Представим комплексное число z  = — 1 + i в тригонометрической форме:
3п , • • 3 п Лz cos

г

Следовательно, 4  — 1 + i = 4 2

+ i sin 

3n
у 4 4 у

cos 4
+ 2 пк

4
+ i sin

3 n  + 2пк 
_4______

4
у

Полагая к = 0,1,2,3, найдем четыре значения корня:

к  = 0, W0 = 4 2
г

к  = 1, W1 = 4 2  

к  = 2 , W2 = 4 2

к  = 3, w3 = 4 2

3п • 3пл cos —  + 1 sin —  
16 16 у

cos

г
cos

cos
у

11п
16
19 п
1в~
27 п 
16

11п
16

+ I sin

19 n
у

27 п ' 
16

▲
у

Пример 4. Используя показательную форму комплексных чисел, 
вычислить (1+ /ч/3)Ч1+ /)2.

А (1 + iV 3)3 (1 + i) 2 = f 2е = | f 4 2 e
у

= 23 eni • 2e 2 = 16e 2 =

= 16 f cos3  n + i sin3  n |  = —16 i. ▲
у 2 2 )

Пример 5. Исследовать на ограниченность последовательности
z  = in, w  = (1 + i)”.n “ n V /

А Так как Izl = \in\ = 1, то для любого п g Ж выполняется, например,

z < 2 . По определению последовательность zw -  ограниченная. Для последо

вательности Wn находим \wn \ = (|1 + i|)” = (4 2 )п. Очевидно, что для любого 

ц > 0 найдется N , что для любого п  > N  ( 4 2 ) ” > Ц . Следовательно, после

довательность wn = (1 + i)n является не только неограниченной, но и беско
нечно большой.

2 3
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n н 3mПрименяя определение, можно доказать, что lim ------ — = 1 н 3 i.

Составляем последовательность

а  = zn n
A = n н 3ni -  (1 + 3i) = n i n

n н 1 

1 -  3ni -  3i -1  -  3i
n н 1 n н 1 n н 1

Докажем, что а п -  бесконечно малая последовательность.

- 1 -  3i\ л/10 . так как
n^-да

Находим а  = . Так как lim а  n = 0 , то согласно опреде-
n н 1 n н 1

т- n н  3ni 1 l 0 - .лению предела последовательности lim -------— = 1 н 3Z. ▲
^ да n н  1

Пример 6. Вычислить lim 1 + 4‘n i .
^ да i -  —n

1 н 4niА Первый способ. Обозначим z = ---- -— и найдем x = Rez , y = Im z :г n • Л ^ n n' sn nI -  — n
1 н 4ni _  (1 н 4 n i)(-—n -  i) _  -  — n -  i -  8n2i н 4n _  — n . - 1  -  8n2
i -  —n ( - —n н i) ( - —n -  i) 4n2 н 1 4n2 н 1 4n2 н 1

Находим пределы последовательностей действительных чисел:

lim —n = 0, lim -1  -  8n2 
4n2 н 1

= - —

Следовательно, lim z = - —i.

1

Второй способ. Находим lim 1н 4 П̂  = lim n
i -  —n

= - —i. ▲
-  —

Пример 7. Изобразите на комплексной плоскости множества точек, 
удовлетворяющих условиям:

а) ^  < arg (z  -  — -  i) < n, |lm zz| < 1;

б) 0 < arg (z н 1 н i) < r , Re iz > Re(z -  —).

А а) Комплексное число z -  (2 н i) изоб
ражается вектором, началом которого является 
точка 2 н i , а концом -  точка z . Угол между 
этим вектором и осью O X  должен меняться в 

3nпределах от —  до n .

Так как |lm  iz  = |lm(ix -  y)| = |x |, то
множеству могут принадлежать лишь те точки, которые расположены внутри 
полосы -  1 < x < 1.

Искомое множество изображено на рис. 12.

Рис. 12

n̂ да n̂ да

n ^x>
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б) Угол между векторами, проходящими через точку - 1  -  i , и осью OX  
должен меняться в пределах от 0 до п / 2.

Так как R e iz  = Re (1х- y) = - y ,  Re ( z - 2 )  = х - 2 ,  то y  < 2 -  х .
Сверху искомое множество ограничено прямой у  = 2 — х (рис. 13). ▲

Пример 8. Какие линии на плоскости представлены уравнениями:
а) z = бе^ + 3е ~и;

б) z  = t — 2 + i (t — 4t + 5).
А а) Так как

е lt = cos t + i sin t, е ~lt = cos t -  i sin t, 
то z = 9 cos t + 3i sin t . Отсюда следует, что 
параметрическое уравнение линии 

J  x = 9cos t ,
[ y  = 3sin t 

является уравнением эллипса.
Исключив параметр t , получим

2 2 x2 . y
92 + 32 1.

x  — t — 2, 
y  = t 2 — 4 t + 5.

б) Из данного уравнения следует, что

Исключив параметр t , получим 
t = x + 2,
y  = (x  + 2) — 4 (x  + 2) + 5, y  = x  +1.

Данное уравнение на плоскости X O Y  определяет параболу. ▲

Пример 9. Определить вид кривой, заданной соотношениями:
а) | z + 4 - 1 0 i | = | z -  4 -  2i |; б) \z  + 4 -  i | = | z -  2 -  7i |.
А а) Подставив z = х + iy , запишем числа в алгебраической форме:

| (х + 4) + i (y  -1 0 )  | = | (х -  4) + i (y  -  2) | .
Запишем равенство квадратов модулей полученных комплексных чисел:

(х + 4)2 + (y  - 10)2 = (х -  4)2 + (y  -  2)2,
х  + 8х +16 + y  — 20 y  +100 = х  — 8 х  +16 + y  — 4 y  + 4, y  = х  + 6 .
б) Решим задачу геометрически. На плоскости XOY  наносим точки 

^(-4 ; 1) и B(2; 7). Очевидно, что геометрическое место точек есть прямая,
которая перпендикулярна отрезку AB  и проходит через его середину.

1. УгловойНаходим угловой коэффициент прямой AB  : k  = = 7 —1

коэффициент искомой прямой h  = -1 .
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Середина отрезка AB  имеет координаты C  (—1; 4). 
Уравнение прямой имеет вид у  — 4 = — (х +1), у  = — х + 3. ▲

1Пример 10. Определить вид кривой, заданной уравнением Re — = 1.
z

А Находим

Re 1  — R e— 1— = R e ^ ^  = х х
2 , 2 2 , 2 ? 2 , 2 х  — iy х +  у  х +  у  х +  у

( х —2 ) 2+ у ' —4-

— 1, х  + у  — х  — 0,

1В результате получено уравнение окружности радиусом R  = — с центром

▲

Дополнительные задачи

1. Записать в тригонометрической форме число (1 + i)5 (л/3 — i)7.
n 
12(■

Ответ: z = 29 • л/2 ( cos ( n  + 2пк) + i sin ( ^  + 2 п к) ) .

2. Вычислить 1 — S i

Ответ: w

4 

cosл/172f r~~f  n

w„ — 72 cos 7n
9

+ i sin

+ i sin
у 9 уу

=^172 f cos z5 rx
у 9 у

+ i sin
у 9 уу

у 9 уу
3. Вычислить пределы последовательностей:

а) z n = п • sin б) zn =
sh in

z  + 2
z + 4

n n
Ответ: а) i ; б) 0.
4. Определить вид множества точек z , удовлетворяющих неравенству 

< 1.

Ответ: правая полуплоскость, Re z > —3.
5. Какие из следующих уравнений являются уравнениями оси O X :

а) Im z = 0; б) arg z п
2

п
2 в) z  — z = 0; г) |z — Л — I z + i I

Ответ: Все уравнения определяют ось O X .
16. Определить вид кривой, заданной уравнением Im — = —
z

Ответ: х2 + (у  + 1)2 = 1.

3
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Занятие 13

Э л ем ен тар н ы е  ф у н к ц и и  к о м п л ексн о й  перем енной

Пример 1. Найти действительные и мнимые части функций:
\ _ • — r\ z  — iа) w  = z -  i z ; б) w  = ------.

z н —
А а) Полагая z  = x -  iy и z = x н iy , получим 

w  = x -  iy -  i (x н iy)2 = x -  iy -  i (x2 -  y 2) н 2xy = (x н 2xy) н i (y 2 -  y  -  x 2) , 
Re f  (z) = u (x; y) = x н — x y , Im f  (z) = v(x; y )  = y 2 -  y  -  x 2.

z -  i _  x  н  iy — i x  н  i (y  —1) (x н i (y  —1))(( x н  —) -  iy )б) w
z н  — x н iy н  — (x н  —) н iy ((x н  —) н  iy )((x н  —) -  iy ) 

= x  (x  н —) н y  (y - 1) н i ((y  -  1)(x н —) -  xy)
(x н —)— н y 2 ’

т. е. Re f  (z) = и (x; y ) = x ( + y  ~ +2 2—C 2y , Im f  (z) = v (x; y ) = ( 2y ^ x , 2 2 . ▲ (x н 2) н y  (x н 2) н y

Пример 2. Найти образ отрезка A B , где A  (1 н  i), B  (4  н  i) при отобра
жении w = — iz -  3 i .

А При линейном отображении образом прямой является прямая. Поэтому 
достаточно найти образы концов отрезка. Точке A соответствует точка A , для 
которой w  =  — i  (1 н  i)  -  3 i =  - — -  i , а точке B -  точка B ' , для которой 
w  = — i (4 н  i) — 3i = —— н 5 i .

Используя геометрический смысл составляющих линейного отображения, 
можно проиллюстрировать этапы решения геометрически. Запишем составля
ющие: w  = — z, w2 = iw , w  = w  — 3 i . Отображение w  =  — z  представляет 
собой гомотетию с центром в начале координат и коэффициентом k  = 2 . 
Отображение W2 = iw1 представляет собой поворот относительно начала коор-

nдинат на угол а  = arg i = —.

Наконец, отображение w = w2 -  3i является смещением на 3 единицы вниз. ▲

Пример 3. Найти образ окружности |z| =  1 при отображении w  =  —iz  — 3 i .

А Из уравнения w  =  — i z  — 3i выразим z : z = w  н .3 i . Подставим полу-

ченное выражение z  в уравнение Izl = 1 = 1 или I w н 3i I = —.
—

Следовательно, искомый образ-окружность радиусом 2 с центром в точке 
С  (0  -  3 i ) . ▲
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Пример 4. Найти образ оси O Y  при отображении w  =  2 iz  — 3 i .
А Уравнение оси O Y  в комплексной форме запишется как 

z  =  0x +  iy  =  iy, — да < у  < да. Подставив в уравнение w  =  2 iz  — 3i z  =  i y , 
получим w  =  —2 у  — 3i, — да <  у  <  да или и  =  —2у , v  =  —3. Это есть урав
нение прямой в плоскости w , параллельной действительной оси. ▲

Пример 5. Найти образ 1-го координатного угла комплексной плоскости 
z  при отображении w  = z 2.

А Найдем предварительно образ луча O z  при отображении w  = z 2 
(рис. 14).

Рис. 14

Представим число z  в показательной форме z  =  |z| e ^ , тогда 

w  =  |z|2 • e 21ф, A rgw  =  2 ф . Мы видим, что если луч O z  образует с осью 
O X  угол ф , то его образ O{w на плоскости w  образует с осью O U  угол, рав

ный 2 ф . Отсюда следует, что если угол ф изменяется от 0 до K , тогда луч

O z  описывает первый координатный угол на плоскости z , а его образ-луч 
Oxw  описывает верхнюю полуплоскость плоскости w . ▲

Пример 6. Для числа z  =  — e 2+г найти R e  z , Im  z , |z |, a rg  z .
А Запишем число z  в показательной форме:

—2+i __  Ki —2+ i  __  —2 i ( k+1)• e  =  e  • e  =  e  • e ( ) .
Имеем Izl =  e  2, ф =  к  + 1 , или arg z  = —к  + 1 , так как — к < arg z < к .

Так как e 2 • e (k+1) = e 2((cos (к +1) + i sin(K + 1)) = e 2(—cosl — i s in l) , то
R e z  =  — e 2 c o s l, Im z  =  — e 2 s in l .  ▲

Пример 7. Найти R e f  (z), Im  f  ( z ) , если f  (z) =  e z .
А Находим

2  2 2 2 2 2 
e z =  e {х+!у) =  e X —у • e 2lxy =  ex —у (c o s2л:y +  i s in 2л:y).

Следовательно, Re f  (z) = ex2—y2 • cos2xy, Im f  (z ) = ex2—y2 • sin2x y . ▲
Пример 8. Показать, что функция e ,z является периодической и ее 

период -  действительное число.
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А Для любого z  должно выполняться условие e l(z+T) = e iz, e tz • e lT — e lz,
поэтому число T  должно быть таким, чтобы e lT =  co s  T  +  i sin T  =  1, а это 
верно при T  = 2п . ▲

Пример 9. Найти Re f  (z), Im f  (z ) , если
а) f  ( z )  =  s in  z ; б) f  (z ) =  c h  z .
А а) f  (z) = s in z  = s i n ^  + iy) = s in х cosiy  + s in iy  c o sх  = s in х  • ch  у  + 

+ i sh у  • cos х , поэтому Re f  (z) — sin х ch y, Im f  (z) — shy • cos х ;
б) f  (z) = ch z = cosiz = c o s ^ —y) = cosi^ • cos у  + sin 1х • sin у  = cos у  • ch х + 

+ i sh х • sin у , поэтому Re f  (z) — cos y  ch х, Im f  (z) — sh х • sin y . ▲

Пример 10. Найти модуль и аргумент числа f  ( i ) , если f  ( z )  — tg  z .

А f ( i )  — -sin i — ^  — i th 1; Re f ( i )  — 0, Im f ( i )  — th 1 — — 4 —^7 > 0, 
cos i ch 1 ch 1 e1 + e 1

поэтому |f  ( i)  =  th  1 =  , arg  f  (i) =  r  . ▲
e  + 1  2

Пример 11. Найти Ln z и ln z  для числа z = 2 — i .
А Находим модуль и аргумент числа z  :

Izl =  V 4 +1  =  л/5, arg z  =  arctg  f  —1- .
у 2 у

Получаем ответ:

Ln (2 — i) — ln VT + i (arctg f  — 1  ̂  + 2kn; ln (2 — i) — ln VT + i (arctg f  — 1  ▲

Пример 12. Найти модуль, аргумент, действительную и мнимую части 
числа ln 2 i .

А Находим модуль и аргумент числа 2 i : Izl =  2, arg  z  =  r  . Получаем
2

ln 2i = ln 2 + i r . Поэтому

Re ln 2i = ln 2, Im ln  2i = r  ; |ln 2i| = .J In 2 2 + = 1  V ln ^ ^

arg (ln 2 i) =  arctg  . ▲

Пример 13. Найти

А Находим 1 + i
Ж

2 i

^1 + ^ ^ 2i 
у V2  у

— 1, arg r  . Так как a z = e zLnа , то
В д/2 4 ’

2 i L n  f  - + i  )  2  i f  l n1+i  f r + 2  k r ! )  —f  4  k + —  ' I n
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Пример 14. Решить уравнение s in  z  =  2.
А Множество решений уравнения определяется выражением

z  =  A rc s in 2 . Как известно, Arc sin z = ^Ln (iz + Vl — z 2). Следовательно,
i

Arcsin2 = —i Ln (2i + л11 — 4). Выражение в скобках, в силу двузначности корня, 
записывается в виде a  =  2 i +  л/3 i и b  =  2 i — л/3 i . Для числа a = (2 + V3) i

имеем |a| = 2 + л/3, arg a = к , поэтому Ln (2 + л/3) i = In (2 + л/3) + i ( к  + 2^к 1;

для числа b = (2 — л/3) i имеем |b| = 2 — л/3 , arg  b  =  к  , поэтому

Ln (2 —л/3) i = ln (2 —л/3) + i ( J  + 2krcj.

Получаем два множества решений уравнения:

Zt = [ J  + 2 к ^  — i ln (2 + л/3)

и

Z  = ( J  + 2к£ 1 — i ln (2 — л/3) . ▲

Пример 15. Найти z  из уравнения chz =  —2 i .
z 1 —z

А Уравнение -----+---- =  —2i сведем к решению квадратного уравнения

относительно функции ez: e 2 z + 4 iez + 1 = 0 , корнями которого являются чис
ла (—2 + л/5) i и (—2 — л/5) i . Нужно найти логарифмы этих чисел:

zt = Ln (—2 + л/5) i = ln (л/5 —2) + i к  + 2тс£ .
V 2 у

z *  = Ln (—2 + л/5) i = ln (л/5 + 2) + i — к  + 2тс£ . ▲
V 2 у

Дополнительные задачи

1. Найти действительные и мнимые части функций: а) w  = i — z ;

б) w =  1
z  — 2 i '

Ответ: а) u =  3 x y 2 — x 3, v  =  l  — 3 x 2 у  +  у 3;

б) и  =  —-----x ----- -у , V =  —--2 --у -- -у  .
x  +  (у  — 2) x  +  (у  — 2)

2. Найти образ оси O Y  при отображении w  = z  +  2 

Ответ: 2u  — v =  2 .
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3. При отображении w  =  iz  н  1 — — i найти образы прямых: а) Re z  = 1;
б) Im  z = 1.

Ответ: а) Im w  = —1; б) Re w  = 0.

4. Записать в показательной форме число f  ( i) , если f  (z) = z ■ ch z .
r  .

Ответ: f  (i) = cos 1 ■ e 2 .

5. Найти Re z, Im  z , если z  = el (cos 1 н  ch i ) . 
Ответ: R e z  =  2 c o s 21, Im  z  =  s in 2 .

2/2 L
2 2v 2 2 J

6. Найти

(i-1)I 2kн— I n
Ответ: e v ; .

7. Решить уравнения:

а) e zн1 = n  i ; б) tg  z  =  l  .

Отв.: а) z  =  ln r  н  i r  н  2 k n | ;
e V2 J
\

б) zk  = | 2k н 1  n  — i ln (V2 н 1), z *k = I 2k — 1  n  — i ln (V2  — 1).2 J 2 J

Занятие 14

А н ал и ти ч еск и е  ф у н к ц и и

Пример 1. Исследовать на непрерывность функцию w = z2 Im z н i Re (z)—. 
А Представим функцию f  (z) в виде w  =  u  (x; y )  н  i v  (x; y ) : 

w  = (x н  iy )2 Im (x н  iy) н  i Re (x н  iy)2 =
= (x2 — y 2 н 2ixy) ■ y  н  i Re (x2 — y 2 н 2ixy) = x 2y  — y 3 н i (2 xy2 н  x 2 — y 2). 

Отсюда следует, что и (x; y) = x2 y  -  y 3, v (x; y) = 2 xy2 н  x 2 -  y 2, 
функции u  (x; y )  и v  (x; y )  непрерывны на плоскости XOY , следовательно, 
данная функция w  также непрерывна на всей комплексной плоскости z  . ▲

z — н 4 — z _1Пример 2. Исследовать на непрерывность функции ------ т и
—z - 1  —z 2 н 4 '

А Элементарные функции непрерывны в их области определения,

поэтому функция непрерывна на всей комплексной плоскости z ,
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1 2 z  — 1за исключением точки —, а функция — -̂------- за исключением точек ± 2 i . ▲
2 ^  2 z 2 + 4

Пример 3. Найти пределы:

а) lim z + 1 ; б) lim 3z + 2 ; в) lim z + 2z + 5 .7 ẑ - 3 z  +  2  J z î z 2 + 1 7 z^—1+2i z + 1 — 2 i

z 2 +1А а) Ввиду непрерывности функции --------  в точке i получаем
3z + 2

lim z + 1 — „ 1 +1 — 0. Отметим, что функция z + 1 является бесконечно
— 3z + 2 3i + 2 ^  3 z + 2

малой в точке i .

б) Так как функция z + 1 является бесконечно малой в точке, то обрат-
3z + 2

~ г  1 3z + 2 r r   ̂ ^ная ей дробь = —~— — является бесконечно большой в этой точке.
J  (z ) z + 1

Поэтому lim 3z + 2 = да.
ẑ !' z +1

в) lim z2 + 2z + 5 = f °1 = lim (z + 1 — 2i)(z + 1 + 2i) = lim (z +1 + 2i) = 4i. ▲
ẑ —1+2i z +1 — 2i  ̂0 J ẑ —1+2i z +1 — 2i ẑ —1+2i

Пример 4. Доказать дифференцируемость на всей плоскости функции 
w  = z 2. Найти ее производную.

А Для любой точки z0 и любого приращения A z  рассмотрим

lim AW = lim (z + Az)2 — z° = lim -  + 2z»A z + (Az)2 — z» -Aẑ 0 Az  Aẑ 0 Az  Aẑ 0 Az
A z (2 zn + A z ) _= lim ------------------ -  = 2 z„.Aẑ 0 A z

Предел существует, следовательно, функция дифференцируема в точке 
zo. Так как zo -  произвольная точка, то (z 2)  = 2 z . ▲

Пример 5. Исследовать на дифференцируемость функции: а) f ( z )  = z ; 
б) f  (z) = (z — i) Re (z — 1) . Найти их производные, если они существуют.

А а) Находим Re z = u (х; y) = х; Im z = v (x; y)  = — y . Так как

= 1, 0v = — 1, то условия Коши -  Римана не выполняются ни в одной точке. ox oy
Функция не дифференцируема на всей комплексной плоскости.

б) w — (z — i)R e(z  — 1) — (x + iy — i)R e (x — 1 + iy) = (x + iy — i)(x — 1) =
= (x2 — x) + i (yx — y  — x + 1).

ou  ou  ovНаходим частные производные: гг— = 2x — 1, —  = 0, —  = y  — 1, — = x — 1.
ox oy ox dy
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Г 2 x — 1 — x — 1,
Решаем систему уравнений: <

[0 = 1 — у.
Система имеет единственное решение x  = 0, у  =  l . Следовательно, 

функция дифференцируема в единственной точке z  = i . Находим

f ' (z)| = du  + i = (2 x —1)| x=o + i (у  —1)| x=o = —l . ▲j  V s\z=i x=0 Я г  x=0 V / ly=l / ly=ldx
■ dv

y=0 dx x=0 !̂y=l w !̂y=ly=i
Пример 6. Проверить условия Коши -  Римана в произвольной точке, и в 

случае их выполнения найти f  '(z) для функций:
а) f  (z) = 3z • e2z; б) f  (z) = cos (z + 2 i) .
А а) Определим действительную и мнимую часть функции f  (z ) = 3z • e2 z: 

w = 3 (x + iy) e2 x+2iy = 3 (x + iy) e2 x (cos 2 у  + i sin 2 y) =
= 3e2x (x cos 2 y  — y  sin 2 y) + 3ie2x (y  cos 2 y  + x sin 2 y).

Найдем частные производные функций u (x; y) = 3 e2x (x cos2y — y  sin 2y) 
и v (x; y) = 3 e2x (y cos2y  — x sin2y).

■du  = 6e2x (x cos 2y  — y  sin 2y ) + 3e2x cos 2y ,
du
—  = 3e2 x (—2x sin 2y  — sin 2 y  — 2y  cos 2 y ) ,

—  = 6e 2x(y co s2 y  + xsin 2y) + 3e2x sin 2 y ,

—  = 3e2 x (cos 2 y  — 2 y  sin 2y  + 2 x cos2  y ) .

На всей комплексной плоскости z частные производные непрерывны и
du dv du dv удовлетворяют условиям —  = — , —  = — — .
dx dy dy dx

Функция f  (z) = 3z • e2z является дифференцируемой и аналитической на
всей комплексной плоскости z , а значит

„2z \  f о Л2zf  \ z ) = (3z • e2z)' = 3e2z + 6ze2z = 3e2z (l + 2z ). 
б) w = cos (z + 2i) = cos (x + i(y+ 2)) = cos x • cosi(y+ 2) —sin x • sin i(y + 2) = 

= cos x  • ch (y  +  2) — i • sin x  sh (y  +  2).
Находим частные производные:

du = — sin x • ch (y + 2) , du = cosx • sh (y + 2) , dv = — cos x • sh (у  + 2 ) ,
dx dy dx

dv = — sin x • ch (у  + 2). 
dy

Функция f  (z) = cos (z + 2i) является дифференцируемой и аналитической 
на всей комплексной плоскости z , поэтому f  (z) = (cos (z + 2i))' = — sin(z + 2 i). ▲
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Пример 7. Найти коэффициент растяжения и угол поворота любой глад

кой кривой, проходящей через точку z0 = 1 — i при отображении f  (z) = ——^ .
z н 2i

А Находим
\ _ z н —i — (z — 4i) _ 6i гг, ч _ 6i rtn л _ 6i _ 6i _ aJ (z) = / . '•) -\— / _. -\— , J (z0) = / . Ъ , J (1 i) = (Л .\— = . = 3.(z н —i) (z н —i) (z0 н —i) (1 н i) — i
Так как f '(z  = 3, arg f '(z0) = 0 , то коэффициент растяжения равен 3, а

угол поворота кривой ф = 0 . ▲
Пример 8. Восстановить, если это возможно, аналитическую функцию 

f (z) по заданной действительной или мнимой части:
а) и (x; y) = 2x2 -  2y 2 -  3y  н 1, f  (1) = 3 н 3 i;
б) v  (x; y ) = —6xy н 2x, f  (1) = 1 н 2i .
А а) Задачу можно решить лишь в том случае, если функция 

и = 2x 2 — 2 y 2 — 3 y  н 1 гармоническая на всей плоскости. Проверим это:
ди = 4 x d u = 4 ди = — 4 y — 3 д u = — 4
ax , dx2 , dy y  , dy2 .

д—u д—vФункция u (x; y ) гармоническая, так как — н — = 0.
дx дУ

дu дuТак как —  = 4 x, —  = -  4 y  -  3, то из условий Коши -  Римана находим
дx дУ

= 4 x, |дv = 4 y  н 3. Воспользовавшись первым из этих уравнений, находим
дy дx

v  (x; y) = J 4xdy н c (x) = 4xy н c (x ) .

Так как ^  = 4 y  н c' (x) = 4 y  н 3 , то C( x) = 3, c (x) = J 3dx н c = 3x н c . 
дл

Следовательно, v (x; y) = 4xy н 3x н c . Получим
w = — x2 -  — y 2 -  3y  н 1 н i (4xy н 3x н c)

или
w  = — (x н iy )— н 3i (x н iy ) н ic  = — z 2 н 3iz н ic  н 1.

Так как f  (1) = 3 н 3 i, то c = 0 и окончательно будем иметь 
w = f  (z) = 2 z 2 н 3iz н 1.

б) Очевидно, что н = 0 . Так как =  —6y  н  —, = —6x , то
дx dy дx cy

д» = - 6x, = 6y  -  —.
Cx Су

Воспользовавшись первым из уравнений, находим
u (x; y) = -J 6xdx н c( y) = -3 x 2 н c (y ) .
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Так как |U  = cC(y) = 6y - 2 ,  то c (y) = Ĵ  (6y — 2) dy н c = 3y2 — 2y н c .

Следовательно, u (x; y) = -3 x 2 н 3y 2 -  — y  н c . Получим 
w = —3x н 3y  — 2y  н c н i (—6xy н 2x) = —3 (x н iy) н 2i (x н iy) н c = —3z н 2iz н c. 
Так как f  (1) = 1 н — i , то c = 4 и окончательно получим w = f  (z) = -3z2 н — iz н 4. ▲

Дополнительные задачи

. „  Л r z 2 н 3iz — 2 т co s2 z1. Вычислить пределы: а) lim ---------- :-----; б) limz  ̂ i z  н i ’ ẑ r ch iz н i sh iz '4
Ответ: а) i ; б) V 2 .
2. Исследовать на дифференцируемость функцию f  (z) = (z -1) Im(z н 2i),

найти ее производную, если она существует. Найти область аналитичности 
функции.

Ответ: функция не является аналитической, f ' (1) = 2.
3. Проверить условия Коши -  Римана в произвольной точке и в случае их 

выполнения найти f ' (z) для функций:

а) f  (z) = e "2; б) f  (z) = —^ , (z ^ 2 ) .z  — 2

Ответ: а) f  (z) = —izeiz—; б) f ' (z) = 1
(z -  —)

4. Найти коэффициент растяжения и угол поворота в точке z  = — i при 
z  н 1отображении w =

Ответ: к = 1 V—, ф = - г .
9 4

5. Восстановить, если это возможно, аналитическую функцию f  (z) по 
заданной ее действительной части u (x; y ) = y 3 — 3x2 y .

Ответ: f  (z ) = i (z 3 н c ) .

Занятие 15

Интегрирование функций комплексной переменной

Пример 1. Вычислить J Re zdz , где c -  ломаная OBA; O (0; 0), B (1; 0),
A (1; 1).

C
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А Так как путь интегрирования состоит из двух отрезков, запишем инте
грал в виде суммы двух интегралов:

J Re zdz = J Re zdz + J Re zdz = J x (dx + idy) + J x (dx + idy).
С OB BA OB BA

^ Г у  = 0 , i Г x  = l,
Для отрезка OB имеем <  ̂ а для отрезка BA <

[0 < x  < l, [0 < у  < l .
Производим вычисления:

J Re zdz = J xdx + i J l • dy = x .
r fi fi 2

1 i l
+ iy = 7T + i . ▲-Mo 2

Пример 2. Вычислить J (z + 2z ) d z , где AB -  отрезок прямой: ẑ  = l + 3 i,
AB

zB = 2 + 5i .
А Запишем уравнение прямой, проходящей через точки (l; 3) и (2; 5) :

x — l у  3 о 1 
2—1 = 5̂—3 , у  = 2 x + 1.

Уравнение линии AB есть у  = 2x + 1, где l < x < 2.
Имеем z = x + i (2x + 1), z  = x — i (2x + 1), dz = dx + 2 idx .
Находим

2
J (z + 2 z ) dz = J (x + 2ix + i + 2 x — 4ix — 2 i) (dx + 2idx) =
AB l

2 2 2
= J (3x — 2ix — i) (dx + 2 i dx) =J (3x + 4x + 2 ) dx + i J (6x — 2x — l) dx =

2 у

l l
Л

2 “J +
+ i (2x 2 — x) |2 = Г14 + 4 — 7  — 2

+ i (8 — 2 — 2 + 1) = 25  + 5i. ▲

Пример 3. Вычислить J|z| • z dz , где c -  верхняя полуокружность |z| = l ,
c

обход кривой c против часовой стрелки.
р

А Здесь удобно использовать формулу J  f  (z ) dz = J  f  (z (t)) • z '(t) d t .
С a

Кривая с имеет параметрическое уравнение z  = ei , 0 < t < к . Для z = eu нахо
дим z  = e—, |z| = 1, dz = ieltd t . Вычисляем интеграл

к  к

J |z| z dz = J1 • e~it • i ei dt = J i dt = in . ▲
C 0 0

Пример 4. Вычислить J z cos z dz , где c -  произвольная линия, соединя-
С

ющая точки z  = 0 и z2 = i .
А Подынтегральная функция f  (z) = z • cos z является аналитической на 

всей комплексной плоскости z , поэтому интеграл можно вычислить по
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формуле Ньютона -  Лейбница:
i

J z  cos z dz = J z cos z dz = z = u, du = dz,
cos z dz = dv, v = sinz

= z sin z [ — J sin z dz =
i

— i sin i + cos i — 1 — — -----—  + e + e — 1 — e 1 — 1. ▲
2 i 2

Пример 5. Вычислить J ——2—- d z , где c -  контур, образованный кривыми
с 4 z 2 +1

А Функция J  (z) = e
4 z 2 +1

является аналитической на всей комплексной

1 .плоскости z , за исключением точек + — i . Эти точки расположены вне контура с .

По теореме Коши J e
с  4 z 2 +1

Пример 6. Вычислить J

dz = 0 . ▲ 

sin z
с z 3 + 16 z

d z , где контур c : | z — 2 — i| — 2 .

А Находим нули знаменателя -  особые точки подынтегральной функции. 
Это точки z  = 0, z2 = 4i, z3 = —4 i. Контур интегрирования представляет собой 
окружность радиусом 2 с центром в точке z0 = 2 + i . Найдем расстояния от то
чек z , z и z до точки z :

z  — z0| = |0 — 2 — i| = V5 > 2 ;
\z2 — z0| = |4i — 2 — i  = |— 2 + 3i ^л/13 > 2 ;
z. — z0| = |— 4i — 2 — i| = |— 2 — 5i = V29 > 2

Все особые точки расположены вне контура интегрирования. Следова
тельно, согласно теореме Коши интеграл равен нулю. ▲

Пример 7. Вычислить J sin z
с z  +16 z

d z , где контур c : z + 4i = 2.

А Внутрь круга \z + 4i | = 2 попадает одна особая точка подынтегральной
sin z

* л - sin z z(z  — 4i)функции z — —4 i . Функцию 3 |1  ̂ запишем в виде —— 77̂ , где числитель
z + 16z z + 4i

sin z — является аналитической функцией в круге | z  + 4i | < 2.
z ( z — 4i)

Применяя интегральную формулу Коши, получим ответ:

J
sin z 

z 3 +16 z
dz — 2 л i sin z

z (z — 4i)
л— 2л i —s M 1 — Л! . i . sh4 = —л  s h 4 . ▲

32 16 16

с 0 0

z

z

C z=—4 z
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Пример 8. Вычислить j e dz для следующих контуров:
(z -  i )— • (z н —) 

а) c : |z н — н i| = —; б) c2: |z -  i| = —; c3 : |z н — -  i| = 3.
А Находим особые точки подынтегральной функции -  нули знаменателя 

z  = i, z2 = ——. Определяем принадлежность точек соответствующим областям. 
В случае «а» внутри контура интегрирования находится точка z  = ——. Запишем

ez

дробь в виде —— i)—, где f  (z) = e 2 аналитическая функция в круге
(z -  i)

e

Вычисляем интеграл: J  — — i)-  dz = — к i ^  .ч2 . В случае «б» внутрь
(—н i)

e
контура интегрирования попадает точка z  = i . Записываем функцию z  н — 

(z -  i ) —
и

вычисляем интеграл: 
ez 

z  н —Jс—(z -  i)
dz = —к i = —к i —Ki (1 н i) i----- ------— e

(— н i)— .

В круг | z н 2 н i < 3 входят обе точки zt = ——, z2 = i .
Построим контур c3 и две окружности и ^  с центрами в точках 

z  = —— и z2 = i достаточно малых радиусов, таких, чтобы все три окружности 
не пересекались между собой (рис.15).

По теореме Коши для многосвязной области

C

z

—
z=i

z=i
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z z z
e dz = J 7----- - e -----dz + J ----- ----- - e -----— d z .c3 (z — i) (z + 2) Tl (z — i) (z + 2) У2 (z — i) (z + 2) 

Но
z z

yJ (z — i)2(z + 2) d  Ci (z — i)2(z + 2) d ,
z z

yJ (z — i)2 (z + 2) d  j2 (z — i)2 (z + 2) d .
Следовательно,

e j  ~ . e 2 , ~ . l + i i ~ . l + iJ ----- — — dz = 2ra —— -7 + 2ra ——^  ei = 2к i ^  _ ,ч2
(z — i)2( z + 2) (2 + i)2 (2 + i)2 (2 + i)

e

2к (e + e  ( i + i>>. ▲

Пример 9. Вычислить J
(2 + i)

dz
iz+i|=i (z — l) (z + 1)

А Внутри контура интегрирования находится одна особая точка z = — 1.
l

Представим подынтегральную функцию в виде -----—1 ----— = 7z . Так(z —1) (z + 1) (z + 1) 

как функция -— является аналитической внутри контура интегрирования, 
(z —1)

dz 2к i f  1 Лто J ,
i (z — 1)3 (z + 1)3 2! V (z — 1)3J

f f

3к i12= к i
(z — 1) 8z=—i

▲

Дополнительные задачи

1. Вычислить J (1 + i — 2z ) d z , где AB -  часть параболы у  = x2 от точки
AB

A  = 0 до точки B  = 1 + i .

Ответ: — 2 + 4  i .

2. Вычислить J z • z dz, c : | z |= 1. Обход против часовой стрелки.
С

Ответ: 0.
i

3. Вычислить J  (z  — i) e zd z .
0

Ответ: 1 — cos1 + i (sin 1 — 1).
г dz4. Вычислить I —;-------- — dz, c : x = 2cos t , у  = sin t .
J z 2 — z —12 '

C3

5
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Ответ: 0.

5. Вычислить f — ------- dz
izi=— z -  4z н 3

Ответ: к  sh 1.
3

6. Вычислить f ----- ^ ------ - d z .
|z| =10 (z -  1)(z -  5)

Ответ: Ki • sh 2.

7. Вычислить f ------ -г dz .
izf=— (z -  i)

Ответ: -K i • ch 1.

Занятие 16

Контрольная работа 

Вариант 1

1. Найти образы линий y  = 2 и y  = x н 1 при отображении 
w = (1 н i) z  н 1 -  i . Проверить, изменился ли угол между заданными прямыми 
при указанном отображении.

Ответ: и = 0, и = v -  2. Не изменился.
2. Определить вид кривой, заданной соотношением | z  н 3 -  9i | = | z  -  5 -  i |.
Ответ: y  = x н 4.
3. Вычислить 21н1 .
Ответ: e ln2 — ̂  (cos ln — н i sin ln —).
4. Исследовать на дифференцируемость функцию f  (z) = (z -  3i) Re(z -  2), 

найти ее производную, если она существует. Найти область аналитичности 
функции.

Ответ: f '(z ) |г=з. = - —. Функция не является аналитической.
5. Восстановить аналитическую функцию f ( z)  по известной мнимой 

части v (x; y) = y 2 -  x2 н 2y -  6 и значению f  (1) = 2 -  7 i .
Ответ: f  (z) = —i z 2 н 2z -  6i .
6. Вычислить j (3z -  z ) dz, AB -  отрезок прямой ẑ  = - — н 3i, zB = -1  н i .

AB

Ответ: 13 н 14i.

7. Пользуясь интегральной формулой Коши, вычислить j  c° s z d z .
|z—11 =— z н 3z
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Ответ: 2  ni .

8 .  П о л ь з у я с ь  и н т е г р а л ь н о й  ф о р м у л о й  К о ш и  д л я  м н о г о с в я з н о й  о б л а с т и ,

г cos (z — 3) ,
J d z .в ы ч и с л и т ь  .

iziiio(z — 3)( z + 2)

Ответ: 2 П  ( 1  — c o s 5 ) .

Г 1  ^
9 .  В ы ч и с л и т ь  j  - 1  c o s ------------ ---  dz .

J 1 z 2  z  +  2|z|2
Ответ: 1  n2i .

2
Вариант 2

1. Найти образы линий х = 1 и у  = х — 1 при отображении 
w = (1 — i) z +1 + i . Проверить, изменился ли угол между заданными прямыми 
при указанном отображении.

Ответ: не изменился.
2. Определить вид кривой, заданной соотношением | z + 6 + i | = | z + 2 — 3i |. 
Ответ: y  = —x — 3.
3. Вычислить i2i.
Ответ: е~п+4кк.
4. Исследовать на дифференцируемость функцию f  (z) =  (z +  2i) Re (z +  5), 

найти ее производную, если она существует. Найти область аналитичности 
функции.

Ответ: f '(z ) \z=_2. = 5. Функция не является аналитической.
5. Восстановить аналитическую функцию f  (z ) по известной ее действи

тельной части и (х; у) = 4ху + х и значению f  (1) = — i +1.
Ответ: f  (z ) = —2 z2i + z + i .
6. Вычислить j (2 z + z ) dz, AB — отрезок прямой ẑ  = —2 — 3i, zB = — 1 — i .

AB

Ответ: —1  — 11i.
2

ch i z7. Пользуясь интегральной формулой Коши, вычислить j —------ dz .
|z+3|=1 z  + 3z

2
Ответ: —-̂  nicos3.

8. Пользуясь интегральной формулой Коши для многосвязной области,
r sh (z +  2) 7 вычислить ---- 7TT----d z .

|z |=10 (z —  1)(z +  5)
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@iz9. Вычислить J —-------  ̂ dz .
|z—1|=0,5( z 2 — 1)2

кОтвет: — — el (1 + i ) .

2Ответ: — к1 sh 3.

Занятие 17

Ряды в комплексной области

Пример 1. Исследовать на сходимость ряды:
\ да n — 2ni + 3 ^  n + 2ni + 5

а) Е т  2 , c , 1; б) Е т"7"=13 in 2 + 5n + V  n=i 3 in4 + n2 + 3i
1 2 . 3

,2 , a 1 — ~ i + ~2
А а) Здесь limz = lim n. 2 2ni + 3 = lim---- ^ — n_ = _L ^ 0 .

n^да n -

Ряд расходится.

3 in 2 + 5n +1 n̂ ” 3 / + 5 + X  3i
n n

Так как lim

ГЛ1-т n2 + 2ni + 5 7 iб) Пусть a n = 4 2 . , b n = —
3 i n + n + 3i n

a 1 ^ 0 , то в смысле сходимости оба ряда ведут себя оди-
b

наково. Так как ряд Е  Ь  сходится абсолютно, то и ряд Е  a  тоже сходится аб-
n=1 n = i

солютно. ▲
да 1

Пример 2. Исследовать на сходимость ряд Е  7------- гтт. В случае сходи-
n=0 (2 — 3i)n

мости найти его сумму.
да 1

А Ряд сходится, как ряд вида Е q n, \q\ < 1. (В нашем случае |q| = ,— ).
n=1 V13

Его сумма равна s  = ai = ___ 1___ = 2 — 3i = (2 — 3i)(1 + 3i) = 11 + 3 i . ▲
1 — q 1 1 1 — 3i 10 10

2 — 3i
Пример 3. Исследовать на абсолютную и условную сходимость ряды:

\ да 1 да 1 \ да (—1)nn + iа) Е г - . . ; б) Е 7— — г=; в) Е —
n= iW n + in n=i (n — i) vn  n=i n

. 4 „  1 Л/П — in л/n . — 1 'да — 1А а) Так как zn = —j=------= ---------j- = -------7 + 1 ------ , а ряд Е"I 9 9 1 ? г /АД  /  iл/n + in n + n n + n 1 + n n=1 n + 1
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является расходящимся, то расходится и искомый ряд £

1 1

1

n=
, , 1
| ̂ п\ 1 л1п2 + 1 -4и п312

Ряд сходится абсолютно.
\ т/г (—1)n ‘ п + i (—1)п iв) Имеем zn = -— ------= -— — + — .

п п п

n=1 n =1 n
ж (—1)n • n + i 

Следовательно, ряд £  -—---------тоже сходится.
n =1 n

да да
Исследуем на сходимость ряд £  \zn | = £ л/п2 +  1

п=1 =1 п
л1п2 + 1 1 ч ^  V п2 + 1 ----- 2-------- , п ^  да, то ряд £ ------ j—  расходится.

п п п =1 п
да (— 1) n • n + i

Ряд £  -——2------сходится условно. ▲
n=1 n

Пример 4. Исследовать на сходимость ряды:
2

. ) £ ^ ; б) £ ( 2 - ' Т .п=1 п • 2 п=1 V 3 J
А а) Используя признак Даламбера, находим

lim

Так как lim

z  ,п+1 = limп̂да

+1п+<ч • п • 2п 2 + i _л/5
z п (п + 1) 2п+1 п+(2 2 2

> 1.

z п+1

z
> 1, то lim zh = да. Ряд расходится.

б) Используя признак Коши, находим

|z I =  lim i12

п

=  lim ( 4 5  Л
п

=  01 п  п̂ да 3 п̂ да
V 3 У

Ряд сходится абсолютно. ▲

Пример 5. Исследовать сходимость функциональных рядов:

а) £
1

_ • п ’п=1 п! z б) £
z  — i 

2 z + i
; в) £  2 п • е'

п=1

Так как

А а) Точка z  = 0, очевидно, не входит в область сходимости этого ряда. 
Сходимость в других точках исследуем с помощью признака Даламбера:

lim »„+1( z ) 
ип ( z )

lim
(п + 1)! z п+1 z

0
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Р яд  сходится н а  всей ком плексной плоскости, за  исклю чением  точки
z  =  0 .

б) П рим еним  признак Кош и:

l i m  пЛ и  ( z )| =  l i m "* 1 1 п

Р яд  сходится в области

-1 z  — i n z  — i

V 2  z  +  i |2  z  +  i|

Z — I
7i <  1, | z  — i | <  | 2 z  +  i  |, д /х 2 +  ( у  — 1)2 <  д /4 х 2 +  ( 2 y  + 1)2

|2 z  +  i

х 2 +  у 2 — 2 у  + 1  <  4 х 2 +  4 у 2 +  4 у  + 1 , 3 х 2 +  3 у 2 +  6 у  >  0  

х 2 +  ( у  + 1)2 >  1, д /х 2 +  ( у  + 1)2 >  1, | z  +  i  | >  1.

z  + 1Н а границе круга |z  — i\ =  |2 z  +  i \, т. е. 

вы полняется необходим ы й признак сходимости. 
Р яд  сходится в области |z  +  i| >  1. 

в) П рим еним  признак Д аламбера:

1 ряд  расходится, так  как  не

lim Un+1 ( z )
Un ( z )

=  lim 2 n i
e

2 e z 2 e
x+iy = 2ex.

1Р яд  сходится в области 2e  < 1, e  < —, x  < — ln 2 .

Н а границе области  ряд расходится, так как не вы полняется необходим ы й 
признак сходимости. Ряд сходится в области R e z  < — ln 2 .  ▲

П р и м е р  6. Н айти  области сходим ости степенны х рядов:

а) £п=1
n! ( z  — 2  +  i ) n 

2 б) £

А а) Н аходим  R  =  lim 

ственной точке z  =  2  — i .

n=1
c

(z  + 1  +  2 i )n 
(n  +  2 ) • 3n

в) £n=1
(z  — i) 

4 n

c n+1
n ! • 2 n+'

=  lim  ——;----- ITT =  0 . Р яд  сходится в един-
2 n • (n  +1)!

б) R  =  lim
c

c

( n  +  3) • 3
=  lim ^ ------ =  3 . О бласть сходим ости определяется

^  (n  +  2 ) • 3n

неравенством  |z + 1  +  2i| <  3 . М ы  не исследуем сходимость ряда на границе обла

сти. О тметим только, что в данном случае на границе сущ ествую т как точки схо
димости ряда, например z  = —4 — 2 i , так и точки расходимости, например z  = 2 — 2 i .

в) Т ак как ряд содерж ит бесконечное число нулевы х членов, следует 
прим енить непосредственно признак Д алам бера или К ош и .

В оспользуем ся признаком  Кош и: l i m у \  и п( z )  | =  l im n

I .|2z — i

2 n I .1

n
z  — I I z —

4 n 4

И з равенства
4

< 1 находим  z  — i <  2 .  О чевидно, что граничны е точки не

2n
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входят в область сходимости ряда. Ряд сходится в области z  — i < 2 . ▲
3 n+izПример 7. Доказать, что ряд Е  —-----, н сходится равномерно в обла-

n=i (3n — 1) • 3
сти |z| < 3V3 .

А Для точек z , удовлетворяющих неравенству |z| < , выполняются не
.—  3n+ i

равенства Izl < V3 и —-----——
(3n — 1) • 3 (3n — i)

3 J 3

3J 3

< -------- -т, т. е. искомый степенной ряд
(3n — 1)

мажорируется числовым знакоположительным рядом Е
n=i (3n — 1)

да 3/3"Так как ряд Е  То---- TvT сходится, то по признаку Вейерштрасса ряд
n=i (3n — 1)

да .̂3n+i
Е  т^-----1\2 о» в круге Izl < 4 3  сходится равномерно. ▲n=i (3n — 1) • 3

Пример 8. Найти сумму ряда Е  n • z 2n.
n= i

А Ряд сходится в области |z| < 1. Как известно, внутри круга сходимости
X' 2

степенной ряд можно почленно интегрировать. Пусть S  (z) = Е  n • z n;
n=1

да 1
S  (z) = Е  2n • z 2n—1, тогда S  (z ) = -  z • S-(z).

n=i 2
z z да да 2

J S ( t ) dt = J Е  2 n  • t2n1d  t  = E  z 2"  = -  z
0 0 n=1 n = i 1

Si (z) =

0 0 n =  

f

2z 2

z 2  ̂ _ 2 z (1 — z2) + 2 z • z 2 _ 2 z
- — z 2 J (1 — z2)2 (1 — z2)2

S (z) = - z  л 2z 2V = n z  2V . ▲2 (1 — z ) (1 — z )

Дополнительные задачи

1. Исследовать на сходимость ряды:
cos in  _ » sin in 2 s ^ f  - 1  -2 ” ^

а) Е  б) Е  — ; в) Е 1 ^ я n s m - + i —
n=i 2 n=- 3 ”=i V n n! J

Ответ: а) расходится; б) сходится абсолютно; в) сходится условно.
2. Найти области сходимости рядов:

да ( z  + 1)й да да 6n (1 — i)n
а) е Ц  ; «  Е  " ; ( z —1+ 1|-.
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Ответ: а) z  е  с ; б) z = 0; в) |z — i + 1| < 1 .

3. Найти сумму ряда £  n • ^ .
n=1 3

Ответ: 3z V 2 •(3 — z )2
Занятие 18

Ряды Тейлора и Лорана

Пример 1. Разложить функцию f  (z ) = e z—2 по степеням z — 1 и указать 
область сходимости полученного ряда.

А Первый способ. Функция f  (z) = e3z—2 является аналитической в обла
сти |z — 1 < да, т. е. на всей комплексной плоскости. Следовательно, функцию 
f  (z) можно представить рядом Тейлора по степеням z — 1, который сходится на 
всей комплексной плоскости. Находим производные данной функции и вычис
ляем их в точке z = 1:

f  (z) = e3z—2, f  (1) = e ;
f '(z) = 3e3z—2, f  '(1) = 3e; 
f "(z) = 32 e3 z—2, f  "(1) = 32 e ;

f (n) (z) = 3ne3z—2, f  (n)(1) = 3ne

Таким образом, для данной функции имеем

(
О  о 2  n n  Л  да o n

1 + 1! (z —1) + 2! (z —1 ) 2  +... + - ! (z — 1 ) n  + ...J = e £  n — 1 ) n ’ lz — 1 < да.
Второй способ. Так как данную функцию можно представить в виде

да и. n
3z—2 3(z—1) t 'ST' t 1.1e = e • e , то, используя представление e =  £  —-, |£| < да, получаем

да ^ n  , ,
вЪг~ 2  = e £  — (z — 1)n , |z — 1 < да. ▲

-=o n!

n=0

Пример 2. Разложить в ряд Маклорена функцию f  (z) = sin (2z — 1) .
А Представим функцию f  (z) в виде sin (2z -1) = cos 1 • sin 2z -  sin1 • cos 2 z .

да (—1)n ” (—1)n  ̂ i iТак как sinz = £  —— )—  z 2n+\ Izl < да и cosz = £   ̂ ;, z  , z < да, то 
£  (2n + 1)! 11 n=0 (2n)! 1 1n=0 (2n + 1)! n=0

да (—1)n • 22n+1 о м , , да (—1)n • 22n о , ,
sin 2z = £  — — z n , |z < да и cos2z = £  — — -г—  z n, |z <да.

n=0 (2n + 1)! n=0 (2n)!

да
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Окончательно получаем
да ( _  1 ) ” . и+1

s i n  ( 2 z  _  1 )  =  c o s l  • £  (  )
”=0 ”=0( 2 ”  + 1 ) !

Пример 3. Разложим по степеням (z _  1) функцию

да ( _ 1 ) ” • ”
2 ” +1 V А/  ^  2 ”

z  _ S i n 1  ^  0 2 ” ) !  z !

z  + 2

z  <  д а . ▲

z
А Разложить дробь на элементарные: 
z + 2 z + 2 A B+

_  2 z  _  3'

A (z +1) + B (z _  3) = z + 2.
z 2 _  2z _  3 (z _  3)(z +1) z _  3 z +1

Полагая z = 3, получим A = 5 . Полагая z = _ 1 , получим B = _  1 .

Таким образом, —  
z

z  + 2 5 1 1 1

1 1
z _  3 (z _  1) _  2

2 z _  3 4 z _  3 4 z +1
1  1 
2

1
z +1 (z _  1) + 2 2

1

1

____ = _ 1  у  (z  _  1)” .
z  _  1 2 ” = 2 ” ;

2
= 1  jr (_ 1)”(z _ 1)

1 + z _  1 2 ”=o 
2

2”

z + 2  ̂ да (7 _ 1)' 1 да (7 _ 1)' да 1
,  ,  5 Z  _ 8  Z  (_ 1)' = Z  ‘ ((_1) «  _ 5) (z _ 1)'— 2z _ 3 8 n=o 2 8 n=o 2 n=0 2z
Расстояние от точки z 0 = 1 до ближайшей особой точки равно 2. Следо

вательно, разложение справедливо в области |z _  1| < 2 . ▲
z

Пример 4. Разложить в ряд Маклорена функцию f  (z ) = —— ;.
z  — i

А Используя основные разложения, получим
 ̂  ̂ 1  ̂ да ^2” да 2̂ ”+1z z  1 z z ^  z_ z 1 _ z z _ z

2 • • _2 • Ẑ  •” Ẑ  *”+1z  — i —  ̂ \ z  — i ”=o i ”=o i 
i

2z < 1 J zi
Разложение справедливо в области

Пример 5. Разложить функцию f  (z ) = e sinz по степеням z до члена, со
держащего z 5.

А Применим метод подстановки ряд в ряд, используя основные разложе
ния для функций e z и sin z  .

Имеем

e = 1 +
/  3 5 \' z  , z xz -------\-------...

3! 5!

+ 3!

3 5  z  3 z  5
z -------\-------.

v 3! 5!

v

•T + 1J

1 /  3 5 V, 1  [ z  , z x+—  z -------\-------...
2! V 3! 5!

4!

3 5z 3 z  5z -------\-------.
v 3! 5! '4 +  1 '

\

J 5!

3 5  z  3 z  5
z -------\-------...

3! 5!
5

1 1
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= 1 + z -  ^  ^  z + a)2 + z + a)3 + z + a)4 + z + a У —?

где a =
/  3 5

-  — + ^----
v 3! 5!

При возведении в степень будем использовать формулу бинома Ньютона:
/ . \ n  n . n-1 . n (n 1) n - 2 2 . i n(z + a) = z + n z  a +— ^ — z a + ••• + a 

Оставляя члены ряда степени не выше пяти, получим
3 5 1

е'"z = 1 + z -  I  + 5  + 2 !
3

z  + 2 z
v v 3! JJ

z + 1  
3!))  3!

3
z3 + 3z2 z_

v 3! yy
+

J.  4  . J.  5 . 1 . . ± 2  -L 4  -L 5

+ 4!z + 5!z + ••• = 1 + z + 2 z -  8z -  15 z ••• •
Функция f  (z ) = esmz является аналитической на всей комплексной плос

кости, следовательно, ряд сходится в области |z| < да. ▲

Пример 6. Функцию f  (z ) = ------ - 1 -----— разложить в ряд Лорана в
(z -  2)( z -  3) 

указанных кольцах: а) 2 < |z| < 3 ; б) 3 < |z| <  да.
А а) Представим функцию f  (z ) в виде суммы элементарных дробей:

1 1 1
(z  - -2 )( z  --3 ) z -  3 z  -  2 ;

1 1 1 1 да
En=0

z n да _n= e  z
z - 3 3 1 - z 3 3 n

/e  0 n+1n=0 3
3

1 1 1 1 да

E
n= 0

2 n
да rsn

= V  2
z — 2 У z  1 2 2 nz n n+1 •

n= 0  z
z

Таким образом,
да n да n

f  (z ) = 7----- ^ = - Е  "ой+1-  E  2 < |z | < 3 •(z -  3)(z -  2) n=0 3 n=0 z
1 = 1 1 = 1 у  э^ = у  _э^ . 1 = у  _2

z -  3 z Y — 3  z n=0 z n n=0 z n+X ; z -  2 n=0 z n+x ;
z

(z  — 2)( z  — 3) n=0 z

Пример 7. Функцию f  (z ) = 2 z + 2—-  разложить в ряд Лорана:
z -  2 z -  3

а) в окрестности точки z 0 = - 1; б) в окрестности точки z0 = 3.
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А а) В разложении z  +  2
1
4

5
4

z 2 — 2  z  — 3 z  + 1  z  — 3
первое слагаемое уже за-

писано по степеням (z  + 1 ). Это разложение содержит только главную часть 
ряда Лорана. Второе слагаемое в окрестности точки z0 = — 1 раскладывается в 
ряд Тейлора в круге |z + 1| < 4 . Для исходной дроби это будет правильная 
часть ряда Лорана:

1 1 1
z  — 3 (z  +1) — 4 = —£ (z + 1)-

4n+i

Получаем ответ:

(  z 4 |1 —
 ̂ 4 j

1
z + 2 _  4 ^  5 (z + 1)n

z +1
4

< 1.

— £ -z 2 — 2 z — 3 z +1 to 4n 
б) Для точки z0 = 3 задача решается аналогично:

0 < |z + 1  < 4.

z + 2
5

_  4
5

1 1 _  = _ 4 ___ 1  у  (—1)n (z — 3)n
z 2 — 2 z — 3 z — 3 4 (z — 3) + 4 z — 3 4 £  4 n*2

Получаем ответ: z + 2
5
4

z2 — 2z — 3 z — 3 ' n=0 4n+2
да (—1)n+1

+ £ 4 n i i -  (z — 3)n, 0 < |z — 3 < 4 . ▲
z

Пример 8. Функцию f  (z ) = (z  +1) e z 2 разложить в ряд Лорана в 
окрестности точки z0 = 2 .

А Представив функцию f (  z )  в виде
z —2 + 2  2

f  (z) = ((z — 2) + 3) • = ((z — 2) + 3) • e e • ((z — 2) + 3) e
2

z —2

получим

f  (z ) = e • ((z — 2) + 3) £ 2n да О n да
= e £ ..„  _ . , n —1 + 3e ^  2n! (z — 2)n n=o n! (z — 2) 

0 < |z—2  < да. ▲
(z — 2)n • n!’

Пример 9. Разложить в ряд Лорана функцию f  (z ) =

сти бесконечно удаленной точки.
А Имеем

1 = 1  1 = 1  'да (—1)n | А 1̂ = 1  v  (—1)n  ̂2 j  
• А  2z £  ( 1)  ̂2z .J 2 £  ( 1) zn+1 

2 z

1
2 z + 3

в окрестно-

2 z  + 3 2 z 1 +

3
2z

< 1, |z| > 3 . ▲ 
2

n

n=0 n=0
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Дополнительные задачи

z 2 _  2 z _  31. Функцию f  (z ) = —— ------ - разложить в ряд Тейлора в окрестности
z  \  2 z  _  3

точки zA = 30

да V  -и 1 .
Ответ: f  (z ) = Z  (_ Г Г 1 ^  (z _  3)”, |z _  3  < 2 .

”=1 6
z 2 _  2 z _  32. Функцию f  ( z ) = ------—2 ------— разложить в ряд Лорана:

(z _ 1) (z \  3)
а) в невырожденном кольце по степеням z ;

б) в окрестности точки z 0 = 1.

Ответ: а) Z  z ” \ 1  •1  \  Z  -””, 1 < ^  < 3 ;
”=0 4 • 3 4 z  ”=2 z

б) (z  — 1)” \  1  •—Ц- 0 < |z — 1 < 4.«=0 4 4 z  _  1 (z _  1)
c o s2 2 z3. Функцию f  (z ) = -------—  разложить в ряд Лорана в окрестности

z
бесконечно удаленной точки.

1 1 да Л  2 ” — 2 ” _5

Ответ: f  (z ) = 2 F  \  2  ”” (_ 1)” 4(2” о Г  ’ Н > 0 .

Занятие 19

Нули и изолированные особые точки аналитических функций

Пример 1. Найти все нули функции f  (z ) = z 6 _  z 5 \  2z 4 _  2z 3 и опреде
лить их порядок.

А Раскладываем многочлен на множители:
f  (z) = z 5(z _  1) \  2z 3 (z _  1) = z 3 (z _  1)(z2 \  2) = z3(z _  1)(z \  V2  i)(z _  V2  i ) .

Точка z  = 0 является нулем третьего порядка, точки z2 = 1, z3 = _V 2  i , 
z 4 = V 2  i являются нулями первого порядка (простыми нулями). ▲

Пример 2. Определить порядок нуля z 0 = 0 для функции
f  (z ) = 3 c o s2 z  \  6 s in z 2 _ 3 .

А Здесь удобно разложить функцию f  (z ) в ряд Маклорена. Получаем

3cos2z \  6sin z2 _ 3 = 3 1̂ _ \  —  ...j \  6 [ z2 _ z  ̂\  ...j _ 3 = 2z4 \ ....

Точка z  = 0 является нулем четвертого порядка для функции f  (z ). ▲
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Пример 3. Для функции f  (z ) = —1 — sin z — cos z определить порядок 
нуля в точке z0 = я .

А Находим значения функции и ее производных в точке z0 = я : 
f  ( z ) =  —1 — s in 3 z  — c o s  z ,  f  ( я )  =  0 ; 
f ' ( z ) =  —3 s in 2 z  • c o s  z  +  s in  z ,  f  ' ( я )  =  0 ; 
f "(z ) =  —6 s in  z  • c o s 2 z  +  3 s in 3 z  +  c o s z ,  f  " (я )  Ф 0 .
Точка z0 = я является нулем второго порядка для функции f  ( z ) . ▲
Пример 4. Для функции f  (z) = sin2 z  • (ez — 1)3 определить порядок ну

ля в точке z 0 = 0 .
2 z  3 

А Пусть (z) = sin z, ф2 (z) = ez — 1. Так как sin z = z — ̂  + ... и

2 2 Z4e  — 1 = z2 + — +..., то точка z0 = 0 является нулем первого порядка для функ

ции ф  (z ) и нулем второго порядка для функции ф2 (z), а также точка z0 = 0 
является нулем второго порядка и нулем шестого порядка для функции ф3 (z ) .

Как известно, порядок нуля в точке z0 функции, полученной в результате 
перемножения аналитических функций, равен сумме порядков нуля в этой точ
ке для функций сомножителей. Таким образом, точка z 0 = 0 является нулем
восьмого порядка для функции f  (z) = sin2 z • (ez — 1)3. ▲

4cos4 я z
Пример 5. Для функции f  (z) = ^  2----------— — определить порядок

нуля в точке z

(4 z 2 —1)( z 2 +1)
1
2 .

(cos я z )4А Запишем функцию f  (z) в виде f  (z ) =
2 f  z — 1 J (2z + 1)( z 2 + 1)

Так как cos я^[=1 = 0, (cos яz)" 1 Ф 0 , то точка z0 = 1  является нулем
z 2 z 2 2

первого порядка для функции cos яz и нулем четвертого порядка для функции 

cos4 яz. Очевидно, что точка z0 = 1  является нулем первого порядка для

функции 2 f  z0 — 1  J (2z + 1)(z2 + 1). Следовательно, порядок нуля для функции

f  (z ) в точке z0 = 1  равен 4 — 1 =  3. ▲

Пример 6. Пусть точка z 0 является нулем порядка к для функции 
ф1 (z )  и нулем порядка m для функции ф2 (z ) , причем к > m . Найти порядок
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нуля для функции f  (z ) =  a ф х (z ) +  Ьф2 (z ), (ab  *  0) в точке z 0.
А Так как

f  (z) = a (z  -  z0)kФ3(z) + b (z  -  z0)mФ3(z) =
= (z  -  z0)" (a (z  -  z0)k-M Фэ(z) + ЬФ4(z))? Фэ(z0) *  0  Ф4(z0) *  0  

то f  (z )  =  (z  -  z 0) m -ф 5( z ) , где Ф5(z )  *  0  . Отсюда следует, что точка 
z = zo является нулем порядка m для функции f  (z ). ▲

Пример 7. Для функции f  (z) = 3 (ez - 1)5 -  2sin12 z определить порядок 
нуля в точке z0 = 0 .

3̂ 3 z 6 з
А Так как e - 1  =  z  + —  + ..., то для функции (ez - 1)5 точка z0 = 0

является нулем пятнадцатого порядка.
Для функции ф 2 ( z ) =  s in 12 z  точка z0 = 0 является нулем двенадцатого 

порядка. Таким образом, для функции f  (z) точка z 0 = 0 является нулем две
надцатого порядка. ▲

Пример 8. Для функции f  (z ) = ----- ^ — определить тип особой точки
cos------

z  — 2
z = 2 .

А Точка z  = 2 является особой. Рассмотрим последовательность точек
2 .

z, = 2 +----------- -. Эти точки являются полюсами. Но lim z, =  2 . Таким обра-
к л + 2%к к- “ к F

зом, в любой окрестности точки z0 = 2 имеются другие особые точки. Точка 
z 0 =  2  является неизолированной особой точкой. ▲

f  ( z ) =

Пример 9. Определить тип особой точки z  = 0 для функции 
ch3z - 1

3zsmz -  z + —
6

А Пусть ф( z) =  ch3z -1 , ф (0) =  0; 
ф '^ ) = 3sh3z, ф' (0) = 0;
Ф (̂z) = 9ch3z, ф''(0) = 9 *  0.
Точка zo = 0 является нулем второго порядка для числителя дроби. 
Знаменатель функции разложим в ряд Маклорена:

3 3 5 3 5z z z  z  z
s m z - z  + ~e = z - ~6 + "5!-  ••- z  + "6  = "5! + ••.

Точка z0 = 0 является нулем пятого порядка для знаменателя дроби. Та
ким образом, точка z0 = 0 является полюсом третьего порядка для функции
f  ( z ) . ▲
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Пример 10. Для заданных функций найти конечные изолированные осо
бые точки и определить их тип:

\ rs \ cosKz г-\ г/  \ 1 1
а) f  (z ) = /Л 2 2 ■ О Ч ; б) f  (z ) =(4z _  1)(z  \  3 ) ’ ez _  1 z

в) f  (z ) = e(ez _  1)(1 _  zУ

А а) Особыми точками функции f  (z) являются точки z  = + 1 , z  = +V3 i .

Для исследования точки z  = 1  функцию f  (z ) запишем в виде

c o s  k z ________ 1_______ __ c o s  k z  ✓ ч
2 z  _  1 ( 2 z  \  1 ) (z 2 \  3 ) 2 z  _  1 ,

где ф (z) = —---- —— -  аналитическая функция в окрестности точки zo = 1
(2z \  1)(z \  3) 2

и ф (z0) Ф 0 .
Находим

lim cos kz = iim _ к  sin к z к
ẑ 1 2 z  — 1 ẑ 1 2 2

Точка z0 = 1  является устранимой особой точкой. Аналогично точка

z  = _ 1  является устранимой особой точкой.

Если функцию f  (z ) записать в виде
cos kz 1 cos Kz

(4z 2 _  1)(z2 \  3) (z _  л/3 i) (4z 2 _  1)(z \  л/э i) ’ 
то очевидно, что точка z3 = i является полюсом первого порядка. Анало
гично точка z  = _  V3 i тоже является полюсом первого порядка.

б) Функцию f  (z ) запишем в виде

J 2 !
ez _  1 z z (ez _  1) ( л z 2 , -Л z 2 \ ... ' v J z  I 1 \  z \  — \ ... _  1

V 2 ! J
Отсюда следует, что точка z  =  0 является устранимой особой точкой. 

Типы других особых точек для функций f  (z ) =  z 1 _ 1  и f  (z ) =  1
ez _  1 z  " 1V y e z _  1 

совпадают. Особыми точками функции f  (z ) будут точки, в которых знамена
тель дроби обращается в нуль: ez = 1, z  = 2кте/, к Ф 0. Так как
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(ez = 1) z=2кяг = 0 и (ez = 1)" = e2km Ф 0 , то точки z  =  2кя1 (к  Ф 0)z=2кя1
являются полюсами первого порядка.

Таким образом, z  = 2кя1, к Ф 0 -  простые полюсы, z  = 0 -  устранимая 
особая точка.

в) Запишем функцию f ( z ) в виде

e 1 e
v 2 •(ez —1)(1 — z )2 ez — 1 (z — 1)2 

Согласно предыдущему примеру, точки z  = 2кя/, к Ф 0 являются полю
са первого порядка.

1
1 e zЗапишем функцию f  (z) в виде f  (z ) = ------—у ------- -.

(z — 1) ez — 1
Очевидно, что точка z  = 1 является полюсом второго порядка. Чтобы ис

следовать точку z  = 0 , выполним следующие преобразования:
1  1  

1_____ e ________ __________ _

(ez — 1)(z  — 1)2 = (z — 1)2 •f

= _________ 1_________

= ( z —1 ) 2  f1+ 1 + ¥ +..."

e

z  + ^7 +
2 !

1 1 1— ez =
z z

z

где ф (z ) = 1

(z — 1)21 1 + z  + i
ф (0) = 1. Так как ф(0) Ф 0 и

/ (  z  ) e z

2! 
1 '

z z
1 + 1  +  i +  i +  , . Л

V z  2! z  3! z 3
1  +  i  +  i  +

j z z
то точка z = 0 является существенно особой точкой. ▲

Пример 11. Исследовать особую точку z  = да для функции f  (z) =

Г1 J

z

1 /• А Первый способ. Обозначим z  = — и исследуем функцию j

z  — 1 '

в точ

ке £ = 0 ; f
V^j

1 1
л

V

\

j
ъ2(1—Ъ)

. Точка Ъ = 0 является полюсом вто-

рого порядка для функции 1
Ъ2(1 — Ъ)

. Следовательно, точка z  =  да является по

люсом второго порядка для функции f  (z) = z~
z — 1

Второй способ. Точка z  = да является полюсом третьего порядка для

2

z

11
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числителя и полюсом первого порядка для знаменателя. Следовательно, точка
z

z  = да является полюсом второго порядка для функции f  (z ) = ----- -. ▲
z - 1

Дополнительные задачи

1. Найти все нули функции f  (z ) =  (z 4 +  2 z 2 + 1)(z2 -  2 z  +  2) и опре
делить их порядок.

Ответ: ± i -  нули второго порядка; z = 1 ± i -  простые нули.
2. Для функции f  (z ) = (ez - 1  -  z 2)2 - s in 3 z  определить порядок нуля в 

точке z0 = 0 .
Ответ: 11.

4 4r( \ _  s in z  -  z3. Для функции j  (z ) = ---------------- j  определить порядок нуля в точкеz
6̂

sh z -  z -  z

z0 = 0 .
Ответ: 7 .

4. Для функции f  (z ) =  ch  5 z— 1 определить тип особой точки z = 0.
e - 1  -  z

Ответ: устранимая особая точка.
s in 2 ̂ z  15. Для функции f  (z ) = —4— — ez найти конечные особые точки и опре-
z  - 1

делить их тип.
Ответ: z  = 0 -  существенно особая точка; z  = ±1 -  устранимые особые 

точки; z  =  ±  i -  простые полюсы.

Занятия 20-21

Вычеты. Приложения вычетов

Пример 1. Найти вычеты функции f  (z ) = 2 z + 2—-  в ее конечных
z  -  2 z  -  3

особых точках.
А Особыми точками этой функции являются точки zx = -1  и z 2 = 3. 
Ранее нами были получены разложения функции f ( z ) в ряд Лорана в 

окрестностях точек z x =  - 1  и z 2 =  3 :

/ ( z )  =  - 1 / f - 5 ( zl l y , 0  < |z +  1 < 4;z  + 1  n=0 4
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f ( z )  =  ^ 4  +  £  4 £ -  (z  _  3 )”, 0  < |z — 3  < 4z  — 3 ”=o 4
Из этих разложений находим

Res f  (z) = C_i = _  1 ; Res f  (z) = C_i = 5 . ▲
_i 4 3 4

sm 3 3zПример 2. Найти вычет функции f  (z ) =  ——----------- - в точке z. = 0.
z (1 _  co s z ) 1

А Находим lim S”  3 z ч =  lim Sln 3z =  lim 27  z  2 =  54. д - 0 z  (1 _  c o s z )  z-° 2 z  . s ln 2 z  z- 0 2 , z _ z_
2 4

Точка z 0 =  0 является устранимой особой точкой. В разложении функ
ции в ряд Лорана в окрестности этой точки будет отсутствовать главная часть. 
Следовательно, С  х =  0 и R es f  (z ) =  0 . ▲

Пример 3. Определить тип особой точки z  = i и найти вычеты в этой 
точке следующих функций:

z

а) f i(z)  =  z  •co s f - ^ 1 ; б) f 2(z )  =  eV z  — i J z  — i
А а) Разложим функцию f  (z ) в ряд Лорана в окрестности точки z  = i .

f ( z ) = z •cos ( - 3 7  j  = ((z _ i) + i) V 2! (z _  i)2 4! (z _  i)4 j  
Г лавная часть ряда Лорана содержит бесконечное число членов. Следова

тельно, точка z  = i является существенно особой точкой.
Из полученного разложения находим Res f  (z) = С х = _ 1 .i 2
б) Разложение функции f  (z ) в ряд Лорана в окрестности точки z  = i

имеет вид
1 —  1 z—i+i оf 2(z) = - Ц • e "  = - Ц e "  e

f  -2 Л
1 +— i—: + / i— 7Г + ...V z _  i 2! (z  _ i) Jz _  i z  _  i z  _  i

Главная часть ряда Лорана содержит бесконечное число членов. Точка 
z  = i является существенно особой точкой.

Из полученного разложения находим Res f 2 (z ) = C_t = e . ▲

Пример 4. Найти вычет функции f  (z ) =  ^ в  точке z0 = 3.z  +  2 
(z  + 1)2( z  _  3)

А Точка z0 = 3 является полюсом первого порядка. Используя формулу 
R es f  ( z  ) =  lim ( f  (z ) (z  _  z 0)), получим

z0 ẑ z0
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R es f  ( z ) =  lim3 z—3
(z  + 2 )(z  — 3) _  _5_ 
(z  +  1)2( z  — 3) 16

▲

Пример 5. Найти вычет функции f  (z) = z + 2i в особых точках.
z + 8i

А Особыми точками функции являются нули знаменателя z 3 +  8 i =  0 
или z 3 — (2 i) 3 =  0 . Раскладывая на множители левую часть
(z  — 2 i) ( z 2 +  2 zi — 4) =  0 , находим zt = 2i, z2 = V3 — i, z3 = —V3 — i . Все 
эти три точки являются простыми полюсами. Здесь удобно использовать фор-

„  ф (z ) ф (z0)мулу Res — 0
V (z ) V  (zo)'

Найдем вычеты в указанных точках:
-л z + 2i R es—;------

2i z + 8i
z + 2 i
3z2 z = 2 i

z + 2 i z + 2 iRes .. Л Л .
'v/3—i z  + 8i 3zz

z + 2 i z + 2 iRes , ,—4b—i z  + 8i 3z

= V 3 —

z=—43 -

3 ;
i_,
6 ;

z  + 2Пример 6. Найти вычет функции f  (z ) = — 2
(z  + 1) (z  — 3) 

А Точка z0 является полюсом второго порядка. 
Находим

в точке zA = —1.

Res 7-----z + 2 -,ч
—1 (z  + 1) (z — 3)

= lim
z ———1

Г

V

(z + 2)( z + 1)
(z + 1)2( z — 3)

2 \ z — 3 — (z + 2) _
j

— 5= lim ,
z——1 (z — 3)2 16

= lim f ГЫz——1 (z — 3)

▲

eПример 7. Найти вычет функции f  (z) = —
(z + 1) (z — 2) 

А Точка z = — 1 является полюсом третьего порядка. 
Находим

в точке z  = —1 .

eRes —
—1 (z + 1)3 (z  — 2 ) 2

= 1 lim
z ———1

e \

V(z — 2) j
= 1  lim

2 z——1V
ez (z — 3) 
(z — 2)2 j

_  1 ^  e  (z — 2) •(z — 2)2 — 2(z — 2) e  (z — 3) 
2 zm1 (z — 2 )4

1 e  ((z — 2)2 — 2( z — 3))
2 z——1 (z — 2)3

17
54e

▲

z
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2 I ог z  + 3Пример 8. Вычислить J  = J —-------d z .
|z- 2|=3 z -  4z

А Внутри контура интегрирования находятся две особые точки zx =  2 и 
z 2 =  0. Они являются полюсами первого порядка. Находим

7R e ^ - l l + 3  =  _z2_+3_
2 z  -  4 z  3z -  4  

z 2 +  3 z 2 +  3Res

8 ’
3
4

z 2 + 1Пример 9. Вычислить J  =  I - -----— ----- гг— 7 dz
Iz-■11=2 ( z  - 1)( z  +  2 ) z 2

А Внутри контура интегрирования находятся две особые точки: zi = 1 
полюс первого порядка и z2 = 0 -  полюс второго порядка. Находим

Re s_____ z 2 + 1_____= lim z 2 + 1 = 2 •
e (z -  1)(z + 2) - z 2 z 2(z + 2) 3 ;

f

R es------„z 2 + 1 — T = lim  (  z  2 + 1 ^
(z -  1)(z + 2) - z Vz + z -  2 J

= ц т  2 z (z 2 + z -  2) -  (2 z + 1)(z 2 + 1) = - 1 .
(z 2 + z -  2 )2 4 ;ẑ 0

2 1J  = 2ni I —-  , 
1 3 4 J 6

5ni ▲

Пример 10. Вычислить J  = J  (z 2 + 4z + 3) e z+1 d z .
|z|=2

А Разложим функцию f  (z ) в ряд Лорана в окрестности особой точки 
z  = - 1 :

2  f  r\ r\2 ^

(z 2 + 4 z + 3) - e -  = ((z + 1)2 + 2 (z +1))-11 + ^ L .  + 2 + 2 + ...I .
V z +1 2! (z +1) 3! (z +1) J

Точка z = -1  является существенной особой точкой.
тт ^ 23 ~ 22 16 г о • 16 32ш АЛегко видеть, что С_г = ^  + 2 - ̂  ; J  = 2пг -—  = —- — . ▲

Пример 11. Используя вычет относительно бесконечно удаленной точки,
20

вычислить J  =  J —— — d z .
izi J10 z 7 +  2

А Вне контура интегрирования находится единственная особая точка -  
бесконечно удаленная точка. Разложим подынтегральную функцию в ряд Ло
рана в окрестности этой точки:
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z z 1 13

z 7 +  2 z 1 y | 2
= z ^  _  2  + 21  — 21 + '1 7 + 14 21 + ...V z  z  z

z

Res z 20

z  + 20
= _C  t = _ 4 .

Так как для всех особых точек, лежащих внутри контура интегрирования,
7

выполняется соотношение £  Res f  (z ) = _  Res f  (z ), то
k = 1  z k  0

z 20

N=10 z 7 + 2
dz = 2лi • 4 = 8ni. ▲

dtПример 12. Вычислить с помощью вычетов j
0

1
3 + 2sin t

z
А Положим elt = z . Тогда s in t =  ̂,z  , dt = d z .

2 i iz
Получим

2л dt
3 + 2sin t = j

dz

|z|=1 iz 3 + z _ 1/ z =j dz
| z| =11 z + 3iz — 1

i J
Решая уравнение z2 + 3iz _ 1 = 0, найдем два полюса первого порядка

~ д. i (_3 + V5) i (—3 _ V5) ттподынтегральной функции: z  = —— ------ - и z2 = —— ------ -. Из них только

z1 находится внутри контура интегрирования. Следовательно,
1 1Res-2 

z1 z + 3iz _ 1 2 z + 3i
1 1

—3+V5) _ 3i + '\T5i + 3i V5 i
dt

3 + 2sin t
= 2rci 1 ▲

2 л
Пример 13. Вычислить с помощью вычетов j- cos t

(5 _ 4cos t )2
dt .

А Если положить elt =  z , то получим
1 f_  . 1Л 

”” cos t r 2j (5 _ 4cos t )2 dt = j
z +

V z

iz 5 _ 2
/
z  +

V z JJ
d z = 1  j2i |z|=1 (2z  — 5z  + 2)

dz .

Решая уравнение 2z 2 _ 5z + 2 = 0, найдем два полюса второго порядка 
подынтегральной функции z  = 0,5 и z2 = 2. Из них только zx находится внут
ри окружности | z |= 1. Следовательно,

30

0

i (z

0

0

0 z|=1
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z 2 + 1Res —
0 ,5  (2z 2 -  5z + 1)

= lim
z— 0,5

(z -  0,5)2( z 2 +1) = 1  lim4 z— 0,54 (z -  0,5)2( z -  2)
= 1  nm 2z (z -  2)2 -  2 (z2 + 1)(z - 2 )  = _8_

4-0,5 (z -  2)4 27
Таким образом,

cos?

2z + 1
Xz -  2 ) 2

2 7

J-(5 -  4cos?) 

Пример 14. Вычислить:

r, 0 . 1  8 8n д
2 dt = 2 n  ■ 2  ■ 27 = 27. ▲

да
а) J

dx да

; б) J
(x 2 + 3) dx

(x 2 + 2 x + 17)2 
1

( x2 + 1)( x 2 + 9)

А а) Введем функцию f  (z ) = 2 2(z  + 1)( z  + 9)
Функция f  (z) представляет собой рациональную дробь, знаменатель ко

торой не имеет действительных корней. Так как степень знаменателя на 4 
больше степени числителя, то несобственный интеграл может быть вычислен с 
помощью вычетов. Найдем все особые точки функции f  (z ): (z2 + 1)( z2 + 9) = 0, 
z1 = U z2 = 4  z3 = 3i, z4 = - 3 i . В верхней полуплоскости лежат точки z1 и z3. 
Они являются полюсами первого порядка. Найдем вычеты в этих точках:

R e s ^ — - 1 - 1 У 1 1
/ 4 ( z +10 z 2 + 9)' . 4z3+ 20zz=z 16 i ’

Res3i
1 1

Тогда J

(z 2 + 1)( z 2 + 9) 4 z3 + 20 z 
dx .(  1 1 ^

1

(x2 + 1)( x2 + 9)
= 2ni

16 i 48 i.
= 2ni

z=3i 48 i '
3 -  1 _ 7 
48 i ~ 12

б) Так как в числителе многочлен степени n = 2, а в знаменателе m = 4 , то 
условие m -  n > 2 выполняется; уравнение х2 + 2х +17 = 0 не имеет действи
тельных корней. Интеграл может быть вычислен с помощью вычетов. Особыми

z2 + 3точками функции f  (z ) =

zt = -1  + 4i и z2 = -1  -  4 i .
(z 2 + 2 z + 17)2

являются полюсы второго порядка

В верхней полуплоскости лежит только точка z . Находим

Res
z1 (z -  z1) (z -  z2)2

= lim
z—— zj 

2

(z + 3)( z -  z1) 
(z -  z1)2(z -  z2)

2 \
= lim

z—— z}

(z2 + 3) 
(z -  z2)

2
2 J

lim :
z ——

2z(z -  z2 ) -  2(z + 3)(z -  z2) 
(z -  z2)4

,. 2 z 2 -  2 z z  -  2 z 2 -  6lim ------------ 2------------
z—z (z -  z2 )3

да
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— 2 z1 z2 — 6
2)3(z — z2)

- 2  4 7  — 6 5

z = z (8i)3 82 i
0 да x 2 + 3 л о • 5 5я A Записываем ответ: I — ;— ------——г dx = 2 яг • — = — . ▲

—•’да (x 2 + 2x + 17)2 82 i 32

Пример 15. Вычислить с помощью вычетов | (Х2+ 1)cos x dx .
—да x — 2 x +  2

Л тз да (x + 1) eix , _ „  . (z + 1) ё ‘А Рассмотрим интеграл J —— ------- ax . Функция f  (z ) =
—да x — 2 x + 2 z  — 2 z  + 2

удовлетворяет всем условиям леммы Жордана. Особые точки функции z  = 1 + i 
и z2 = 1 — i . В верхней полуплоскости лежит лишь точка z  = 1 + i .

Так как точка zx является полюсом первого порядка, то
(2 + i) e-1+гRe s__ z + 1__ eiz = __(z +1) e__

1+i z 2 — 2z + 2 (z 2 — 2z + 2)" 
Получаем

z=1+i
2i

I (x +1  e  ̂dx = 2яi e 1+i = яe J(2 + i)(cos 1 + i sin 1). 
—да x — 2 x + 2 2 i

Записываем ответ:
да (x + 1)cos x , _ да (x + 1) e'x ,— £-----— dx = Re ^^2— — -  dx =
—да x — 2 x + 2 —да x — 2 x + 2

= Re (rne '(2 + i)(cos1 + i sin1) = rne '(2cos1 — sin1). ▲

Дополнительные задачи

1. Найти вычеты функций в конечных особых точках:
2 z -л

а) f  (z) = — тч; б) f  (z) = i f  ; в) f  (z) = (z 2+ 2 z —1) co^z  + 3 z +  z + 3 ’ z (z — 1)’ z — 1

Ответ: а) Res f  (z) = ; Res f  (z) = 1—3 ; Res f  (z) = ^ ;

б) Res f  (z) = — 5 ; Res f  (z) = e ;

в) Res f  (z) = —18.
2. При помощи вычетов вычислить следующие интегралы:

а) ; 6) l ( z  + 2)+z + 5) d z ; в) lzl[iz ’ sin:1d z.1 1 2

Ответ: а) — 2яieл; б) 2 я i;  в) — я i .
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3. Вычислить:
ч 2[ dx г dx 0xsin3x ,

а) j 2 + cosx 9 б) —О(x2 + 2x + 2)2 ; в) _[x2+16
„ N 2л Л 4 _12Ответ: а) —j ^ ; б) ; в) л  • e .

Занятие 22

Контрольная работа

Вариант 1

z 2 _ 2 z _ 31. Функцию f  (z) = —— ------- разложить в ряд Лорана в окрестности
z + 2 z — 3

точки zA = 10

Ответ: f  (z) = j r  3 ( .”1) (z _ 1)n + 1 -----Ц , 0 < |z _ 1 < 4 .
”= 1 4  4 z — 1

2. Функцию f  (z) = z • cos—1 ~ разложить в ряд Лорана в окрестности
z + 3

точки zA = —3.

Ответ: f  (z) = Y  ----- _ 3 Y  -— , 0 < Iz + 3| < г .
*/ w  ””=0 (z + 3)2”_1(2”)! ””=0 (z + 3)2” (2”)! 1 1

3

sh z  — z  — —
3. Для функции f  (z) = —;—-------6  определить порядок нуля в точке

sin6 z _ 6 z
z0 = 0 .

Ответ: нуль 2-го порядка.

4. Для функции f  (z ) = з sin z— - найти конечные изолированные осо-
z  (1 _ cos z)

бые точки и определить их тип.
Ответ: z  = 0 -  полюс четвертого порядка; z = 2лк, к Ф 0 -  полюс перво

го порядка.
5. При помощи вычетов вычислить следующие интегралы:

а) j  ,  z + 1-------d z ; б) f  ------ ------------d z ;
) |z|=1,5 z 3 _ 3z2 + 2z ; ) |zj= 2  (z + 1)3(z + 3) ;

в) j (z2 + 5z + 5) cos 2 d z .
|z1=3 z + 1

Ответ: а) _  3л1 ; б) л 1 ; в) _  12 л1 .
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6. Вычислить интегралы
2 7Л 27 dt , да dx , да (x + 1) sin 2x ,

а JV7sint + 4 ; L(x2 + 1)(x2 + 2 5 ) ; в -[ x2+ 2 x + 2  x .

Ответ: а) 2 7 ; б) ^ ; в) n e 2 c o s2 .

Вариант 2

z 2 -  2 z -  31. Функцию f  (z) = —г— ------- разложить в ряд Лорана в окрестности
z + 2 z -  3

точки zn = -3 .0

Ответ: f  ( z ) = e (z ; i >  + 5  - - ^ > 0 < iz + 3 < 4 .n=1 4 4 z + 3
22. Функцию f  (z) = (z + 2) sin------ разложить в ряд Лорана в окрестно-

z  - 1
сти точки zn = 1 .

да (-  1)n 2n+1 да (- 1)n 22n+1
Ответ: f  (z) = jr (П2) + 3 'Z 1 \ 2 n+1 п  , 0 < Iz -  1 < да'n=0 ( z - 1) (2n + 1)! n=0 ( z - 1) (2n + 1)!2 n (2n + 1

2

ch z -1  -  z2
3. Для функции f  (z) = -----^—т-2  определить порядок нуля в точке z0 = 0.

e -1
Ответ: нуль 3-го порядка.

• 3
4. Для функции f  (z ) = —------------г найти конечные изолированные

z (1 -  cos z)
особые точки и определить их тип.

Ответ: z  = 0 -  полюс второго порядка; z  = 2nk, к * 0 -  полюс первого 
порядка.

5. При помощи вычетов вычислить следующие интегралы:

а) I  z 3 -z4z+ 2̂+ 3z dz; б) z L  (z -  m z  -  3) dz;
3

в) J (z2 -  5z + 6) sin---- - d z .
|z|=3 z -  1

Ответ: а) —5 n i ; б) 2 n i ; в) 3 n i .

6. Вычислить интегралы:
2f dt да dx r (x -1 )  cos x , 
0 5sin t + 3V5 ; -да(x2 + 4)(x2 + 9); ^  x2 -  2x + 2

Ответ: а) ; б) ^ ; в) -  n e 1 sin 1 .
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Занятия 23-25

Операционное исчисление

Пример 1. Установить, являются ли оригиналами следующие функции:

а) f ( t ) =
tg t , t > 0,

0, t < 0; б) f ( t )  =1 0, t < 0 .
А а) Функция f  (t) локально интегрируема, т. е. для любых  ̂ и t2 суще-

t2 I 3 3ствует |  f  (z ) d t . Так как |e3t c o s2 t < e2t, то в качестве M можно взять любое
t1

число > 1 и £0 = 3. Следовательно, функция f  (t) является оригиналом.
яб) Функция f  (t) в точках t = — + кя имеет разрывы второго рода.

Функция f  (t) = tg t не является оригиналом. ▲
Пример 2. Пользуясь определением, найти изображение функции- 

оригинала f  (t) = t • e .
t = u, du = dt

А F (p) = 11 e e pdt = 11 e(1 p) tdt =
0

1
1 — P 1 — P

|  e(1 p) tdt =

e

1

(1—p) tdt = dv, v = - 1— e(Up) t
1 — p

(1—p ) ̂  _ —
0 (p  — 1)

e(1—p ) t
(p —1)2

Re p  > 1. ▲

pПример 3. Пользуясь соотношением cos t = —
p  +1

и теоремой подобия,

найти изображение функции f  (t) = cos G) t

1А По теореме подобия F  (p) = —
p
w p

w
+1

2 , , - 2  p  +w
▲

. 1Пример 4. Пользуясь соотношением t ^ — , свойством линейности и
p

теоремой смещения найти изображение функции f  (t) = t • sin2t .
2it —2 it 1 1

А Так как f  (t) = t ----- ------ = — t e2lt — — t e 2lt, то
J 2i 2i 2i

F  (p) = 1
2i

1 1 \ _ 1 (p  + 2 i)2 — (p  — 2i)2 _
(p  — 2i)2 (p  + 2i)2)  2i (p  — 2i)2(p  + 2 i)2 

_ 1 8 pi _ 4 p
2i (p 2 + 4)2 (p 2 + 4)2

▲

да

0 0

2
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Пример 5. Пользуясь соотношением sin 2t = 2 и теоремой о диф-
p 2 + 4

ференцировании изображения, найти изображение функции f  (t) = t • sin2t .

А F (P ) = _
f  2 Л 

P2 + 4,
= _2 • (_1) • (p 2 + 4)_ 2 • 2p  = 4 p

(p 2 + 4)2
▲

Пример 6. Пользуясь теоремой о дифференцировании оригинала, найти 
изображение функции f  (t) = cos2t .

А Пусть f  (t) = F (p ) . Тогда f  '(t) = p  F(p) _  f  (0).
2Но f (0) = 1, а f  '(t) = _2cos t sin t = _ sin2t =

p 2 + 4
. Следовательно,

2 1 —------= p  • F (p) — 1, откуда F (p) = —
p 2 + 4 p

1 _ 2

p 2 + 4

p 2 + 2 

(p 2 + 4) • p
▲

Пример 7. Используя теорему запаздывания, найти изображения следую
щих функций (рис. 16).

Рис. 16

А а) Запишем изображенную функцию в виде
f  (t) = _ t -1 (t _ 1) = _ (t _ 1) -1(t _ 1) - 1-1 (t _ 1) .

1 e 1 eПо теореме запаздывания F (p) = ■
p~ p

б) Запишем изображенную функцию в виде 
f  (t) = (t _ 1)-1 (t _1) _ (t _ 1) -1 (t _ 2) + (3 _ t) -1 (t _ 2) _ (3 _ t)-1 (t _ 3) 

= (t _ 1)-1 (t _ 1) _  2 (t _  2)-1 (t _  2) + (t _  3)-1 (t _  3).
1По теореме запаздывания F (p ) = - 1  e p + -1  - 2 e 2 p + -1  - e 3 p

p  p  p
▲
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Пример 8. Найти изображение функций:

а) f  (t) = t e2t - sin 3 t; б) f  (t) =2t ^  ^ .4  i e 3 cos4  (t -  2), t > 2;
0, t < 2.

3 it 3А а) sin3t = —-----; e sin3t =
p 2 + 9  ' (p  -  2)2 + 9

f  О Л
tte sin3t -  - 3 6 (P -  2) 2 ?v (p  -  2)2 + 9 J ((p  -  2)2 + 9)

б) cos 41 -  2 P  ; cos 4 ( t -  2)-1 (t -  2) -  e~2p - 2 P ;
p  +16 p  +16

e c o s 4 ( t -2 )-1  ( t - 2 )  -  e ’- <p*3) • . ▲
(p  + 3) +16

Пример 9. Пользуясь теоремами об интегрировании изображения и об ин-
1 e3x -  cos2xr ^  re - cos2x j тегрировании оригинала, найти изображение функции J --------------dx
0 Х

А С помощью правила Лопиталя легко показать, что функция

в точке t = 0 имеет разрыв первого рода. Следовательно, функция 

является оригиналом.

x
e3t -  cos2t 

t
e3t -  cos2t 

t

1 PНаходим e3t -  cos2t = ------------ — . По теореме об интегрировании
p  -  3 p  + 4

изображения находим 

e -COs2t -  J f - ^  — dP = (ln (p - 3 ) -  1 ln  (P 2 + 4)2

= ln

t/ p ’ + 4

P -  3
По теореме об интегрировании оригинала находим 

J e" -  cos2x dx -  1  - In I Z I 4 . ▲
0 x p  p  -  3

Пример 10. Найти свертку оригиналов cos 2t и s in  t и изображение для 
свертки.

А Находим
t  Л t

cos 2t * sin t = J cos2x - sin (t -  x) dx = —■ J (sin (t + x) + sin (t -  3x)) dx =
0 2 0

1  ( — cos (t + x) + 1  cos (t — 3x) 1 (cost -  cos2t).

дада

0

t

0
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F  (p ) = 1
p  p p

p 2 +1 p 2 + 4 J (p 2 + 1)(p 2 + 4)-
Изображение свертки можно получить, используя теорему Бореля.

p 1 p 1 Так как cos 2t = — —-, sin t = —;— -, то cos 2t * sm t = —------------

p  ▲
(p 2 + 4)( p 2 +1)

Пример 11. С помощью интеграла Дюамеля найти оригинал для изобра

жения F  (p )  = - --------------- — .
(p  _  1)(p  _  2)

А Представим изображение в виде F (p )  =  p ---- ---------- . Здесь
p  — 1 p  — 2

F1(p ) = ^ Ц ,  f 1( t) = e , F2(p ) = ^ ^ >  f 2 ( t) = e ^ • p  — 1 p  — 2

Так как P F 1 (p ) - F 2 (p ) =  f 1 ( 0 )  - f 2 ( t )  +  f ' *  f 2 , то
p  ^

(p  _  1)(p  _  2) '
t t

1 - e 2t + j eT - e 2(t_x) dx = e2t + e2t j e_dx = e2t _  e2t - e_
0 0

Пример 12. Найти оригиналы для функций:
2

= _ e t + 2e 2t. ▲
0

\ T 7 r  \  3 p  +  2 j—i s ч 3 p  + 3 p  —13 а) F ( p )  =  ^ 2 »— — ; б) F = ^  ^
2 p 2 — 8 p  + 6 ’ p  (p 2 + 4 p  +13) 

p 2 + p  +1
(p  _ 1)( p  + 1 ) 2  

А а) Используем представление
ч _  3P  +  2 _  1,5p + 1 _  1,5 (p  _  2) +  3 

(p ) 2 ( p 2 _  4p  + 3) (p  _  2 )2 _  1 (p  _  2 )2 _  1 

+  ^ 1  =  1 , ^ - p ^ 2  + 4 -  1
(p  _  2) _  1 (p  _  2) _  1 (p  _  2) _  1 

Используя таблицу изображений, свойство линейности и теорему смеще
ния, получим

f  (t) = 1,5 e2t ch t + 4e2t sh t = 11 e3t — 5  e1.

б) Представим F (p) в виде F (p) = - 3p——3 p — = A  + B  + Cp  (p2 + 4 p  +13) p  p 2 + 4 p  +13 
Отсюда следует равенство 3p 2 + 3p  _ 13 = Ap2 + 4Ap +13 — + Bp2 + Cp.

t
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A + B = 3, 
или система i 4A + C = 3,

13 A = —13.
Решая ее, получаем A = —1, B = 4, C = 7 и

F (p) = 1  + 4 p  + 7 = — 1  + 4 ( p  + 2) — 1
(p) p  p 2 + 4p  +13 p  (p + 2)2 + 32.

Отсюда, У (t) =  — 1 + 4 e  2t c o s3 t  — 1  e 2t sin 3 t .

в) Функция F  (p) имеет два полюса: простой полюс p  = 1 и полюс вто
рого порядка p 2 = — 1. Находим

о  (p 2 + p  + 1) ept 0  (p 2 + p  + 1) e pt f  (t) = R e s ^ — -  + R e s ^ — - .
Я-1 (p  — 1)(p  + 1)2 p2=—1 (p  — 1) (p  + 1)2

Находим вычеты
R e s(p 2+ p + 1) ePt = 1im (p 2 + p  + 1) (p —1) ePt = 3 e
R1=1 (p  — 1)(p + 1)2 p-* (p  — 1)(p + 1)2 4 ’

f

RQs( p + p + 1 e _  =  l i m  f  ( p 2 +  p  + 1 )  ( p  + 1 ) 2 ept^
1 1 p̂ —1p2=—1 (p  — 1)(p + 1)2 p-—1  ̂ (p  — 1)(p + 1)

r ( p 2 + p  + 1) ept̂= lim
p̂ —1 \ p — 1p  — 1

= lim ((2P+ 1) ep + tep (p 2 + p  + 1)(p  —1) — (p 2 + p  + 1) ep = 1  e t — 1  t e-t
p-1 (p  — 1)2 4 2

получаем

f  (t) = 3  et + 1  e — — 1  t e — • ▲
Пример 13. Решить задачу Коши:

x" — 3x' + 2x = 2e3t, x (0) = 1, x'(0) = 3 .
А Перейдем от оригиналов к изображениям:

2x (t) = X  (p), x’(t) = p  X  (p ) — 1, x”(t) = p 2 X  (p ) — p  — 3, 2e3t =
p — 3 ‘

2Запишем уравнение для изображений: p  X  — p  — 3 — 3pX  + 3 + 2X  =
p  — 3

Решим уравнение для изображений:
V( 2 -2 04 2 I 2 +  p 2 — 3 p  1X  (p  —  3 p  +  2) = ----- - +  p, X  -  ^ ^ -

p  — 3 (p  — 3 p  + 2)(p — 3) p  — 3
Найдем оригинал для функции X (p ) : x (t) = e3t. ▲
Пример 14. Решить задачу Коши: x" + 4x = cos2t, x (0) = 1, x'(0) = —1. 
А Перейдем от оригиналов к изображениям:
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x (t) f  X  (p), x'(t) = p X  — 1, x"(t) = p 2 X  _ p  +1 

cos2t f  p
p 2 + 4

Запишем и решим уравнение для изображений:

p 2X  — p  +1 + 4X  = - ^ - , X  = 2p  „42 + — p---------- 1p 2 + 4 ’ (p 2 + 4)2 p 2 + 4 p 2 + 4 ’

x =  2 p  2 +1 = p 2 +1 = 1 + p
p  (p 2 + 1) p  (p 2 + 1) p  p 2 +1 

Таким образом, x(t) = 1 + cos t . x(t) = 1 1 sin 2t + cos 2t _ 1  sin 2 t. ▲ 

Пример 15. Решить задачу Коши:

X  x1(0) = —1 x2(0) = 0 .
А Переходим от оригиналов к изображениям:

Х1 (t) F X 1 (p), x" (t) F pXx (p) +1, x2 (t) F X 2 (p),

x2 (t) F pX 2 (p), 1F —, 2 F —.
p p

Запишем систему уравнений для изображений:
p X  +1 = _ X 2 +

p

px " = X 1 + p .

Умножим первое уравнение на p  и подставим во второе:

p 2X  + p  = _ X  _ -  + 2.
p

Отсюда получим

x  1 = - ^ -  — -1 , X 2 = — ^  + 1 — 1 +  2  =  — ^  ^ . 
p  + 1 p  p  + 1 p  p  + 1 p

Находим оригиналы для функций:
x  (t) = 2 sin t _  1, x2 (t) = _2 cost + 2 . ▲

Пример 16. С помощью интеграла Дюамеля решить уравнения:
а) x + 2x = —3t + 2 , x (0) = 0 .
б) x " + x = e , x(0) = 0 .
А а) Составим уравнение z " + 2z = 1, z(0) = 0 и решим его: 

z(t) f  Z( p), z  (t) f  p  Z  (p), 1 f  1 ;
p

pZ + 2Z = 1  Z = ___ 1___ = 1  p  + 2 _ p  = 1  Г4_____1__^
p  p (p  + 2) 2 p (p  + 2) 2 Vp  p  + 2
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z (t) = 1  I1 -  e 2t), z '(t) = e 21

Находим

— 2 + 3t -2 xe 3 -2 x 
2 xe +

x (t) = J  z'(x) - f  (t -  x) dx = J  e 2x (2 -  3 (t -  x)) dx =
0
t t 

= (2 -  3t) J  e~2Tdx + 3 J  xe~ 2 T dx =
0 0 2

■ 3 f -2x J (  1 3 ,  ̂ -2t 1 3 , 3 , -2t 3 —2t _- 3+ — J e dx = I -1  + — t I e +1 -  — t -  — te -  — e + — =
2 J v 2 J 2 2  4 4

= 1,75 -1,5 t -1,75 e ~2t.

б) Составим уравнение z  + z = 1, z(0) = 0 и решим его:

z(t) -  Z(p), z ( t)  -  p  Z (p), 1 -  —;
P

Z (P)
1 P +1 -  P _  1 1

p  (p  + 1) p  (p  + 1) p  p  +1 
z(t) = 1 -  e_t, z'(t) = e~-.

t t t л

x (t)  =  J z ' ( x )  - f  (t -  x )  d x  =  J e~x - e t - x d x  =  e  J e—x d x  =  -  - -  e'e 2
0 0 0 2

Находим

1  e  -  e— ). ▲

Самостоятельная работа 

Вариант 1

1. Найти изображение функции f  (t) = t - ch 2 t .

Ответ: F (p ) = P2 + ̂ 2 .
(P -  4)

2. Найти изображение функции, заданной графически (рис. 17).

0
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Ответ: F (p) = 1  + e 2p
p

1 . 1

3. Найти изображение функции f  (t) = J
t 2 тe т 1 — 3т dT.

т

Ответ: F  (p ) = —
p

ln p 3
p  — 2 p  J

P4. Найти оригинал для функции F (p) = -r-
p  — 2 p + 5

f  1 Л Ответ: f (t) = e cos2t + — sin2t
V 2

5. Решить задачу Коши: x" — 3x' + 2 x = e5t, x(0) = 1, x'(0) = 2. 

Ответ: x(t) = -1  e5t + 1  e + 2  e2t. 
w  12 4 3

6 . Решить задачу Коши

x , 3x + 4, x(0) = J(0) = 1.jy = 4 x — 3 y ,

Ответ: x(t) = 6  e5t — 1 ê 5t, y  (t) = 3  e5t + 2  e 5t.

Вариант 2

1. Найти изображение функции f  (t) = t • sh 3 t . 

Ответ: F  (p ) = 6 p
(p 2 — 9)2

2. Найти изображение функции, заданной графически (рис. 18).

Ответ: F (p) = ------ 1  + -1  e p
p  p  p

0
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3. Найти изображение функции f  (t) = J
t  -2  тe - т - 1 dT.

т

Ответ: F  (p) = 1
P

ln- P
p  + 2 p

P -  3
p  + 2 p  + 5

4. Найти оригинал для функции F  (p) =

Ответ: f  (t) = e t(cos2t -  2sin2t).
5. Решить задачу Коши
x + 2x' -  3x = e- , x(0) = 0, x (0) = 1.

Ответ: x(t) = 1 (3et -  e^  -  2e -) .
8

6. Решить задачу Коши

f . = - x : 2 J, x(0)= 1, у д а = - 2 .L y  = 3x + 4 y,
Ответ: x(t) = -  e + 2 e2t, y (t) = et -  3 e2t.

Дополнительные задачи

1. Найдите изображения для функций:
t

а) f  (t) = sin41; б) f  (t) = ch t • cos2t ; в) f  (t) = J 1 -  cos2t

Ответ: а) F (p) = p -  4 + 3
^p2 +16 p2 + 4 p ; б) f  (p) =

• e 3xdT. 

p +1
(p - 1)2 + 4 ' 2 (p + 1)2 + 4

p - 1

в) F  (p) = - l n  ^P + 4 .P p
2. Найти изображение функции, заданной графически (рис. 19).

Ответ: F (p ) =  ~ 2  -  A -  e p -  -^т  e 2p +  ~ 2  e 3p . p 2 p 2 p 2 p 2

0

1
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3. Дважды применив теорему об интегрировании оригинала, найти ори

гинал изображения F  (р) = 2 1— —.
P (P + 4)

Ответ: f  (t) = 1  ( 1 - 1  sin 2t j .

4. Найти оригиналы для следующих изображений:

F (P ) = (рГ+1)2 ; б) F(P) = ~рГ—8 ; в) F (P ) = ( р + 1)(р> — 5 р +6) '
Ответ: а) f  (t) = (t -  3) e (t-3) -1 (t -  3);

б) f  (t) = 1  e21 - 1  e - (cos t V3 + V3sin 17 3 ); в) f  (t) = 8 e3t -  5e t -  2e2t

5. Решить задачи Коши:
а) x" + 3x' = e , x(0) = 0, x'(0) = - 1 ; б) x" + 4x = sin3t, x(0) = x'(0) = 0 ;

- 3  P

f
в) Г '  x 4 У1 а x (0) = 3, y  (0) = - 2 .[ y  = - 4  x + 4 y,

i с 9 ■э i
Ответ: а) x = 1  el + — e-3t -  ̂ ; б) x = — sin2t - 1  sin3t;

в) x  = 2 + e5 , y  = 2 — 4 e 5t.
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