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Введение 

В последнее десятилетие нанотехнологии как развитие естественных наук 
и основа технологической революции XXI века становятся предметом фунда-
ментальных и технологических исследований. Физика наноматериалов и нано-
технологий предъявляет повышенные требования к фундаментальной подго-
товке специалистов, основанной на глубоких знаниях и представлениях, зало-
женных в общих курсах по механике, молекулярной физике, электричеству, 
атомной физике. В этом плане успешное развитие современной высшей школы 
неотделимо от поиска новых средств и приемов, меняющих  стратегию образо-
вательного процесса, в котором серьезное внимание должно уделяться междис-
циплинарному характеру подготовки специалистов новой формации.  

В настоящее время университетская образовательная система в Респуб-
лике Беларусь столкнулась с новыми реалиями как объективного, так и субъек-
тивного характера. Осуществляемый переход к четырехлетнему обучению 
предполагает интенсификацию учебной деятельности, обновление образова-
тельных программ высшей школы. Нынешний выпускник университета должен 
быть не только хорошо ориентирован в профессиональной среде. В условиях 
постоянного обновления знаний и технологий он должен уметь самостоятельно 
и плодотворно продуцировать знания, обладать навыками самообучения. 

Вместе с тем особенности психологии восприятия и усвоения информа-
ции, характерные для многих представителей современной студенческой моло-
дежи, существенно затрудняют выполнение этой задачи. Предлагаемое автора-
ми пособие призвано содействовать преодолению трудностей, возникающих на 
этом пути. Пособие содержит ряд разделов, в каждом из которых приводятся 
алгоритмы решения задач и подробные решениянескольких задач в соответст-
вии с алгоритмами. 

Оригинальный методологический подход, использованный авторами, по-
зволяет внести существенные коррективы в организацию практических занятий 
по курсу «Физика». Благодаря тому, что материал строго ранжирован по уров-
ню сложности, оказывается возможным преодоление разноуровневого характе-
ра подготовки студентов в академической группе, приступающей к решению 
задач. Преподаватель получает возможность работать с каждым студентом ин-
дивидуально, в доступном для него темпе. Материал задачника легко может 
быть перенесен в электронный формат, что делает его доступным для само-
стоятельной работы студентов вне учебной аудитории, а также позволяет рабо-
тать с ним в тестовом режиме контроля знаний студентов.  
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В представленных в пособии алгоритмах упор делается на «пошаговое» 
решение задач: каждый этап алгоритма требует выполнения строго определен-
ного действия, результат которого позволяет перейти к тому этапу, выполнение 
которого даст возможность  продолжать решение задачи в нужном ключе, при-
ближая получение конечного результата. Использование последовательных 
этапов решения задач на основании предложенных алгоритмов позволяет дос-
тичь нескольких целей: 1) даже слабо подготовленный студент способен начать 
решение задачи и продолжить ее решение в правильном направлении, двигаясь 
от одного этапа алгоритма к другому; 2) в ходе освоения студентами алгоритма 
решения задач реализуется на практике основной принцип педагогики: «От по-
вторения – к навыку, от навыка – к умению, от умения – к творчеству». Повто-
рение одних и тех же действий при решении разных задач позволяет студентам 
приобрести и закрепить базовые навыки в практическом применении теорети-
ческих знаний; 3) повторение в строгой последовательности этапов алгоритма 
позволяет определить и студенту, и преподавателю, на каких этапах постоянно 
возникают затруднения и как их можно устранить. С этой целью все последова-
тельные этапы алгоритма строго пронумерованы (в тексте этапы обозначены 
как п.1, п.2 и так далее), что позволяет при необходимости каждый этап деталь-
но проработать независимо от остальных. Более того, алгоритмы составлены 
таким образом, чтобы навыки выполнения целого ряда пунктов этапа одной те-
мы повторялись и в других разделах. 

Таким образом, студенты приобретают навыки использования одного и 
того же математического и логического аппарата для решения задач, основан-
ных на совершенно  разных физических явлениях.  

Авторы надеются, что предлагаемые в данном пособии методологические 
приемы послужат успешной реализации новых подходов в развитии образова-
тельного процесса современной высшей школы в области естественных наук.  

Авторы благодарят профессора В.М. Анищика, а также коллектив кафед-
ры общей физики УО «Гродненский государственный университет  
им. Я.Купалы»за полезные советы и замечания, высказанные ими в процессе 
подготовки настоящего пособия к изданию. Замечания и пожелания просьба 
направлять по адресу: 220013, Минск, ул. П.Бровки,6. 

Авторы 
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1. МЕХАНИКА 
 

1.1. Кинематика материальной точки (прямая задача). Алгоритм  
решения задач 
Исходя из условия задачи, начать решение с одного из пунктов алгорит-

ма. В том случае, если в условии заданы координаты материальной точки, сле-
дует пользоваться алгоритмом, начиная с п.1 или с п.1' для угловых координат. 
Если же в условии задачи заданы составляющие скорости или ускорения, сле-
дует пользоваться алгоритмом, начиная с п.2 или п.3, а для угловых параметров  
начиная с п. 2' или п. 3'. 
П.1. Исходя из условия задачи, записать систему уравнений, определяющих 
значения координат как функции времени: 

( ),
( ),
( ).

x x t
y y t
z z t





 

П.1'. Записать зависимость угла поворотаот времени: 
( )f t  . 

П.2. Определить проекции вектора скорости на оси выбранной системы коор-
динат путем дифференцирования координат по времени: 

,x
dx
dt

  ,y
dy
dt

  z
dz
dt

   

или взять их из условия задачи. 
П.2'. Найти угловую скорость вращения путем дифференцирования угла пово-
рота тела   по времени или взять ее из условия задачи: 

d
dt


  . 

П.3. Определить проекции вектора ускорения на оси выбранной системы коор-
динат дифференцированием соответствующих проекций скорости по времени 
или взять из условия задачи: 

x
x

dw
dt


 ; y
y

d
w

dt


 ; z
z

dw
dt


 . 

П.3'. При вращательном движении угловое ускорение определить путем диф-
ференцирования угловой скорости по времени или взять его из условия задачи: 

d
dt


  . 

П.4. Записать вектор скорости поступательного движения через найденные в 
п.2 проекции x y zi j k      

  , где ,  ,  i j k
 

 – единичные векторы, опреде-
ляющие направления осей Ox , Oy  и Oz  в декартовой системе координат. 
П.4'. Направление вектора угловой скорости 


 определить в соответствии с 

правилом правого винта. 
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П.5. Модуль вектора скорости поступательного движения определить по фор-
муле 

2 2 2
x y z     . 

П.6. Записать вектор ускорения поступательного движения через найденные в 
п. 3 проекции: 

x y zw w i w j w k  
  . 

П.6'. Направление углового ускорения определить в соответствии с правилом 
правого винта. 
П.7. Модуль вектора ускорения поступательного движения определить по фор-
муле 

2 2 2
x y zw w w w   . 

П.8. Для нахождения уравнения траектории поступательного движения матери-
альной точки из системы уравнений движения необходимоисключить время 

( ),
( ),
( ).

x x t
y y t
z z t


 
 

 

П.9. Для определения угла между любыми двумя векторами следует использо-
вать скалярное произведение этих векторов: 

cosr r      
   , или cosw w      

   , или cosr w r w    
    , 

выразив из этих соотношений углы между соответствующими векторами. 
Примечание. Если в задаче не требуется выполнение какого-нибудь из 

пунктов алгоритма, то соответствующие пункты исключаются из решения, а 
продолжение решения задачи идет согласно следующим после пропущенного 
пунктам. 

1.1.1. Примеры решения задач 
Пример  1. Уравнение движения материальной точки имеет вид 

(3 2) 4 .r t i t j    
  Найти вектор скорости  , вектор ускорения w , модули w  

и   и вывести уравнение траектории точки. 
Решение 

П.1. Запишем систему уравнений, определяющих координаты точки: 
23  tx , ty 4 . 

П.2. Найдем проекции скорости на оси Ox  и :Oy  

3x
dx
dt

   , 4y
dy
dt

    . 

П.3. Найдем проекции ускорения: 
0xw  , 0yw  . 

П.4. Определим вектор скорости: 
3 4i j  
 

. 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



7 
 

П.5. Определим модуль скорости: 
2 23 4 5    . 

П.6. Ускорение точки 0w 
 . 

П.7. 0w  . 
П.8. Выведем уравнение траектории. Для этого исключим время из системы: 

3 2
4 4

x t yt
y t
 

    
, 

3( ) 2,
4

3 4 82 ,
4 3 3

yx

yx y x

  

      
 

3
8

3
4

 xy  – уравнение траектории. 

Пример  2. Частица движется в плоскости XOY так, что ее координаты 
изменяются по закону sinx a t   , (1 cos )y b t   , где a,b и  – положитель-
ные константы. Определить вектор ускорения как функцию радиуса-вектора 
точки. 

Решение 
Решение начинаем с п.2, т.к. координаты точки заданы в условии задачи. 
П.2. Найдем проекции вектора скорости на оси координат путем дифференци-
рования координат по времени  

cosx
dx a t
dt

     , siny
dy b t
dt

      . 

П.3. Найдем проекции ускорения точки на оси Ox  и :Oy  

2 sinx
x

dw a t
dt


     , 2 cosy
y

d
w b t

dt


      . 

П.6. Найдем вектор ускорения: 
2 2sin cosw a t i b t j        

 
. 

Запишем формулу для радиуса-вектора точки: 
,

sin cos .
r xi yj zk
r a t i b j b t j
  

       

 

    

Из последнего равенства выразим 
sin cosa t i b t j r b j       

    
Подставим в выражение для вектора ускорения (п.6) 

2 ( )w r b j   
  . 

Пример 3. Уравнение скорости частицы имеет 
вид 2(3 2 ) 4 5t i t j k     

  . Определить вектор ускорения w  и его модуль w , 
а также угол между векторами   и w  как функцию от времени. 
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Решение 
Поскольку в условии задачи задана скорость, начинаем решение с п.2. 
П.2. Выпишем из условия задачи значение составляющих скорости: 

23 2x t   , 4y t  , 5.z   
П.3. Найдем составляющие ускорения xw , yw , :zw  

4x
x

dw t
dt


  , 4y
y

d
w

dt


  , 0z
z

dw
dt


  . 

П.6. Найдем вектор ускорения jitw
 44  . 

П.7. Найдем модуль вектора ускорения w : 
2 2 2 2 2(4 ) (4) 4 1x yw w w t t      . 

П.9. Для определения угла между векторами w  и   определим предварительно 
модуль вектора   согласно п.5 алгоритма: 

2 2 2 2 2 2(3 2 ) (4 ) 5 9 12 4 16 25 20 12 34t t t t t t t             , 
2 2

2 2 2 2

3

2 2

((3 2 ) 4 5 )(4 4 ) 4 (3 2 ) 16cos
(4 1) 20 12 34 4 1 20 12 34

2 19        = .
1 20 12 34

w t i t j k t i j t t t
w t t t t t t

t t

t t t

        
    

      



  

    

 

Пример  4. Твердое тело вращается вокруг неподвижной оси так, что угол по-
ворота зависит от времени 3At Bt   , где A и B – положительные константы. 
Найти значения угловой скорости и углового ускорения как функции времени. 

Решение 
П.1'. Зависимость угла поворота от времени задана в условии задачи: 

3At Bt   . 
П.2'. Найдем угловую скорость вращения: 

23d A Bt
dt


    . 

П.3'. Найдем угловое ускорение: 

6d Bt
dt


    . 

Пример  5. Тело движется в плоскости XOY так, что его координаты ме-
няются по закону 25 7 2 ,x t t   22 4y t t   . Определить векторы скорости и 
ускорения и угол между ними как функции времени. 

Решение 
П.1. Запишем систему уравнений, определяющих координаты точки: 

25 7 2 ,x t t   22 4 .y t t    
П.2. Найдем проекции скорости на оси Ox  и :Oy  
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7 4x
dx t
dt

    , 1 8 .y t     

П.3. Найдем проекции ускорения: 

4x
x

dw
dt


   , 8.y
y

d
w

dt


   

П.4. Определим вектор скорости: 
(7 4 ) (8 1)t i t j    

 
. 

П.5. Определим модуль скорости: 
2 2 2 2 2

2

(7 4 ) (8 1) 49 56 16 64 16 1 80 72 50

   2 20 18 12,5.

t t t t t t t t

t t

              

  
 П.6. Определим вектор ускорения: 

4 8 .w i j  
   

П.7.Определим модуль ускорения: 
2 2( 4) (8) 16 64 4 1 4 4 5w         . 

П.9. Для определения угла воспользуемся скалярным произведением векторов: 

2 2

((7 4 ) (8 1) )(8 4 ) 80 36cos
4 5 2 20 18 12,5 8 5 20 18 12,5

w t i t j j i t
w t t t t

      
   

     

    

  . 

Пример  6. Движение точки в плоскости XOY описывается уравнениями 
2sinx t   и 3cosy t  . Найти векторы скорости и ускорения точки в зависи-

мости от времени, а также получить уравнение траектории. 
Решение 

П.1. Координаты точки заданы условием 
2sinx t  , 3cosy t  . 

П. 2. Определяем проекции скорости: 

2 cosx
dx t
dt

     , 3 siny
dy t
dt

      . 

П.3. Находим проекции ускорения: 
22 sinx

x
dw t
dt


     , 23 cosy
y

d
w t

dt


     . 

П.4. Записываем вектор скорости: 
2 cos 3 sint i t j        

 
. 

П.6. Записываем вектор ускорения: 
2 2 22 sin 3 cos (2sin 3cos )w t i t j t i t j               

    . 
П.8. Ищем уравнение траектории: 
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2
2

2
2

sin ,sin2sin 22
3cos cos cos .3 3

xx ttx t
yy t yt t

                        

 

2 2
1

2 3
x y       

   
 – уравнение эллипса. 

Пример  7. Радиус-вектор точки с течением времени меняется по закону 
2 32 3 5 .r t i t j tk  

 
Найти векторы и модули скорости и ускорения точки 

как функции времени. 
Решение 

П.1. Определяем координаты частицы: 
22x t , 33y t  , tz 5 . 

П.2. Находим проекции скорости: 

4x
dx t
dt

   , 29y
dy t
dt

    , 5z
dz
dt

   . 

П.3. Находим проекции ускорения: 

4x
x

dw
dt


  , 18y
y

d
w t

dt


   , 0z
z

dw
dt


  . 

П.4. Записываем вектор скорости: 
24 9 5t i t j k     

 
. 

П.5. Определяем модуль скорости: 
2 416 81 25t t    . 

П.6. Записываем вектор ускорения: 
4 18w i t j  
  . 

П.7. Находим модуль: 
216 256w t  . 

Пример  8. Колесо вращается так, что угол поворота зависит от времени 
3A Bt   , где А и В–положительные постоянные. Определить как функции 

времени значения угловой скорости  и углового ускорения . 
Решение 

П.1'. Зависимость угла поворота от времени задана в условии задачи: 
3A Bt   . 

П.2'. Находим угловую скорость: 
23d Bt

dt


   . 

П.3'. Находим угловое ускорение: 
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6d Bt
dt


   . 

Пример 9. Радиус-вектор частицы меняется со временем по закону 
(1 )r bt t 

 , где constb 


 и const  . Найти зависимость от времени векторов 
скорости   и ускорения w . 

Решение 
П.1.Направление вектора r задается направлением вектора b


. Направим 

осьOX вдоль вектора b


.Тогда проекции вектора r на оси равны 
(1 ), 0, 0.x bt t y z      

П.2. Запишем проекции скорости на оси координат: 

2 (1 2 ), 0, 0.x y z
dx b bt b t
dt

             

П.3. Найдем составляющие ускорения: 

2 , 0, 0.x
x y z

dw b w w
dt


       

П.4. Определим вектор скорости: 
(1 2 ) (1 2 ).b t i b t      

  
П.5. Найдем модуль скорости: 

(1 2 )b t   


 
П.6. Найдем вектор ускорения: 

2 2w bi b     
 . 

П.7. Найдем модуль вектора :w  
2 .w b   

Пример 10. Координаты движущейся точки меняются по закону 
cosx A t  , cos2y B t  , где А и В – константы. Вывести уравнение траекто-

рии точки и зависимость от времени вектора скорости  . 
Решение 

П.1. Координаты точки заданы условием 
cosx A t  , cos2y B t  . 

П.2. Определяем проекции скорости: 

sinx
dx A t
dt

      , 2 sin 2y
dy B t
dt

      . 

П.4. Записываем вектор скорости: 
( sin 2 sin 2 ).A t i B t j       

 
. 

П.8. Ищем уравнение траектории, используя условие задачи: 

cos .xt
A

   

2
2 2 2

2cos2 (cos sin ) (2cos 1) (2 1).xy B t B t t B t B
A
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1.2 .Кинематика материальной точки (обратная задача). Алгоритм 
решения задач 

Если в условии задачи заданы вектор ускорения или составляющие уско-
рения поступательного движения (проекции на оси координат), то следует на-
чинать решение задач с п.1А. Для вращательного  движения следует начинать с 
п.1А′. Если же в задаче заданы или определеныпредыдущими расчетами вектор 
скорости или составляющие скорости, следует начать решение с  
п.8А. Для вращательного движения – с п.8А′. 

Алгоритм A 
П.1A. Определить значения проекций на оси координат вектора ускорения, ис-
ходя из условия задачи. 
П.2A. Записать уравнения для определения проекций на оси координат скоро-
сти поступательного движения x xd w dt  , y yd w dt  , z zd w dt   и подста-
вить в них значения xw , yw , ,zw  определенные в п.1A. 
П.3A. Определить количество переменных в каждом из полученных уравнений. 
Если в каждом уравнении по две переменные величины, то следует перейти к 
п.5A, если переменных более двух, то перейти к п.4A. 
П.4A. Выполнить замену переменных, используя другие уравнения кинематики 

xdx dt  , ydy dt  , zdz dt  , чтобы свести количество переменных в каждом 
уравнении к двум. 
П.5A. Убедиться, что переменные величины разделены по разные стороны от 
знака равенства. В том случае, если это условие не выполнено, произвести ал-
гебраические преобразования таким образом, чтобы переменные оказались по 
разные стороны от знака равенства, а дифференциальные величины dt , xd , 

yd , zd  находились в числителе. 
П.6A.Взять интегралы от правой и левой частей полученных выражений. Пре-
делы интегрирования или константы интегрирования определить из условия за-
дачи. 
П.7A. Вектор скорости поступательного движения  , модуль скорости  , а 
также угол между векторами скорости   и ускорения w  определить по форму-
лам  

x y zi j k      
  ,      22 2

x y z       , cos( ) ww
w

 
 



 
 

  . 

П.8A. Записать выражения для составляющих вектора скорости исходя из пре-
дыдущих пунктов или условия задачи. 
П.9А. Записать кинематическое уравнение: 

dr dt 


 
и спроецировать его на оси координат  

xdx dt  , ydy dt  , zdz dt  .  
Подставить в эти уравнения определенные в п.8А составляющие скорости. 
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П.10А. Определить количество переменных в каждом из полученных уравне-
ний. Если в каждом уравнении по две переменные величины, то следует перей-
ти к п.12А, а если переменных более двух, то к п.11А. 
П.11А. Выполнить замену переменных, используя другие уравнения механики, 
чтобы свести количество переменных до двух в каждом уравнении. 
П.12А. При необходимости выполнить разделение переменных по разные сто-
роны от знака равенства, так чтобы дифференциальные величины , ,dt dx dy  и 
dz  находились в числителе. 
П.13А. Проинтегрировать полученные выражения. Пределы интегрирования 
определить из условия задачи. 
П.14А. Радиус-вектор точки, его модуль, а также угол между радиусом-
вектором и скоростью точки определить по формулам: 

 2 2 2; ; cos rr xi yj zk r x y z r
r


        

 

     
  . 

Алгоритм A' 
П.1A'. Записать выражение для углового ускорения вращающегося тела исходя 
из условия задачи. 
П.2A'. Записать уравнение для определения угловой скорости d dt  и подста-
вить в это уравнение значение углового ускорения ( )t , определенное в п.1A'. 
П.3A'. Определить количество переменных в уравнении п.2А'. Если в уравне-
нии две переменные величины, то перейти к п.5А', если же переменных три, то 
перейти к п.4A'. 
П.4A'. Выполнить замену переменных, используя уравнение d dt   , чтобы 
свести количество переменных к двум. 
П.5A'. Убедиться, что переменные величины разделены по разные стороны от 
знака равенства. В том случае, если это условие не выполнено, произвести ал-
гебраические преобразования таким образом, чтобы переменные оказались по 
разные стороны от знака равенства, а дифференциальные величины dt  и d  
оказались в числителе. 
П.6A'. Найти интегралы от правой и левой частей полученных выражений. 
Пределы или константы интегрирования определить из условия задачи.  
П.7A'. Направление вектора угловой скорости   определить по правилу право-
го винта. 
П.8A'. Записать уравнения для угловой скорости вращающегося тела исходя 
либо из условия задачи, либо из результатов, полученных в п.6А′. 
П.9А′. Записать уравнение для угла поворота d dt    и подставить в это урав-
нение значение угловой скорости, определенной в п.8А′. 
П.10А′. Определить количество переменных в каждом из полученных уравне-
ний. Если в каждом уравнении по две переменные величины, то следует перей-
ти к п.12А, а если переменных более двух, то к п.11А. 
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П.11А′. Выполнить замену переменных, используя другие уравнения механики, 
чтобы свести количество переменных до двух в каждом уравнении. 
П.12А′. При необходимости выполнить разделение переменных по разные сто-
роны от знака равенства, так чтобы дифференциальные величины , ,dt dx dy  и 
dz  находились в числителе. 
П.13А′. Проинтегрировать полученные выражения, пределы интегрирования 
определить из условия задачи. 

1.2.1. Примеры решения задач 
Пример 1. В момент времени 0t   частица начала движение из точки с 

координатами 0 0 0,  и  x y z  в направлении оси Ox . Скорость точки меняется со 

временем по закону 0 1 t      
  , где 0 0i  

  – начальная скорость, а 

const  . Определить радиус-вектор точки как функцию времени t . 
Решение 
Начинаем решение с п.8А. 

П.8А. Запишем выражение для составляющих скорости: 

   0 z1 ; 0  и  0x y
t          

. 

П.9А. Запишем кинематическое уравнение и его проекции на оси координат: 
   ;  ;  = ;   x y zdr dt dx dt dy dt dz dt      

 . 
Подставим в эти уравнения выражения для составляющих скорости из  

п.8А: 

   0 1 ; = 0 ;   0tdx dt dy dt dz dt        
. 

П.10А. В каждом из полученных выражений по две переменные, поэтому пе-
рейдем к п.12А. 
П.12А. Переменные разделены по разные стороны от знака равенства, поэтому 
перейдем к п.13А. 
П.13А. Проинтегрируем полученные в п.9А уравнения: 

   0 2 3 1 ,  = C ,   tdx dt dy dz C          ; 

   
2

0
0 1 2 3,  C ,   .

2
tx t C y z C

     


 

Константы 1 2 3, ,C C C  найдем из начальных условий. 
При 0, 0, 00 .t x x y y z z    Следовательно, 

1 2 0 3 00, , .C C y C z    
П.14А. Определим радиус-вектор точки :r  
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2
0

0 0 0 0 .
2

tr x t i y j z k
 

        

  . 

Пример 2. Твердое тело вращается вокруг неподвижной оси так, что его 
угловая скорость изменяется по закону 2

0 At    , где 0  – начальная ско-
рость, A – положительная константа. Определить зависимость угла поворота   
от времени t  и значение угла поворота в момент остановки. 

Решение 
П.8А′. Запишем уравнение для угловой скорости вращающегося тела исходя из 
условия задачи: 
     2

0 At    . 
П.9А′. Запишем выражение для угла поворота d dt    и подставим значение 
 из п.8А′: 

      2
0d At dt    . 

П.10А′. В полученном выражениедве переменные, поэтому переходим к п.12А′. 
П.12А′. Переменные разделены по разные стороны от знака равенства, поэтому 
переходим к п.13А′. 
П.13А′. Проинтегрируем полученное в п.9А′ уравнение 6 

      2
0d At dt     ; 

     
3

0 3
Att C     . 

Константу C найдем из начального условия. 
При 00 0t    . Следовательно, 0C  . 
П.14А′. Определим угол поворота в момент остановки, учитывая, что в момент 
остановки угловая скорость равна нулю к 0 :   

     2
0 0At   , 

следовательно, 

      0
кt A


 . 

Подставим кt  в выражение для :  
3 3 2

0 0 0
к 0 1 2

2
3 3
A

A A A
      

 
. 

 
Пример 3. Частица движется в положительном направлении оси Ox  со 

скоростью A x  , где A – положительная константа. В начальный момент 
времени частица находилась в точке с координатами 0 0 0, ,x y z . Определить 
зависимость радиуса-вектора точки от времени. 
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Решение 
Решение начнем с п.8А. 
П.8А. Запишем выражение для составляющих скорости: 

   ; 0; 0x y zA x      . 
П.9А. Запишем кинематическое уравнение движения и его проекции на оси ко-
ординат: 

   ;  ;  = ;   x y zdr dt dx dt dy dt dz dt      
 . 

Подставим в эти уравнения значения составляющих скорости из п.8А: 
    ,  = 0,  0dx A xdt dy dz  . 

П.10А. В каждом из полученных выражений по две переменные величины, по-
этому перейдем к п.12А. 

П.12А. Разделим переменные dx Adt
x
 , после чего перейдем к п.13А. 

П.13А. Проинтегрируем 2 3 ,  = C ,   dx Adt dy dz C
x
     ; 

   1 2
1 2 32 , ,  zx At C y C C    . 

Константы неопределенного интегрирования найдем из начальных условий. 
При 0 0 00 , , .t x x y y z z     
Следовательно, 1 0 2 0 3 02 , , .C x C y C z    
Подставим константы: 

   0 0 02 2 ,  ,  x At x y y z z    ; 

   
 20

0 0

2
, ,

4

At x
x y y z z


   . 

Следовательно,
 20

0 0

2

4

At x
r i y j z k


  

  . 

Пример 4. Твердое тело вращается вокруг неподвижной оси так, что его 
угловая скорость зависит от угла поворота   по закону 0 A    , где 0  и 
A – положительные константы. В начальный момент времени 0 0  . Найти 
зависимость угла поворота от времени. 

Решение 
Решение начнем с п.8А′. 
П.8А′. Запишем выражение для угловой скорости, заданной в условии задачи 

0 A    . 
П.9А′. Запишем выражение для угла поворота d dt    и подставим значение 
 из п.8А′:   0d A dt     . 
П.10А′. В полученном выражении две переменные величины, поэтому перей-
дем к п.12А′. 
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П.12А′. Разделим переменные по разные стороны от знака равенст-

ва:
0

d dt
A



  

, после чего перейдем к п. 13А′. 

П.13А′. Проинтегрируем 0
0

1,   ln( ) .d dt A t C
A A


     
     

Константу неопределенного интегрирования найдем из начальных условий. 
При t = 0 ц = 0. Следовательно, 0ln щC  . 
После подстановки константы получим 

  0 0
1 ln lnA t
A

      , 0

0

AtA e  



,  0

1 1Ate
A

    . 

Пример 5. Материальная точка движется замедленно вдоль оси Ox  с ус-
корением, модуль которого w B  , где B  – положительная константа. В на-
чальный момент времени 0 0 0 0; 0; 0; 0x y z      . Определить координату 
точки в момент остановки. 

Решение 
Решение начнем с п.1А. 
П.1А. Направим ось Ox  по направлению движения частицы. Тогда 

; 0; 0x x y zw B w w     . 
П.2А. Запишем выражение для составляющих скорости движения: 

    ; 0; 0x x y zd B dt d d        . 
П.3А. В каждом из выражений п.2А не более двух переменных, поэтому перей-
дем к п.5А. 
П.5А. Разделим переменные: 

    ; 0; 0x
y z

x

d Bdt d d
     


. 

П.6А. Проинтегрируем полученные выражения: 

    2 3, ,x
y z

x

d Bdt d C d C
     

    ; 

    1 2 32 , ,x y zBt C C C        . 
Используем начальные условия. При 00 , 0, 0.x y zt         

Следовательно, 1 0 2 32 , 0C C C   . Подставим константы 

    
2

0 , 0, 0
2x y z
Bt         

 
. 

Поскольку требуется найти координаты частицы, перейдем к п.9А. 
 
П.9А. Запишем кинематические уравнения: 

    ,  = ,  x y zdx dt dy dt dz dt     ; 
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2

0 , 0, 0
2
Btdx dt dy dz      

 
. 

П.10А. В каждом из полученных выражение не более двух переменных, поэто-
му перейдем к п.12А. 
П.12А. Переменные разделены по разные стороны от знака равенства, поэтому 
перейдем к п.13А. 
П.13А. Проинтегрируем полученные в п.12А выражения: 

    
2

0 2 3, ,
2
Btdx dt dy C dz C      

     ; 

    
2 3

20
0 1 2 3, ,

2 12
B B tx t t C y C z C


       . 

Из начальных условий при 0 0, 0, 0t x y z    . Следовательно, 

1 2 3 0C C C   . 
Время остановки определим из условия 0:   

     0ост.
0 ост.

2
0, .

2
Bt t

B


     

Определим координату точки в момент остановки:  

 
2

0 0 0 00
ост. 0 0 02 3

2 84 2
2 12 3

B Bx
B BB B
   

       . 

Пример 6. Ускорение материальной точки изменяется по закону 
2 3w At i Bt j Ct k     

  , где А, В и С – положительные константы. В началь-
ный момент времени 00 t  вектор начальной скорости 0 A i C j    

  . Найти 
вектор и модуль скорости поступательного движения точки как функцию вре-
мени. 

Решение 
Решение проводим, используя алгоритм А. 
П.1A. xw At , 2

yw Bt  , 3
zw Ct . 

П.2A. xd Atdt  , 2
yd Bt dt   , 3

zd Ct dt  . 
П.3A. В каждом из полученных уравнений по две переменные величины, по-
этому переходим к п.5A. 
П.5A. Переменные разделены по разные стороны от знака равенства в каждом 
из трех уравнений и xd , yd , zd  и dt  находятся в числителях соответст-
вующих выражений. Переходим к п.6А. 
П.6A. xd Atdt   , 2

yd Bt dt    , 3
zd Ct dt   ; 

2

12x
At C   , 

3

23y
Bt C    , 

4

34z
tC C   . 

Определим 1C , 2C  и 3C  из начальных условий (т. е. для 00 t ). 
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0 1x C A   , 0 2y C C   , 0 3 0z C   . 

Таким образом,
2

2x
AtA   , 

3

3y
BtC   , 

4

4z
Ct

  . 

П.7A. 
2 3 4

( ) ( )
2 3 4

At Bt CtA i C j k        
 

;
2 2 22 3 4

2 3 4
At Bt CtA C

     
          

     
. 

Пример 7. Ускорение материальной точки изменяется по закону 
2w At i Bt j 
  , где A и B – положительные константы. В начальный момент 

времени 00 t  скорость точки 0 0  . Определить вектор скорости 


 и угол 
между векторами   и w  как функции времени. 

Решение 
Решение проводим, используя алгоритм А. 
П.1А. 2

xw At , yw Bt  , 0zw  . 

П.2А. 2
xd At dt  , yd Btdt   , 0zd  . 

П.3А. В каждом из уравнений не более двух переменных величин, поэтому пе-
реходим к п.5А 
П.5А. Переменные разделены по разные стороны от знака равенства в каждом 
из трех уравнений и xd , yd , zd  находятся в числителях. 

П.6А. Интегрируем 2
xd At dt   , yd Btdt    , 3zd C  ; 

3

13x
At C   , 

2

22y
Bt C    , 3z C  . 

Определим 1C , 2C  и 3C  из начальных условий, т. е. для 0 0t   
0 1 0x C   , 0 2 0y C   , 0 3 0z C   . 

П.7А. Определим вектор скорости: 
3 2

3 2
At Bti j  

  . 

Определим косинус угла между   и 

:w
 

   

3 2
2

2 23 22 22

3 2
cos

3 2

At Bti j At i Bt j
w
w At BtAt Bt

 
  

     
    

      
   

   
 

   

     

2 5 2 3 2 2 2

2 2 2 2
2 2 22 2

3 2 3 2

3 2 3 2

A t B t A t B

At B At Bt t At B At B

 
 

                    
       

. 
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Пример 8. Твердое тело вращается вокруг неподвижной оси с угловым 
ускорением At  , где A – положительная константа. Определить зависимость 
модуля угловой скорости от времени, если в начальный момент времени 00 t  
угловая скорость равна 0 . 

Решение 
Решение проводим по алгоритму А'. 
П.1A'. At  . 
П.2A'. d dt ; d Atdt . 
П.3A'. В уравнении две переменных величины  и t, поэтому переходим к п.5A' 
П.5A'. Переменные находятся по разные стороны от знака равенства. 

П.6A'. Интегрируем d Atdt   , 
2

.
2
tA C   

При 00 t , 0  .Следовательно, 0.C   Окончательно 
2

0 2
At

   . 

Пример 9. Материальная точка движется поступательно так, что ее уско-

рение меняется со временем по закону cosw A t i
 
  , А и  –константы. В на-

чальный момент времени 00 t 0 0  . Определить зависимость модуля скоро-
сти частицы от модуля ее ускорения ( )f w  . 

Решение 
Решение проводим по алгоритму A. 
П.1А. cosxw A t  , 0yw  , 0zw  . 
П.2А. ( cos )xd A t dt   , 0yd  , 0zd  . 
П.3А. В каждом из уравнений не более двух переменных, поэтому переходим к 
п.5А. 
П.5А. Переменные разделены по разные стороны от знака равенства, и диффе-
ренциалы находятся в числителях. 
П.6А. Интегрируем ( cos )xd A t dt    , 2yd C  , 3zd C  . 

1sinx
A t C   


, 2y C  , 3z C  . 

Определим 1C , 2C  и 3C  из начальных условий: 
0 0x  , 0 0y  , 0 0z  . 

1 0C  , 2 0C  , 3 0C  . 
 

sinx
A t  


, 2 2 2 sinx y z
A t      


. 
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Найдем зависимость ( )f w 
sin ,

cos .

A t

w A t

  


  

 

Исключим время, учитывая, что 2 2sin cos 1t t    . 
2 2

2 2sin cos 1wt t
A A
           

   
. 

2 2 2

2 2 1w
A A

 
  , 2 2 2 2.A w     

2 2
2

2
A w

 


, 
2 2A w

 


. 

Пример 10. Твердое тело вращается так, что угловое ускорение зависит 
от времени по закону 0 cosA t     , где 0 , A и   – положительные констан-
ты. Определить зависимость угловой скорости от углового ускорения ( )f  , 
если 0 0   в начальный момент времени. 

Решение 
Решение проводим, используя алгоритм А'. 
П.1А'. 0 cosA t     . 
П.2А'. d dt ; 0( cos )d A t dt    . 
П.3А'. В полученном уравнении две переменные величины, поэтому переходим 
к п.5А’ 
П.5A'. Так как величины t  и  находятся в разных частях уравнения, а d  и dt  
находятся в числителях, проинтегрируем полученное выражение: 

 0 cosd A t dt     , 

0 sinAt t C    


. 

Константу C  найдем из условия задачи 0 0   при 0t  . Следовательно, 0C . 
Таким образом, 

0

0

cos ,

sin ,

A t
At t

   


   

 

0cosA t   , 

0cos t
A

 
  , 

0arccost
A

 
  , 

01 arccost
A

 



, 
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2
2 0sin 1 cos 1t t

A
         
 

, 

2
0 0 0arccos 1A

A A
            

. 

 
1.3 Динамика поступательного движения.  Алгоритм решения задач 
П.1. Записать основное уравнение динамики поступательного движения в об-

щем виде 
1

n

i
i

mw F





, где iF


 – силы, приложенные к рассматриваемому телу, w  

– полное ускорение тела, m  – масса тела. 
П.2. В уравнение п.1 подставить векторы всех сил, действующих на тело. 
П.3. Выполнить рисунок, на котором изобразить: 
а) векторы всех сил, действующих на тело. Точки приложения всех сил перене-
сти в центр масс тела; 
б) вектор ускорения w  поступательного движения тела в случае движения по 
прямой или тангенциальную w

  и нормальную nw  составляющие ускоренияпри 
криволинейном движении; 
в) систему координат, направления осей Ox  и Oy  для которой целесообразно со-
вместить с направлениями составляющих ускорения w

  и nw , а в случае движе-
ния по прямой одну из осей направить вдоль вектора полного ускорения w . 
П.4. Используя рисунок, спроецировать уравнение п.2 на оси координат Ox  и 
Oy  (или на одну из осей). 
П.5. Расписать значения всех сил и составляющих ускорения через параметры, 
заданные в условиях задачи. 
П.6. Из всех полученных формул составить систему уравнений и определить, 
сколько неизвестных содержится в системе и содержится ли искомая величина. 
Если искомую величину невозможно определить из полученной системы, то 
следует перейти к п.7 или п.8. Если определить искомую величину можно, то 
перейти к п.9. 
П.7. В том случае, если в задаче рассматриваются несколько тел, повторить  
пп.1–6 для каждого из тел и составить систему уравнений для всех тел. 
П.8. Исходя из того, какую физическую величину необходимо определить в за-
даче, записать одно из уравнений кинематики и тем самым дополнить систему 
уравнений. 
П.9. Решить систему уравнений относительно искомой величины. 

1.3.1.Примеры решения задач 
Пример  1. Тело массойm  в момент времени 0t  начинает движение по 

горизонтальной гладкой поверхности под действием силы 0 1 tF F     

 
,  
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где 0F


 – постоянный вектор, направленный вдоль поверхности, а   – время дей-
ствия силы. Определить время от начала движения до первой остановки. 

Решение 
П.1. Запишем основное уравнение динамики поступательного движения: 

1

n

i
i

mw F





. 

П.2. Подставим в уравнение п.1 все силы, действующие на тело: gm , N


, F


: 
 
 
П. 3. Выполним рис. 1.1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
П.4. Спроецируем уравнение п.2 только на ось Ox  (поскольку в задаче не тре-
буется определять N ): 

: xOx mw F . 
П.5. Подставим значение силы F  из условия задачи: 

0 1x
tmw F     

. 

П.6. Поскольку в полученном выражении не содержится величина скорости, кото-
рая в момент остановки принимает значение 0  ,перейдем к п. 8. 
П.8. Запишем уравнение кинематики x xd w dt  . Ускорение найдем из п.5 : 

0 1 ,x
F tw
m
    

 

0 1x
F td dt
m
     

. 

Поскольку неизвестные величины разделены по разные стороны от знака ра-
венства, проинтегрируем уравнение 

0 1x
F td dt
m

       , 
2

0
2x

F tt C
m
 

     
. 

 

mw mg N F  
  

y

N


xF


w

mg



Рис. 1.1 
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Константу неопределенного интегрирования определим из начальных условий.  
В момент времени 0t 0x  , следовательно, 0.C   

2
0

2x
F tt
m
 

    
, 

0x   в момент остановки. Так как 0 0F
m

 , то 

2
ост.

ост. 0
2

tt  


, ост. 2t   . 

 
Пример  2. На небольшое тело массойm  в момент времени 0t   начинает 

действовать сила, модуль которой равен F at , где a   положительная констан-
та. Сила направлена под углом   к поверхности, по которой движется тело. 
Трение о поверхность отсутствует. Найти скорость тела в момент отрыва от по-
верхности. 

Решение 
П.1. Запишем основное уравнение динамики поступательного движения: 

1
.

n

i
i

mw F





 

П.2. Подставим в уравнение п.1 все силы, действующие на тело, 
mw mg N F  

   . 
П. 3. Выполним рис. 1.2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
П.4. Спроецируем уравнение п.1 на оси Ox  и :Oy  

: cosxOx mw F  ; 
: 0 sinOy N mg F    . 

П.5. Подставим значение силы F  из условия задачи: 

y

N


x

F


w

mg




Рис. 1.2 Би
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cos ,
0 sin .

xmw at
N mg at
 

    
 

П.6. Поскольку в полученной системе уравнений не содержится величина ско-
рости, которую требуется определить, то перейдем к п.8. 
П.8. Запишем уравнение кинематики x xd w dt  . 
Составим новую систему уравнений: 

cos ,
0 sin ,

.

x

x x

mw at
N mg at

d w dt

 
    
  

 

П.9. Решим систему уравнений. В момент отрыва тела от поверхности 0N  . 

Тогда из 2-го уравнения определим время отрыва отр. sin
mgt

a



. 

cos
x

atw
m


 , 

cos
x

atd dt
m


  , 

cos
x

atd dt
m


   , 

2cos
2x

a t C
m


    . 

Постоянную интегрирования определим из начальных условий: при 0t 0,x   
следовательно, 0C . 

2cos
2x

a t
m


   . 

В момент отрыва отр. ,
sin
mgt

a



 следовательно, 

2 2 2

отр. 2 2 2
cos cos

2 sin 2 sin
a m g mg

m a a
 

   
 

. 

 
Пример  3. Небольшой брусок без начальной скорости начинает скользить 

по наклонной плоскости, составляющей угол   с горизонтом. Коэффициент тре-
ния о плоскость равен  . Найти зависимость от времени скорости бруска. 

Решение 
П.1. Запишем основное уравнение динамики поступательного движения 

1

n

i
i

mw F



 . 

П.2. Подставим в уравнение п.1 все силы, действующие на тело, 

тр.mw mg N F  
   . 
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П. 3. Выполним рис. 1.3. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
П.4. Спроецируем уравнение п.1 на ось Ox  и yO : 

:Ox тр.sinxmw mg F   , 
:Oy 0 cosN mg   . 

П.5. Подставим значение силы трения тр.F :N   
sin ,

0 cos .
xmw mg N
N mg
    


  

 

П.6. Поскольку в полученной системе уравнений не содержится величина ско-
рости, перейдем к п.8. 
П.8. Запишем уравнение кинематики x xd w dt  . 
Составим новую систему уравнений: 

sin ,
0 cos ,

.

x

x x

mw mg N
N mg

d w dt

    
   
  

 

П.9. Решим систему уравнений: 
cosN mg  , 

(sin cos )xw g    , 
(sin cos )xd g dt     , 

(sin cos )xd g dt      , 

(sin cos )x g t C     . 
КонстантуC найдем из начальных условий: при 0t  0  , следователь-
но, 0C  . 

(sin cos )x g t    . 
Пример 4. Небольшое тело массой m начинает двигаться вверх по верти-

кальной стене под действием силы, модуль которой равен F At , где A поло-
жительная константа. Сила направлена под углом   к стене (рис.1.4). Коэффи-

Рис. 1.3 



y

N


x

тр.F


w

mg



Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



27 
 

циент трения тела о поверхность равен  . Определить зависимость скорости 
тела от времени. 

Решение 
П.1. Запишем основное уравнение динамики поступательного движения 

1

n

i
i

mw F



 . 

П.2. Подставим в уравнение п.1 все силы, действующие на тело: gm , N


, F


 и 

тр.F


. 

тр.mw mg N F F   
    . 

П. 3. Выполним рис. 1.4 
П.4. Спроецируем уравнение п.2 на оси Ox  и yO . 

:Ox 0 sinN F   , 
:Oy тр.cosymw F F mg    . 

П.5. Подставим значение сил: тр.F N    и F A t  . 
0 sin ,

cos .y

N At
mw At N mg
  

     
 

П.6. Поскольку в полученной системе не содержится величина скорости, кото-
рую требуется определить, то перейдем к п.8. 
П.8. Запишем уравнение кинематики: 

y yd w dt  . 
Составим новую систему уравнений: 

0 sin ,
cos ,

,
y

y y

N At
mw At N mg

d w dt

   


    
  

 

sinN At  , 
cos sin

y
At At mgw

m
 

 , 

cos sin
y

At At mgd dt
m

   
  , 

cos sin
y

At At mgd dt
m

 
   , 

 
2 21 ( cos sin )
2 2y
t tA A mgt C

m
       . 

В момент времени 0t  0  , следовательно, 0C  . Таким образом, 
2

(cos sin )
2y
At gt

m
      . 

Рис. 1.4 

y

N


x
F


w

mg
тр.F


Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



28 
 

Пример 5. Два тела массами 1m  и 12m  связаны нитью, переброшенной 
через невесомый блок, и находятся на наклонных плоскостях, образующих углы 
  и  с горизонтом. Коэффициент трения одинаков для обеих поверхностей и 
равен  . Определить ускорение, с которым движутся тела. 

Решение 
П.1. Запишем основное уравнение динамики поступательного движения для 
первого тела. 

1 1
1

n

i
i

m w F


 
 . 

П.2. Подставим в уравнение п.1 все силы, действующие на первое тело 

1 1 1 тр.1m w m g N T F    
    . 

П.3. Выполним рис. 1.5. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
П.4. Спроецируем уравнение п.2 на оси Ox  и yO . 

:Ox 1 тр.1 1 sinm w T F m g     , 
:Oy 1 10 cosN m g   . 

П.5. Заменим тр.1 1F N   . 
П.6. Составим систему уравнений: 

1 тр.1 1

1 1

тр.1 1

sin ,

0 cos ,
.

m w T F m g

N m g
F N

    


  
  

 

Исключим из нее не интересующие нас величины тр.1F  и 1 :N  

1 1 1cos sinm w T m g m g       .        
Поскольку в уравнении  содержатся две неизвестные величины, перейдем к п.7. 

y

2N


xтр.1F


w

1m g







1N


y T


w

x

T 


тр.2F


2m gРис. 1.5 
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П.7. Дополним рисунок силами, действующими на второе тело. Запишем дина-
мическое уравнение, подставив конкретные силы, действующие на второе тело, 

2 2 2 тр.2 ,m w m g N T F   
     

 и спроецируем его на оси 
2 тр.2 2

2 2

тр.2 2

sin ,

0 cos ,
.

m w T F m g

N m g
F N

    


  
  

 

Выполнив соответствующие преобразования, получим 
2 2 2sin cosm w m g T m g     .        

Составим систему из уравнений движения двух тел, учтя, что ,w w T T   , 

1 1 1

2 2 2

cos sin ,
sin cos .

m w T m g m g
m w m g T m g

    
     

 

Поскольку искомую величину w  можно определить, перейдем к п.9. 
П.9. Сложим уравнения: 

1 2 1 1 2 2( ) cos sin sin cosm m w T m g m g m g T m g           , 
1 2 2 1 1 2( ) sin ( ) cos ( )m m w g m m g m m       , 

2 1 1 2

1 2

sin ( ) cos ( )g m m g m mw
m m

    



. 

Пример 6. Тело массой m втаскивают за нить по наклонной плоскости 
вверх, действуя с постоянной силой F


. Коэффициент трения равен  . Плос-

кость составляет с горизонтом угол  . Скорость тела остается постоянной. Ка-
кой угол с наклонной плоскостью должна составлять нить, чтобы натяжение 
нити F  было минимальным? 

Решение 

П.1. Запишем уравнение динамики 
1

n

i
i

mw F



 . 

П.2. Подставим силы тр.0 mg N F F   
    ,  0w 

  по условию задачи. 
П. 3.Выполним рис. 1.6. 
П.4. Спроецируем уравнение п.2 на координатные оси: 

:Ox тр.0 cos sinF F mg     , 
:Oy 0 sin cosN F mg    . 

П.5. Заменим тр.F N   .     

П.6. Составим систему 
тр.

тр.

0 cos sin ,

0 sin cos ,
.

F F mg

N F mg
F N

    


    
   

. 

П.9. Решим систему относительно F , 
тр.F
 

y

mg


N
 x

w

F
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предварительно определив  
тр. ( cos sin )F mg F     ,          

0 cos ( cos sin ) sinF mg F mg      . 
Выразим :F  

sin cos .
cos sin

mg mgF    


   
 

Так как   содержится только в знаменателе, то minFF  , если знаменательдроби 
максимален. Из условия нахождения экстремума 
(cos sin ) 0    ; sin cos 0     ; tg   . 

Пример 7. Небольшой брусок скользит по наклонной плоскости, состав-
ляющей угол   с горизонтом. Коэффициент трения зависит от расстояния, 
пройденного вдоль плоскости AS  . Найти максимальную скорость движе-
ния бруска max .  

Решение 
П.1.Запишем динамическое уравнение: 

1

n

i
i

mw F



 . 

П.2. Подставим силы тр.mw mg N F  
   . 

П.3. Выполним рис. 1.7. 
П.4. Спроецируем уравнение п.2 на оси: 
Ox : тр.sinxmw mg F    ,  
Oy :0 cos .N mg     
П.5. Определим силу трения: тр.F N AxN  , 
 т. к. xS  . 
П.6. Составим систему уравнений: 

тр.

тр.

sin ,

0 cos ,
.

xmw mg F

N mg
F AxN

   


   
 

     

Поскольку искомая величина не содержится в системе уравнений, перейдем к п.8. 
П.8. Дополним систему уравнением x xd w dt  . 

тр.

тр.

sin ,

cos ,
,

.

x

x x

mw mg F

N mg
F AxN

d w dt

   


  
 
  

 

П.9. Решим систему уравнений относительно :x  

Рис. 1.7 

y
тр.F


mg


N


x

w
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sin cos ,
,

x

x x

mw mg Ax mg
d w dt

      
  

 

(sin cos )xd g Ax dt     . 
Поскольку переменных в последнем уравнении три, выполним замену пере-

менных, учитывая, что 
x

dxdt 


, (sin cos )x
x

dxd g Ax     


. Разделим пере-

менные: 
(sin cos )x xd g Ax dx        . 

Проинтегрируем уравнение 
sin cosx xd g dx g A xdx            , 

2 2
sin cos

2 2
x xg x g A C

        . 

Константу C  найдем из начальных условий: 0x  при 0x , следователь-
но, 0C . 

22 sin cosx gx gAx       , 
maxx   , если 0x  . 

Продифференцируем подкоренное выражение: 

2 sin 2 cos 0g gAx      , tgx
A


 . 

Подставим значение x  в выражение для скорости. 
Таким образом, 

2

max
sin
cos

g
A
 

 
 

. 

 
Пример 8. В момент времени 0t   частица массой m начинает движение 

по гладкой горизонтальной поверхности под действием силы 0 cosF F t 
 

, на-
правленной параллельно поверхности, где 0F


 и  – постоянные. Сколько вре-

мени частица будет двигаться до первой остановки? 
Решение 

П.1. Запишем динамическое уравнение 
1

n

i
i

mw F



 . 

П.2. Подставим все силы, дей-
ствующие на тело,  
mw mg N F  

   . 
П. 3. Выполним рис. 1.8. 
П.4. Спроецирум уравнение  
п. 2 на координатные оси: 

y

N


xF


w

mg



Рис. 1.8 
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Ox : xmw F , 
Oy : 0 N mg  . 

П.5. Составим систему 0 cos ,
.

xmw F t
N mg

 



   

П.6. Из системы п.5. возьмем лишь первое уравнение 0 cosxmw F t  . 
Поскольку в нем не содержится скорость тела, равенство нулю которой опреде-
ляет остановку тела, перейдем к п.8. 

П.8. Используем кинематическое соотношение 
0

,
cos .

x x

x

d w dt
mw F t
 

  
 

П.9. Решаем систему 
0 cosx

Fw t
m

  , 0 cosx
Fd t dt
m

    , 0 cosx
Fd t dt
m

     , 

0 sin .x
F t C
m

  


  

При 0t  0x  , следовательно, 0C  . 
0 sinx

F t
m

  


, 0x  , если sin 0t  , kt 



. 

Первая остановка соответствует 1k  , 1t





. 

Пример 9. Катер массой m  движется со скоростью 0 . В начальный мо-
мент времени 0t   двигатель выключают. Сила сопротивления движению 
F r  
  . Определить зависимость скорости катера от времени. 

Решение 
П.1. Запишем динамическое уравнение 

1

n

i
i

mw F



 . 

П.2. Подставим силы 

cmw mg N F  
  

. 
П.3. Выполним рис. 1.9. 
 
 
П.4. Спроецируем уравнение п.2 на координатные оси 
Ox : x cmw F , 
Oy : 0 N mg   
П.5. Запишем силу трения c xF r   . 
П.6. Воспользуемся первым уравнением 

x xmw r    
П.8. Дополним его  уравнением кинематики: 



Рис. 1.9. 

y

N


x

cF


w

mg
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,
.

x x

x x

d w dt
mw r
 

   
 

П.9. Решим систему: 
x

x
rd dt
m

 
  , x

x

d r dt
m

 



, x

x

d r dt
m

 


  , ln x
r t C
m

    . 

При 0t  0x   , следовательно, 0lnC   . 

0ln lnx
r t
m

     , 

0ln lnx
r t
m

     , 

0
ln x r t

m


 


, 

0

rt
x me





, 

0

rt
m

x e


    . 
 

Пример 10. Небольшому телу массой m , находящемуся на горизонталь-
ной поверхности, сообщили начальную скорость 0 . Коэффициент трения о 
плоскость Ax  , где x  – коорди-
ната тела. Найти скорость тела как 
функцию координаты. 

Решение 
П.1. Запишем уравнение динами-

ки
1

n

i
i

mw F



 . 

П.2. Подставим си-
лы тр.mw mg N F  

    
П.3. Выполним рис. 1.10. 
П.4. Спроецируем динамическое 
уравнение на оси: 
Ox : тр.xmw F , 
Oy : 0 N mg  . 
П.5. Из п.4  

тр.F N AxN  ,  тр., .N mg F Axmg   
П.6. Воспользуемся уравнением  

xmw Axmg  
 и  дополним его уравнениями кинематики.     

y

N


x тр.F


w

mg
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П.8.Составим систему

,
,

,
  

..

x
x

x x
x x

x
x

mw Axmg
w Axg

d w dt
d w

dx dt
dx


           

. 

Решим ее: 

x xd Axgdx     , 
2 2

2 2
x xAg C

   . 

Если 0x  , то 
2

2
x C

 , следовательно,
2

0 .
2

C 
  

2 2 2
0

2 2 2
x xAg 

  , 

2 2
0x Agx    . 

 
 

1.4 Законы изменения и сохранения импульса. Алгоритм решения задач 
П.1. Записать закон изменения импульса в виде 

   сист. внеш.dp F dt
 ,  внеш.  внеш.

1

n

i
i

F F



 

. 

П.2. При необходимости выполнить рисунок, на котором следует изобразить: 
а) оси координат, выбираемые удобным образом, и единичные векто-

ры ,i j
 

 и k


; 
б) импульсы тел, входящих в рассматриваемую систему до и после взаи-

модействия; 
в) внешние силы, действующие на систему и оказывающие влияние на 

поведение системы за время взаимодействия. 
П.3. Выразить каждую из внешних сил через составляющие 

i ix iy izF F i F j F k  
  

, найти их сумму 
1

n

i
i

F




 и подставить полученное значение 

в п.1. 
П.4. Разделить переменные (убедиться, что переменные находятся по разные 
стороны от знака равенства). 
П.5. Проинтегрировать полученное выражение, определив пределы интегриро-
вания из условия задачи и учитывая, что импульс p m 

 , если это необходимо. 
П.6. Подставить из условия задачи значения заданных скоростей для определе-
ния kp  и 0p , если в задаче требуется использовать понятие скорости. 
П.7. Спроецировать полученное в п.6 выражение на оси координат, либо вос-
пользоваться правилом параллелограмма для сложения векторов. 
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П.8. Определить количество неизвестных в полученной в п.7 системе уравне-
ний. Если уравнений столько, сколько неизвестных, то перейти к п.9, иначе – к 
п.10. 
П.9. Воспользоваться законом сохранения энергии или дополнить полученную 
систему уравнениями кинематики, после чего перейти к п.10. 
П.10. Решить систему уравнений относительно искомых величин. 

1.4.1. Примеры решения задач 
Пример 1. На частицу массой 2 кгm  , движущуюся с начальной скоро-

стью 0 3i j  
  , действует сила 2 3F ti tj 

  
. Определить вектор скорости и 

модуль скорости частицы в момент времени 2 ct  . 
Решение. 

П.1. Запишем закон изменения импульса: 
   dp Fdt


. 

П.2. Выполним рис. 1.11, на котором изобра-
зим 0, и  k F 

  , а также единичные векто-
ры , и  i j k

 
. 

П.3. Подставим значение F


 в уравнение п.2: 
   2 3dp ti tj dt 

  . 
П.4. Переменные разделены. 
П.5. Произведем определенное интегрирова-
ние: 

    
0 0 0

2 3 ,
kp t t

p

dp tidt tjdt   




   

получим 

     
2

2
0

3
2k
tp p t i j  

   . 

П.6. Выразим импульсы 0 и  kp p  , подставив значения скоростей, 

  

 
 

   

0

2
2

,

3 , получим

33 .
2

k kx ky kz

kx ky kz

p m i j k

p m i j

tm i j k m i j t i j

     

 

        

 

 

     

 
П.7. Спроецируем полученное выражение на оси координат: 

Ox: 23 ,kxm m t    

Oy:
23 ,

2ky
tm m    

Оz: 0kzm  . 

Рис.1.11 

y
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П.8. В полученной системе в трех уравнениях три неизвестные величины, по-
этому перейдем к п.10. 
П.10. Определим составляющие скорости: 

2
3 ,kx

t
m

    

231 ,
2ky
t
m

     

0.kz   
Запишем вектор скорости 

2 233 1 .
2k

t ti j
m m

   
       

   

 
 

Найдем модуль скорости: 

 
2 22 2 2 4

2
3 3 133 1 10
2 4k

t t t t
m m m m

   
          

   
. 

 
Пример 2. Три частицы массой по 

2m , имевшие до взаимодействия скорости 
01 3 2i j k   

  , 02 4 j k  
  и 

03 2 5i k  
 , сливаются вместе, а затем 

разделяются на две частицы массой по 3m  
каждая. Одна из полученных частиц имеет 
скорость 1 3k 

 . Определить вектор ско-
рости 2-й частицы. 

Решение 
П.1. Запишем закон изменения импульса: 

сист. внеш.dp F dt
 . 

 
П. 2. Выполним рис. 1.12, изобразив на нем векторы заданных скоростей и еди-
ничные орты. 
П.3. Поскольку внешних сил, влияющих на процессы взаимодействия частиц 
нет, следовательно, внеш. 0F 


. Таким образом 

     сист. 0dp 
 . 

П.4. Переменная одна. 
П.5. Проинтегрировав, получим 0 0kp p 

  , следовательно, 0kp p
  . 

П.6. Подставим из условия задачи значения масс и скоростей частиц, входящих 
в систему до и после взаимодействия: 

x

i


j


z

k


y

01
1



02


03


0

Рис. 1.12 
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0 01 02 032 2 2 2 3 2 4 2 5

     = 2 3 7 2 ,

p m m m m i j k j k i k

m i j k

             

 

       

   

 2 2 23 3 .k x y zp m k i j k      
    

Приравняем 0p  и :kp  

   2 2 22 3 7 2 3 3 x y zm i j k m k i j k     
     

. 
П.7. Спроецируем полученное в п.6 выражение на оси координат: 

Ox: 22 3 3 ,xm m    
Oy: 22 7 3 ,ym m    
Оz:    22 2 3 3 zm m   . 

Получим 2 2 2
14 132; ;
3 3x y z       . 

П.8. Количество неизвестных соответствует количеству уравнений, переходим 
к п.10. 
П.10. Определим вектор скорости второй частицы: 

   2
14 132
3 3

i j k   
  . 

Пример 3. На частицу массой m , 
движущуюся со скоростью 0

 , начинает 
действовать сила  F bt t  


, где b


 – по-

стоянный вектор,   – время действия силы. 
Найти скорость частицы к моменту оконча-
ния действия силы. 

Решение 
П.1. Запишем закон изменения импульса в 
виде 

    внеш. .dp F dt
  

П.2. Выполним рис. 1.13. Систему координат выберем таким образом, чтобы 
одна из осей  Ox  совпадала по направлению с вектором b


. 

П.3. При таком выборе осей  
 F bt t i  

 
.  

Подставим F


 в уравнение п.1. 
     dp bt t idt  


. 

П.4. Переменные разделены. 
П.5. Возьмем интегралы от правой и левой частей уравнения п.3. 

     
0 0

kp t

p

dp bt t dti   




 , 

x
i
 j



z

k


y

F


0


k


Рис. 1.13 
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2 3

0 2 3k
t tp p b b i

 
    

 

  . 

Согласно условию задачи 0 0p 
 , а kp  необходимо определить в момент време-

ни t   , следовательно, 

    
3

2

2 3 6k
bp b i i       

 

  . 

П.6. Распишем k kp m 
 ; 

3

6k
bm i

 
 ; 

3

6k
b i

m


 
 . 

П.7. Определим проекции k
  на оси координат: 

   
3

;  0; 0
6kx ky kz
b

m


      . 

П.8. В полученных выражениях одна неизвестная величина kx , поэтому пере-
ходим к п.10. 
П.10. Записываем окончательный ответ: 

3

6k
b i

m


 
 . 

Пример 4. Две частицы одинаковой массы, одна из которых неподвижна, 
а вторая движется с постоянной скоростью 0 , сталкиваются абсолютно упру-
го. Определить угол, под которым разлетаются частицы после столкновения. 

Решение 
П.1. Запишем закон изменения импульса: 

  сист. внеш.dp F dt
 . 

П.2. Выполним рис. 1.14, на котором изобразим 0 1 2, ,p p p    и систему коорди-
нат, одну из осей направив по вектору 0p . 
П.3. Внешние силы не оказывают влияния на взаимодействие частиц, следова-
тельно, в момент удара можно считать внеш. 0F 


. 

 
 
 
Следовательно, 

сист. 0dp 
  

П.5. Проинтегрируем уравнение п.3: 

0

0 0.0, 0,
kp

k k
p

dp p p p p   




      . 

П.6. Запишем значение начального и конечного импульсов: 
0 0 1 2, kp m p m m     

     и приравняем их 
1 2 0m m m    
    или 1 2 0    

   . 
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П.7. Воспользуемся правилом параллелограмма, учитывая, что векторы 1 2 и   
   

– стороны параллелограмма, а 0
  – его диагональ (рис.1.14). 

 
 
 
 
 
 

 
 

Из рис.1.14получим (используя теорему косинусов) 
    2 2 2 o

0 1 2 1 22 cos 180           
или 

   2 2 2
0 1 2 1 22 cos         . 

П.8. В полученном в п.7 уравнении три неизвестные величины 1 2,   и угол  , 
поэтому перейдем к п.9. 
П.9. Воспользуемся законом сохранения энергии для абсолютно упругого уда-

ра: 0kK K , т. е. 1 2 0K K K  . Учитывая, что 
2

2
mK 

 , получим 

   
22 2
01 2

2 2 2
mm m  

   или 2 2 2
1 2 0.      

Составим систему уравнений из выражений пп.7 и 9. 

    
2 2 2
0 1 2 1 2

2 2 2
0 1 2

2 cos ,

.

       


    
 

Перейдем к п.10. 
П.10. Решим систему:  

 
2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

1 2

2 cos ,
2 cos 0.
          
   

 

Поскольку 1 2 и   не могут быть равны нулю по условию задачи, следова-
тельно, 

    o

cos 0,

90 .

 

 
 

Пример 5. Ядро дейтрона, взаимодействуя с неподвижным ядром трития, 
превращается в  -частицу с вылетом нейтрона. Нейтрон вылетает под углом 

o90  к направлению движения дейтрона. Кинетические энергии дейтрона и ней-
трона соответственно равны д 20 МэВK   и н 16 МэВK  . Определить энерге-
тический выход реакции. 

o180  



1


2


0


y

x0

Рис. 1.14 
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Решение 
П.1. Запишем закон изменения импульса: 

 внеш. .dp F dt
  

 
П. 2. Выполним рис. 1.15. Систему координат 
выберем таким образом, чтобы ось Ox  совпада-
ла с направлением движения дейтрона, Oy  – с 
направлением движения нейтрона. Внешние 
силы отсутствуют. 
П.3. Поскольку  внеш. 0F 


, то  0dp 


. 

П.4. Переменная одна. 
П.5. Возьмем интеграл 

   
0

00,
kp

k
p

dp p p 




   . 

П.6. Учитывая, что нkp p p 
   , 0 дp p

  , получим н дp p p 
   . 

П.7. Воспользуемся правилом параллелограмма и выполним рис. 1.16, учиты-
вая, что дp  – диагональ параллелограмма, а н  и  p p

   – стороны.   
Согласно теореме Пифагора 

 
д н

2 2 2p p p

  . 

П.8. Учтем, что 2 2p mK , тогда 
д д н н2 2 2m K m K m K    . 

Поскольку н4m m  , а д н2m m , полу-
чим  

 н н д н н4 2m K m K m K    или  

д н4 2K K K   . 
П.9. Дополним выражение п.8 уравнением 
энергетического выхода ядерной реакции, 
чтобы ввести в рассмотрение искомую вели-
чину :Q  

   

 н д

д н

,
4 2 .

K K K Q
K K K




  
  

 

П.10. Решим систему уравнений. Выразим д н2
4

K K
K


 из второго уравнения 

и подставим в первое: 

    д н
н д

2
4

K K
K K Q


   , 

x
i


j


y

д


н


         Рис. 1.15 

y

p


x
дp

нp

Рис. 1.16 
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    д н
н д2 4

K K K K Q    , 

   дн5 16 5 20 10 (МэВ)
4 2 4 2

KKQ 
     . 

 
Пример 6. Поток света мощностью 5 ВтP   падает на отражающую пло-

скую поверхность по нормали к ней. Поверхность поглощает 20 % падающего 
света. Определить силу давления света на эту поверхность. 

Решение 
П.1. Запишем закон изменения импульса в виде 

   сист. внеш.dp F dt
 . 

П.2. Выполним рисунок 1.17, на котором изобразим 0 , kp p  , силу, действую-
щую на фотоны со стороны поверхности, и оси ко-
ординат 

П.3. На фотоны действует единственная сила 
  внеш. внеш.F F j

 
,  

Следовательно, 
  внеш.dp F jdt

 . 
П.4. Переменные разделены. 
П.5. Проинтегрируем полученное выражение, 

учитывая, что за промежуток времени от 0t  до kt  
импульс изменился от 0p  до :kp  

   
0 0

внеш.

k kp t

p t

dp F jdt 




 , 

    0 внеш. 0k kp p F t t j  
 

. 
П.7. Спроецируем полученное в п.5 выражение на ось Oy , получим 

    0 внеш.: kOy p p F t    . 
 
 
Учитывая, что величина импульса фотона не меняется, а количество фото-

нов уменьшилось за счет поглощения, получаем, что 00,8kp p . Таким образом  
    0 0 внеш.0,8 p p F t   , 0 внеш.1,8 p F t  . 

П.8. В полученном уравнении недостаточно данных для нахождения искомой 
величины, переходим к п.9. 
П.9. Учтем то обстоятельство, что импульс p  связан с энергией светового по-

тока соотношением св.Wp
c

 , а связь энергии и мощности света выражается со-

отношением св.W P t   . Подставим эти значения в уравнения п.7: 

x0

y

0p
внеш.F


kp

i


j


Рис. 1.17 
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   внеш.1,8 P t F t
c
 

  . 

П.10. Из соотношения в п.9 получим 

   8
внеш. 8

1,8 1,8 5 3 10  (H)
3 10

PF
c


   


. 

Пример 7. Два одинаковыхнеподвижных шара, масса и радиус которых 
соответственно равны m  и R , расположены на гладкой горизонтальной плоско-
сти таким образом, что расстояние между их центрами равно 1,2D  (см. рис. 1.18). 
На шары налетает третий точно такой же шар со скоростью 0 5,2 м c  . Оп-
ределить проекцию скорости этого 
шара после упругого соударения с 
неподвижными шарами. 

Решение 
П.1. Запишемзакон изменения им-
пульса: 

сист. внеш.dp F dt 
 . 

П.2.Выполним рис. 1.18, на котором 
укажем направления импульсов ша-
ров до и после соударения. 
П.3. Внешние силы на процесс со-
ударения не влияют, поэтому 

внеш. 0, 0F dp 
   . 

П.4. Переменная одна. 

П.5. Интегрируем
0

0
kp

p

dp 




 , 0 0.kp p 
   

П.6. Импульс сохраняется, следовательно, 1 2 3 0p p p p  
    . 

П.7.Спроецируем уравнение п.6 на координатные 

оси: 1 2 3 0

2 3

cos cos ,:
sin sin 0,:

p p p pOx
p pOy
    

    
 

20,6sin 0,6; cos 1 sin 0,8D
D

         (из рис. 1.18). 

П.8. В системе уравнений две неизвестные величины, переходим к п.9. 
П.9. Воспользуемся законом сохранения механической энергии: 

0kK K , 
3 22 2

3 01 2
2 2 2 2

p pp p
m m m m
   . 

Составим систему: 

y

3p

x1p

0

2p

0p



Рис. 1.18 
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2 22 2
3 01 2

1 2 3 0

2 3

,
2 2 2 2

cos cos ,
sin sin 0.

p pp p
m m m m

p p p p
p p


  

     
    


 

П.10. Из последнего равенства системы следует 2 3p p . Воспользуемся этим 
результатом: 

 

2 22 2
2 0 12 0 12 2 2 22

1 2 0
2

1 2 0 20 1 0 1
2 2 2

,
2 22

2 cos ( ) .
2cos 4cos

p pp p ppp p p
p p p p p p pp p

           
         

 

Решим систему: 
 22 2

0 10 1
22 4cos

p pp p 



, 

0 1 0 1
2 4cos

p p p p 



,  

 0 1 0 12cosp p p p    ,  

0 1 0 12 cos 2 cosp p p p     ,    0 12cos 1 1 2cosp p      . 
Перейдем к скоростям    0 12cos 1 1 2cos ,m m         

1 0 0
2 0,8 1 3 3 м5,2 1,2( )с1 2 0,8 13 13
 

        
 

   .  

Знак «минус» указывает на то, что импульс 1p  
направлен в противоположную сторону. 

Пример 8. Два одинаковых неупругих ша-
рика движутся под некоторым углом друг к другу 
с одинаковыми по модулю скоростями. При уда-
ре 25 % их кинетической энергии переходит в те-
плоту. Под каким углом   друг к другу были на-
правлены импульсы тел до удара? 

 
Решение 

П.1.Запишем закон изменения импульса: 
сист. внеш.dp F dt 

 . 
П. 2. Выполним рис. 1.19. 
П.3. Внешние силы не оказывают влияния на процесс соударения: 

внеш. 0,F 


сист. 0dp 
 . 

П.4. Одна переменная. 

 
02p

01p

kp

x



y

Рис. 1.19 Би
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П.5. Интегрируем 
0

0
kp

p

dp 




 , 0 0kp p 
 

. 

П.6. Начальный импульс системы равен 0 01 02p p p 
   , конечный kp , следова-

тельно, 
01 02kp p p 

            
П.7.  Воспользуемся теоремой косинусов. Из рис. 1.19 
  2 2 2 o

01 02 01 02 02 cos 180kp p p p p     , 
2 2 2

01 02 01 02 02 coskp p p p p    . 
Так как 01 02p p , получим  2 2

0 02 1 coskp p   . 
П.8. В полученном уравнении две неизвестные величины. 

П.9. Из условия задачи следует, что 0
3
4kK K . Таким образом, 

2 2 2
01 023

4 4 2 2
kp p p
m m m

 
  

 
 или 

2 2
03

4 4
kp p
m m
 , 2 2

03kp p . 

П.10. Решим систему 
 2 2

0 0
2 2

0

2 1 cos ,

3 ,
k

k

p p

p p

   



 

 2 2
0 0 02 1 cos 3 ,p p    

02 2cos 3,    

02cos 1,  0
1cos ,
2

  o
0 60  . 

Пример 9. Два мальчика, массы которых 1 40 кгm   и 2 60 кгm  , нахо-
дятся на противоположных концах неподвижной тележки, масса которой 

100 кгM  , а длина – 10 мl  . Оба мальчика одновременно начинают движе-
ние навстречу друг другу с одинаковыми скоростями 1 2 1 м c     относи-
тельно тележки. Определить расстояние, на ко-
торое переместится тележка к моменту встречи 
мальчиков. 

Решение 
П.1. Запишем закон изменения  
импульса системы: сист. внеш. .dp F dt 

  
П.2.Выполним рис. 1.20, на котором изобразим 
импульсы мальчиков и тележкипосле начала движения. 
П.3.Сумма внешних сил, действующихна систему, равна нулю, если не учиты-
вать сопротивление водыи рассматривать движение тел как равномерное: 

 
 

П.4. Переменная одна. 

x0

02p01p

тел.p

Рис. 1.20 

внеш. 0.F 


сист. 0.dp 
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П.5. Интегрируем
0

сист. 0
kp

p

dp 




 , 0 0kp p 
 

,  

т. к. 0 0p 


, то 0kp 


. 
П.6. Запишем конечный импульс: 

1 2 тел.kp p p p  
    , 1 1 2 2 тел.kp m m M     

   ,  
где 1 2 и   

   – скорости мальчиков относительно земли.  
Выразим скорости 1 2 и   

   относительно земли через скорости мальчиков от-
носительно тележки: 1тел. 2тел. и   

   
  1 1тел. тел.+     

   ; 2 2тел. тел.+     
   . 

Тогда получаем 
    1 1тел. тел. 2 2тел. тел. тел. 0m m M         

     . 
П.7. Спроецируем на ось    1 1тел. тел. 2 2тел. тел. тел.: 0Ox m m M          . 

Заменим скорости равномерного движения выражениями 1тел. 2
l
t

  , 

2тел. 2
l
t

  , тел. 2
x
t

  . Тогда 1 2 0
2 2
l x l x xm m M
t t t t t

           
   

. 

П.10. Решим уравнение относительно искомой величи-

ны 1 2 0
2 2
l lm x m x Mx          

   
;  1 2 1 2 0

2 2
l lm m M x m m     : 

 
 2 1

1 2

2
l m m

x
m m M




 
; 5 20 0,5 (м)

200
x 
  . 

Пример 10. Два упругих шара, массы которых отличаются в 5 
раз,  5M m  падают один за другим с начальной высоты 0 18 мH   на абсо-
лютно упругую горизонтальную поверхность с очень малым промежутком вре-
мени. Определить, на какую максимальную высоту после соударения с легким 
шаром поднимется более тяжелый шар. 

Решение 
П.1. Запишем закон изменения импульса: сист. внеш.dp F dt

 . 
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П.2. Выполним рис. 1.21, указав на нем направления импульсов шаров до со-
ударения и после него. 
П.3. В момент соударения внешние силы не влияют на процесс внеш. 0F 


, сле-

довательно, сист. 0dp 
 . 

П.4. Переменная одна. 

П.5. Интегрируем 
0

0
kp

p

dp 




 , 0kp p
  , 

0 0м 0б м б; ,kp p p p p p   
     

 
где    – начальный и конечный импульсы 
шара массой    , а     – начальный и конечный 
импульсы шара массой       .  
П.6. Запишем закон сохранения импульса через скоро-
сти: м. б. 0м. 0б.m M m M      

    . 
П.7. Спроецируем на ось м. б. 0м. 0б.:Oy m M m M        . 
П.8. В уравнении п.7 неизвестных величин две: м. б. и    . 
П.9. Воспользуемся законом сохранения энергии для упругого удара 0kK K , 

м.
2 2 2 2

б. 0м. 0б.
2 2 2 2

m M m M   
   ; 

м.

0м. 0б. м. б.
22 2 2

0м. 0б. б.

,

,
2 2 2 2

m M m M

mm M M

       

   

  


   
   м.

0б. б. м. 0м.
2 2 2 2
0б. б. 0м.

,

,

M m

M m

      
       

 

 
0б. б. м. 0м.

0б. б. м. 0м.

,

.M
m

      



      

 

Вычтем из первого уравнения второе  0б. б. 0б. б. 0м.2M
m

          . Учиты-

вая, что при свободном падении с некоторой высоты H  тело приобретает ско-
рость 2gH  , получим 

  0 б. 0 б. 02 2 2 2 2 2 ,MgH gH gH gH gH
m

      

 б. 02 1 2 3 ,M MgH gH
m m

        
   

 

 б. 06 2 2 2 ,gH gH  

 б. 03 2 2 ,gH gH  б. 09 ,H H  0
б. 2(м)

9
HH   . 

x0

y

0б.p
0м.p

б.p
м.p

Рис. 1.21 
0м м,p p 

m 0б б,p p 

M
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1.5 .Момент инерции твердого тела. Алгоритм решения задач 
Для того чтобы определить момент инерции I произвольного тела, необ-

ходимо представить это тело как совокупность очень маленьких объемов dV , 
обладающих массой dm и находящихся на расстоянии r от оси вращения. Каж-
дый такой объем dV можно считать материальной точкой, момент инерции ко-
торой 2 2dI dmr dVr   . Если такое представление удобно, то следует пользо-
ваться алгоритмом А. Однако для многих тел такое представление делает мате-
матические преобразования весьма сложными, поэтому при возможности изу-
чаемое тело желательно представить как совокупность ранее рассмотренных 

тел и использовать свойства аддитивности моментов инерции, т. е. рез.
1

n

i
i

I I


  и 

I dI  . 

Алгоритм А 
П.1А. Представить изучаемое тело как совокупность бесконечно малых объе-
мов dV , которые можно считать материальными точками. Записать выражение 
для момента инерции материальной точки с учетом того, что dm dV   

dI dVr  . 
П.2А. Выполнить рисунок, на котором изобразить: 

а) изучаемое тело; 
б) элементарный объем ;dV  
в) линейный размер ;r  
г) ось, относительно которой рассчитывается I . 

П.3А. Определить плотность тела 
dm
dV

   или взять   из условия задачи.Если 

масса распределена равномерно, то .m
V

   

П.4А. Выразить элементарный объем dV  через его размеры. 
П.5А. Определить r  через линейные размеры тела. 
П.6А. Подставить величины  , r  и dV  в формулу для dI . 
П.7А. Если в правой части полученного выражения больше двух переменных, 
выполнить замену переменных, используя геометрические параметры рисунка. 
П.8А. Воспользоваться свойством аддитивности и проинтегрировать получен-
ное выражение, определив пределы интегрирования из рисунка. 
П.9А. При необходимости использовать теорему Штейнера: 2

0I I ma  , где 
0I – момент инерции относительно оси, проходящей через центр масс тела, a – 

расстояние между осями. 
Алгоритм B 

П.1В. Представить изучаемое тело как совокупность ранее рассмотренных тел, 
для которых моменты инерции уже определены: колец, дисков, тонких полосок 
(стержней). Записать выражение для момента инерции такого тела в виде 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



48 
 

2dI k dVr  , где dV  – объем тела, r  – один из его линейных размеров, входя-
щих в формулу, k  – число, входящее в формулу момента инерции выбираемого 
тела,   – объемная плотность вещества 
П.2В. Выполнить рисунок, на котором изобразить: 
а) изучаемое тело; 
б) элементарный объем dV ; 
в) линейный размер r ; 
г) ось вращения, относительно которой рассчитывается I . 

П.3В. Определить объемную плотность тела m
V

   или взять   из условия за-

дачи. 
П.4В. Выразить элементарный объем dV  через его размеры. 
П.5В. Определить r через линейные размеры тела. 
П.6В. Подставить величины  , r  и dV  формулу для dI . 
П.7В. Если в правой части полученного выражения больше двух переменных, 
выполнить замену переменных, используя геометрические параметры рисунка. 
П.8В. Взять интегралы от правой и левой части полученного выражения, опре-
делив пределы интегрирования из рисунка. 
П.9В. При необходимости использовать теорему Штейнера: 2

0I I ma  . 

1.5.1. Примеры решения задач 
Пример 1. Тонкое  проволочное кольцо радиусом R , изготовленное из 

однородного материала, имеет массу m . Определить момент инерции кольца 
относительно оси, перпендикулярной плоскости кольца и проходящей через 
одну из точек кольца. 

Решение 
п.1А. Определим момент инерции относительно оси, проходящей через центр 
масс рассматриваемого тела, в данном случае кольца. Представим кольцо как 
совокупность бесконечно малыхобъемов dV , которые можно считать матери-
альными точками. Тогда 2dI dVr  . 

 
 
 
 
 
 
 

п.2А. Выполним рис. 1.22, взяв осьOO , проходящую через центр кольца. 
п.3А. Определим объемную плотность вещества :  

2
m m
V R S

  
 

,  

где S  – площадь сечение проволоки. 

r

O

O
dl

Рис. 1.22 Би
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П.4А. Выразим элементарный объем dV S dl  . 
П.5А. Из рис.1.22видно, что r R для каждого dl . 
П.6А. Подставим  и dV в формулу для :dI  

2

2 2
m mRdldI Sdl R
R S

  
  

 . 

П.7А. В правой части полученного выражения одна переменная l , поэтому пе-
реходим к п.9. 
П.8А. Воспользуемся свойством аддитивности: 

2
2

0
0

2 .
2 2

R mR mRI dl R mR


    
   

П.9А. Используя теорему Штейнера, находим искомый момент инерции  
  :a R  

2 2 2 2
0 2I I mR mR mR mR     . 

 
Пример 2. Определить момент инерции тонкого однородного диска ра-

диусом R  и массойm  относительно оси, проходящей через центр диска и пер-
пендикулярной плоскости диска. 

Решение 
П.1В. Представим диск как совокупность очень тонких колец шириной dr , 
центры которых совпадают с центром диска. 
Тогда в соответствии с примером 1 

2 2dI dm r dVr    , 
где dV  – объем тонкого кольца, r – его радиус. 
П.2В. Выполним рис. 1.23 
П.3В. Определим объемную плотность 

2
m m
V R H

  


,где H  – толщина 

диска. 
П.4В. Элементарный объем тонкого 
кольца равен 2dV rHdr  . 
П.5В. Из рис. 1.23 видно, что 0 r R  . 
П.6В. Подставим  и dV в формулу для 

:dI  
3

2
2 2

22m mr drdI r rHdr
R H R

   


. 

П.7В. В правой части полученного выражения одна переменная r , поэтому пе-
реходим к п.8. 

O

O

dr r

Рис. 1.23 Би
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П.8В. Используем свойство аддитивно-

сти:
3 4 2

0 02 2
0

2 2 .
24

R m r dV m R mRI I
R R

     

Пример 3. Рассчитать момент инерции 
однородного конуса относительно 
оси,проходящей через центр основания конуса, 
перпендикулярно этому основа-
нию.Высотаконуса H , радиус основания R . 
Масса конуса m .   

Решение 
П.1В. Представим конус как совокупность бес-
конечно тонких дисков толщиной dy , радиусы 
которых r  меняются от 0 до R , и воспользуемся 
результатом примера 2. 
П.2В. Выполним рис. 1.24. 
П.3В. Определим объемную плотность вещества 

:  

22

3
1
3

m m m
V R HR H

   
  

. 

 
П.4В. Элементарный объем представляет собой объем тонкого диска 

2dV r dy  . 
П.5В. Радиусы дисков r изменяются от 0 до R . 
П.6В. Подставим  и dV в формулу для :dI  

4
2 2

2 2
1 3 3
2 2

m mr dydI r dy r
R H R H

    


. 

П.7В. В правой части полученного выражения две переменные величины r и .y  
Замену переменных выполним, используя подобие треугольников, 

     y H
r R
 . 

Выразив r , получаем yRr
H

 ( y  изменяется от 0 до H ). Подставив это выраже-

ние в формулу п.6, получим 
4 4

2 4
3
2

m y RdI dy
R H H

 . 

П.8В. Используем свойство аддитивности: 
2 4

0 5
0

3
2

H mR yI dy
H

  , 
2 5

2
0 5

3 3
2 5 10

mR HI mR
H

  . 

H

O 

O

y

dy
r

R

Рис.1.24 
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Пример 4. Рассчитать момент инерции однородного полушара массой m  
и радиусом      относительно оси, проходящей перпендикулярно основанию по-
лушара через крайнюю точку его поверхности. 

Решение 
П.1В. Представим полушар как совокупность 
очень тонких дисков толщиной dy  и переменно-
го радиуса r . Воспользуемся результатом при-
мера 2. Первоначально рассчитаем момент 
инерции относительно оси, проходящей через 
центр масс. 

2 21 1
2 2

dI dm r r dV     , где r  – радиус произ-

вольного диска. 
П.2В. Выполним рис. 1.25. 

П.3В. Найдем плотность 33

3
2 2
3

m m m
V RR

   


. 

П.4В. Выразим элементарный объем 2dV r dy  . 
П.5В. Выясним пределы изменения переменных: 0 r R   и 0 y R  . 
П.6В. Подставим и dV в формулу для :dI  

2 4
2

3 3
1 3 3
2 2 4

mr mr dydI r dy
R R

   


. 

П.7В. В правой части две переменные r  и y . Замену переменных выполним, 
используя рис. 1.25. 

2 2 2r R y  . 
П.8В. Используем свойство аддитивно-

сти:
 22 2

4 2 2 4
0 3 3

0 0 0 0

3 3 2 ,
44

R R R Rm R y dy mI R dy R y dy y dy
R R

  
     

 
     

5 5
5 5 2 2

0 3 3
3 2 3 2 1 3 8 21
4 3 5 4 3 5 4 15 5

m R R mI R R mR mR
R R

             
  

. 

П.9В. Согласно теореме Штейнера 2 2
0

7
5

I I mR mR   . 

Пример 5. Определить момент инерции сплошного диска радиусом R  и 
толщиной относительно оси, проходящей через центр масс диска перпен-
дикулярно его плоскости, если плотность вещества, из которого изготовлен 

диск, задана выражением 0 1 r
R

     
 

, где 0 const  ; R  – радиус диска, r  – 

расстояние от центра диска до той точки, в которой определяется плотность  . 

R



O

O


r

dy

y R

Рис.1.25 
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Решение 
П.1В. Поскольку плотность вещества в 
точках, находящихся на одинаковом рас-
стоянии r  от центра диска одинакова, 
представим диск как совокупность тонких 
колец, радиусы которых изменяются от 0 
до R . Тогда  

2dI dVr  , где dV  – объем кольца, 
r  – его радиус. 
П.2В. Выполним рис. 1.26. 

П.3В. Объемная плотность задана в условии задачи 0 1 r
R

     
 

. 

П.4В. Элементарный объем тонкого кольца равен 2dV rHdr  . 
П.5В. Из рисунка видно, что Rr 0 . 
П.6В. Подставим с и dV в формулу для :dI  

2
0 1 2rdI r rHdr

R
       
 

. 

П.7В. В правой части полученного выражения одна переменная r , поэтому пе-
реходим к п.9. 

П.8В. В соответствии со свойством аддитивности 3
0 0

0

1 2
R rI r Hdr

R
      
  , 

44 4 5
3 0

0 0 0
0

2 2
4 5 10

R HRr R RI H r dr H
R R

    
         

   
 . 

 
Пример 6. Рассчитать момент инерции однородного диска  с отверстием 

относительно оси, перпендикулярной плоскости диска и проходящей через 
внутренний край диска. Радиус диска 0R , радиус отверстия 0r , масса диска .m  

Решение 
П.1В. Найдем момент инерции диска относительно оси, проходящей через 
центр масс, рассмотрев его как совокупность тонких колец. Воспользуемся ре-
зультатами примера 1. 

2dI dVr   – момент инерции кольца, где dV  – объем кольца; r  – его радиус. 
П.2В. Выполним рис. 1.27. 
П.3В. Найдем плотность: 

 2 2
0 0

m m
V R r H

  
 

. 

П.4В. Выразим объем 2dV rHdr  . 
П.5В. Из рис. 1.27 определим, в каких пределах меняются радиусы ко-
лец 0 0r r R  . 

O

O

dr r

Рис.1.26 
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П.6В. Подставим  и dV в формулу для :dI  

 
3

2
2 22 2

0 00 0

22m mr drdI r rHdr
R rR r H

   
 

. 

 
 
 

П.8В. Используем свойство аддитивно-

сти:
 
 

 0

0

4 4 2 23 0 0 0 0
0 2 2 2 2

0 0 0 0

2 .
22

R

r

m R r m R rmr drI
R r R r

 
  

   

П.9В. По теореме Штейнера  

 
2 2

2 2 2 20 0
0 0 0 0 03

2 2
R r mI I mr m mr R r

      . 

 
Пример 7. Рассчитать момент инерции диска радиусом R , массой m  и 

толщиной H относительно оси, прохо-
дящей через центр диска перпендику-
лярно его плоскости. Плотность веще-
ства зависит от расстояния от центра 

диска r  по закону 
2

0 21 r
R

 
    

 
.  

Решение 
П.1В.Рассмотрим диск как совокуп-
ность тонких колец и воспользуемся ре-
зультатом примера 1. 

2dI dVr  , где dV  – объем тон-
кого кольца, r  – его радиус.   
П.2В. Выполним рис. 1.28.         

П.3В. Плотность задана 
2

0 21 r
R

 
    

 
.    

O

O

0r

0R


r
dr

Рис.1.27 

O

O

R

 r dr

Рис. 1.28 
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П. 3В. Плотность задана: 
2

0 21 .r
R

 
    

 
 

П.4В. Выразим объем: 2dV rHdr  . 
П.5В. Определим пределы изменения радиусов колец:0 r R  . 
П.6В. Подставим  и dV в формулу для :dI  

2 2
2 3

0 02 21 2 2 1r rdI r rHdr H r dr
R R

   
          

   
. 

П.8В. По свойству аддитивности 
2 5

3 3
0 0 02 2

0 0 0

2 1 2 ,
R R Rr r drI H r dr H r dr

R R

  
            
    

44 6
0

0 0 22
4 66

HRR RI H
R

  
    

 
. 

Пример 8. Рассчитать момент инерции однородного стержня массой m  и 
длиной L  относительно оси, проходящей через один из концов стержня и со-
ставляющей со стержнем угол  . Проанализировать решение в случае 90   . 

Решение 
П.1А. Представим стержень как совокупность 
очень тонких пластинок сечением S  и длиной 
dl . Каждую пластинку можно считать мате-
риальной точкой. 

2dI dVr  , где dV Sdl . 
П.2А. Выполним рис. 1.29. 

П.3А. Найдем плотность m m
V LS

   . 

П.4А. Выразим элементарный объ-
ем dV Sdl . 
П.5А. Определим пределы изменения пере-
менной  :l  

0 .l L   
П.6А. Подставим  и dV в формулу для :dI  

2
2m mr dldI r Sdl

LS L
   . 

П.7А. Выполним замену переменных, используя рис.1.29 

sinr l  , тогда 
2 2sinml dldI

L


 . 

П.8А. Найдем суммарный момент инерции: 
2 2 2

2

0

sin sin
3

L ml dl mLI
L


   ,  

O

O

dl

r



S

l

Рис.1.29 
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для угла 90  
2

.
3

mLI   

Пример 9. Рассчитать момент инерции тонкого стержня, изготовленного 

из вещества плотностью 0 1 r
L

     
 

, где 0 const  , L  – длина стержня, r  – 

расстояние от конца стержня с минимальной плотностью до точки, в которой 
берется  . Сечение стержня S , ось проходит через конец стержня с наимень-
шей плотностью перпендикулярно стержню. 

Решение 
П.1А. Представим стержень как совокупность очень тонких пластинок сечени-
ем S  и длиной dr . Ось проведем через край стержня. Каждую пластинку мож-
но считать материальной точкой. 

2dI dVr  , 
где dV  – объем пластинки, r  – расстояние от 
произвольной пластинки до оси. 
П.2А. Выполним рис. 1.30. 
П.3А.Объемная плотность задана в условии за-
дачи. 

0 1 .r
L

     
 

 

 
П.4А. Элементарный объем пластинки SdrdV  . 
П.5А. Из рисунка видно, что 0 r L  . 
П.6А. Подставим  и dV в формулу для :dI  

2
0 1 rdI r Sdr

L
    
 

. 

П.7A. В правой части полученного выражения одна переменная r , поэтому пе-
рейдем к п.9. 
П.8А. Ищем суммарный момент инерции: 

3 3 4 3
2 2

0 0 0 0
0 0 0

1
3 4 12

L L Lr r L L LI r Sdr S r dr dr S S
L L L

                        
   . 

 
Пример10. Рассчитать момент инерции однородной пластинки в виде 

прямоугольного треугольника со сторонами a  и b, толщиной H . Масса пла-
стины m . Ось проходит через сторонуa  и лежит в плоскости пластины. 

Решение 
П.1В. Представим пластину как совокупность тонких стержней произвольной 
длины x  и ширины dy . Воспользуемся результатом примера8для угла 090 :   

O

O

dr

r

Рис. 1.30 
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21
3

dI dVx  ,  

где x  – длина произвольного стержня. 
П.2В. Выполним рис. 1.31. 

П.3В. Найдем плотность 2m m
V abH


   . 

П.4В.Выразим элементарный объем dV Hxdy . 
П.5В. Определим пределы изменения переменных 
0 x b  0 y a  . 
П.6В.Подставим  и dV в формулу для :dI  

3
21 2 2

3 3
m mx dydI Hxdy x

abH ab
    . 

П.7В. Замену переменных выполним, используя рисунок: y x
a b


byx
a

 . 

П.8В. Используем свойство аддитивности:
 3 3 3 4 2

3 3
0

2 2
3 3 4 6

am b y m b a mbI dy
ab aba a

   .       

    
 
 

1.6. Динамика вращательного движения.Алгоритм решения задач 
П.1. Выполнить рисунок, на котором изобразить: 

а) все тела, которые участвуют в движении; 
б) векторы сил iF


, действующих на каждое из тел, и точки приложения 

этих сил; 
в) указать ось вращения, относительно которой будут определяться мо-

менты сил; провести радиусы-векторы ir
 к точкам приложения сил, изображен-

ных на рисунке; 
г) векторы моментов сил iM


, определив их направление по правилу пра-

вого винта; 
д) оси координат, одну из которых  Oz  следует направить по оси враще-

ния, определив направление по правилу правого винта, а другую  Oy  по на-
правлению ускорения поступательного движения. 
П.2. Записать уравнение динамики вращательного движения тела  

1
,

n

i
i

I M


 
 

где I  – момент инерции тела относительно оси вращения, выбран-

ной в п.1, 


 – угловое ускорение тела; iM


 – не равные нулю моменты сил, дей-
ствующих на вращающееся тело. 

a

b

O

O

y

x

dy

Рис. 1.31 
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П.3. Определить момент инерции тела относительно оси вращения, а также мо-
дули моментов сил, определяемые по формуле sinM Fr  . – угол между си-
лой и радиусом-вектором. Радиусы-векторы всех сил, входящих в уравнение, 
выразить через геометрические параметры рисунка. 
П.4. Уравнение, полученное в п.2, спроецировать на ось Oz , совпадающую с 

осью вращения 
1

n

z iz
i

I M


  . В полученное скалярное уравнение подставить 

модули моментов сил, определенные в п.3, и значение момента инерции.  
П.5. В полученном уравнении определить количество неизвестных величин. 
Если неизвестная величина одна и является искомой величиной в задаче, то пе-
рейти к п.8. В том случае, если неизвестных больше одной, либо искомая вели-
чина не содержится в уравнении, то перейти к п.6. 
П.6. Записать уравнение динамики поступательного движения для тех тел, ко-
торые движутся поступательно, или для поступательного движения центра масс 

катящегося тела в виде 
1

n

i
i

mw F





, где w  – ускорение поступательного движе-

ния, iF


 – все силы действующие на каждое из тел. 
П.7. Спроецировать уравнения п.6 на оси координат Ox  и Oy  (или на одну из 
этих осей), после чего внести в полученные уравнения выражения для каждой 
из этих сил. 
П.8. Составить систему уравнений из выражений, полученных в п.5. и п.7. Если 
вращательное движение происходит без проскальзывания, то использовать 
связь между угловым и линейным ускорениями w R , оставив в системе либо 
только w , либо только . При необходимости привлечь алгоритмы других раз-
делов физики. 
П.9. Решить полученную систему уравнений (или уравнение) относительно ис-
комой величины. 

1.6.1. Примеры решения задач 
Пример 1. К ободу однородного диска радиу-

сом R  приложена постоянная сила F


, направленная 
по касательной к диску. При вращении на диск дей-
ствует сила трения, равная тр.F


. Определить массу 

диска, если диск вращается с постоянным угловым 
ускорением . 

Решение 
П. 1. Выполним рис. 1.32. 
Сила трения и внешняя сила приложены в одной точ-
ке. Их радиусы-векторы одинаковы и равны R , углы между радиусами-
векторами и силами равны 90 . Сила реакции опоры и сила тяжести приложены 
в т.O  и не имеют радиусов-векторов. Момент силы трения направлен от  

тр.M


M


r

Рис. 1.32 

F





 тр.F


Oz
O

mg

N
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чертежа (к нам), момент силы F


 – за чертеж (от нас), ось Oz  направим в ту же 
сторону, что и 


. 

П.2. Запишем уравнение динамики вращательного движения тела: 

тр.I M M  
  

. 

П.3. Момент инерции однородного диска относительно оси вращения
2

.
2

mRI   

П.4. Спроецируем уравнение п.2 на ось Oz : 
2

тр. 2
mRM M   , Rrr  21 , 

0sin90 ,M F R FR   0
тр. тр. тр.sin90 .M F R F R      

Подставим значения моментов в динамическое уравне-

ние:
2

тр. 2
mRF R F R     . 

П.5. В полученном выражении одна неизвестная величина m , поэтому перехо-
дим к п.9. 

П.9. 
 тр.

тр.
2

2
F FmRF F m

R


   


. 

Пример 2. На наклонной плоскости с коэффициентом трения μ, состав-
ляющей угол с горизонтом, находится катушка с ниткой. Конец нити закреп-
лен в точке А. Масса и момент инерции катушки относительно ее центра масс 
равныm и I0 соответственно. Радиус слоя ниток r, внешний радиус катушки –

.R Движение без проскальзывания. Найти угловое ускорение катушки. 
Решение 

П. 1. Выполним рис. 1.33.Сила тяже-
сти mg  приложена в центре масс те-
ла, сила реакции опоры N


 и сила 

трения тр.F


 – в точке касания катуш-
ки и наклонной плоскости, сила на-
тяжения нити T


 – в точке касания 

нити с катушкой. Радиус-вектор си-
лы тяжести равен нулю, для тр.F


 и N


 

радиус-вектор обозначен 2 ,r , для си-
лы T


 как 1r

 .  Все углы между 
силами и радиусами-векторами со-
ставляют o90 . Ось Oz  направлена по  

угловомуускорению


.Направления моментов определены по правилу правого 
винта и указаны на рис. 1.33. 
П.2. Запишем уравнение динамики вращательного движения 





трF


TM


N


mg

1r





Oz

y



O







2r


тр.M


w

A
T


x

Рис. 1.33 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



59 
 

тр. TI M M  
  

. 

Учли, что тяж. 0 0,M mg   0
2 sin180 0.NM N r     

П.3. Момент инерции катушки равен I0. 
11 90sin rTrTMT  , тр. тр. 2 тр. 2sin90M F r F r      . 

П.4. Спроецируем уравнение п.2 на ось Oz 
Oz: тр. 0ТM M I    ,  

тр. 1 2 0F r T r I      . 
Поскольку rr 1 , а Rr 2 , то тр. 0F R Tr I     или 0NR Tr I    . 
П.5. В полученном в п.6 уравнении две неизвестные величины, поэтому пере-
ходим к п.6. 
П.6. Запишем уравнение динамики поступательного движения для катушки: 

тр.mw mg N F T   
    . 

П.7. Спроецируем уравнения на оси Ox и Oy.  
Ox: тр.sin ,mw mg F T     
Oy:0 cosN mg   . 

Учтем, что тр.F N  , т. е. 
sin ,

0 cos .
mw mg N T

N mg
   

   
 

Перейдем к п. 8 алгоритма. 
П.8. Составим полную систему уравнений: 

0

sin ,
0 cos ,

,
.

mw mg N T
N mg

NR Tr I
w R

   
   
   
  

 

П.9. Решим эту систему относительно β: 

0

sin cos ,
cos ,

m R mg mg T
Img R T

r r

      

   
  

 

0sin cos cosI Rmg mg m R mg
r r


        ,

0sin cos cos IRmg mR
r r

              
   

, 

0

sin cos 1 Rmg r
r

I mR r

          
 

. 
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Пример 3. На горизонтальной 

поверхности стола с коэффициентом 
трения   находится катушка с намо-
танным слоем ниток, момент инер-
ции которой 2

0 ,I mR   
где m  – масса катушки, R  – внеш-
ний радиус катушки,   – положи-
тельная константа. Радиус намотан-
ного слоя ниток равен r . Катушку 
без скольжения начали тянуть с по-
стоянной силой F


, направленной 

под углом   к горизонту. Найти мо-
дуль горизонтального ускорения оси катушки w . 

Решение 
П.1. Выполним рис. 1.34. 
Силы трения и реакции опоры приложены в точке касания катушки и стола. 
Сила тяжести приложена в центре масс катушки, сила тяги – в точке касания 
нити и катушки. Поскольку вращение катушки может происходить как по часо-
вой стрелке, так и против часовой в зависимости от величины и направления 
силы F


, выберем одно из направлений. Будем считать, что катушка вращается 

против часовой стрелки, а ее центр масс перемещается влево. Правильность 
или ошибочность такого предположения определит знак полученного ответа. 

Точку O  совместим с центром масс катушки. Тогда радиус-вектор силы 
тяжести равен 0, радиус-вектор силы F


 обозначен 1r

  и составляет угол o90  с 
вектором силы, радиусы-векторы сил реакции опоры N


 и силы трения тр.F


 

обозначены 2r
  и составляют с силами углы 0180  и o90  соответственно. 

Момент силы реакции опоры o
2 sin180 0NM N r   , момент силы тяже-

сти 0 0mgM mg    и на рисунке не отображены. По правилу правого винта 

определяем направление моментов сил F


 и тр.F


. Ось Oz  выбираем по направ-

лению 


. 
П.2. Запишем уравнение динамики вращательного движения 

тр.FI M M  
  

. 

П.3. Момент инерции тела задан в условии задачи: 2I mR  . 
П.4. Спроецируем уравнение п.2 на ось Oz . 

:Oz 2
тр. ,FM M mR     

sin90 ,FM F r F r   
тр. тр. sin 90 ,M F R   

тр.F


FM


N


mg

1r





Oz

y

O 

 
2r


тр.M

w

x



Рис.1.34 
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2
тр.F r F R mR      .          

П.5. Поскольку в этом уравнении две неизвестные величины, то перейдем к 
п.6. 
П.6. Запишем уравнение динамики поступательного движения центра катушки 

тр.mw mg N F T   
   

 
и перейдем к п.7 алгоритма. 
П.7. Спроецируем уравнение п.6 на оси координат: 

:Ox тр.cos .mw F F     
П.8. Составим полную систему уравнений: 

2
тр.

тр.

,

cos ,

.

F r F R mR

mw F F

R w

      
    
 

 

Решим эту систему относительно w . Выразим тр.F  

тр. cosF F mw    
и подставим в первое уравнение: 

2( cos ) wFr F mw R mR
R

      , 

cos
( 1)

F r F Rw
mR

   


 
. 

 

Пример 4. Через блок в виде 
однородного диска переброшена не-
растяжимая, невесомая нить, к кон-
цам которой прикреплены грузы 1m  
и 2m , 21 mm  . Масса диска M ,его 
радиус R. Считая, что нить не сколь-
зит по блоку, определить угловое 
ускорение вращающегося диска. 
Сила трения в опоре отсутствует. 

Решение 
П.1. Выполним рис. 1.35, изобразив 
все тела, входящие в систему, силы, 
действующие на каждое из тел, ра-
диусы-векторы этих сил и моменты 
сил, действующих на вращающийся 
диск, найдя их направления по пра-
вилу правого винта. Направления 
моментов сил натяжения нитей ука-
заны на рис. 1.35. 

1M


N


2m g

1r





Oz

1T 


O

2r


2w












1w
1m g

Mg

2M


1T


2T


2T 


Рис. 1.35 
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Ось Oz направим по направлению


. Ось Oy направим по направлению 

движения массы 1m . Радиусы-векторы сил Mg и N


равны нулю,таким образом, 
моменты этих сил также равны 0. 
П.2. Запишем уравнение динамики вращательного движения для диска 

1 2I M M  
  

. 
П.3. Момент инерции однородного диска относительно оси :Oz  

2

2
MRI  . 

П.4. Спроецируем уравнение п.2 на ось :Oz  
1 2: ,Oz M M I   1 1 1sin 90 ,M T R T R    2 2 2sin 90 ,M T R T R     

2

1 2 2
MRT R T R   .          

П.5. Поскольку в этом уравнении более одной неизвестной величины, перейдем 
к п.6. 
П.6. Запишем уравнение динамики поступательного движения для масс 1m  и 

2 :m  

1 1 1 1m w m g T  
  ,  

2 2 2 2 .m w m g T  
   

П.7. Спроецируем уравнения на ось Oy . 
1 1 1 1:Oy m w m g T  ,      

2 2 2 2:Oy m w T m g  .     
П.8. Составим полную систему уравнений и учтем, что 1 2 :w w w   

2

1 2

1 1 1

2 2 2

,
2
,
.

MRT R T R

m w m g T
m w T m g


  

  
  


 

По третьему закону Ньютона 11 TT  , 22 TT  . Учтем также, что w R  , 
тогда  

1 2

1 1 1

2 2 2

,
2

,
.

MRT T

m R m g T
m R T m g

  


   
    


. 

П.9. Решим эту систему относительно . 
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1 1 2 2 2
MRm g m R m R m g 

      , 

1 2 1 2( )
2
Mm m g R m m       

 
, 

1 2

1 2

( )

2

m m g
MR m m


 

    
 

. 

 
Пример 5. На неподвижный блок в виде однородного диска массой M  и 

радиусом R  намотана невесомая нерастяжимая нить с грузом массой m . В не-
который момент времени 0 0t   к блоку приложена сила 0F F t  , как пока-
зано на рис. 1.36. 0F  и   – положительные константы. Определить угловую 
скорость вращения диска как функцию времени. 

Решение 
П. 1. Выполним рис. 1.36. 

Силы тяжести диска и груза приложены в цен-
тре масс каждого тела. Сила натяжения нити и 
сила F  приложены к диску в точках касания. 
Сила реакции опоры N


 и сила тяжести диска 

Mg  не создают вращательных моментов отно-
сительно точки O , поскольку их радиусы-
векторы равны 0. Момент силы F


 направлен 

за чертеж, момент силыT 


 к нам от чертежа. 
Углы  между радиусами-векторами и силами 
равны o90 . 
П.2. Запишем уравнение динамики вращатель-
ного движения тела: 

F TM M I  
 

. 
П.3. Момент инерции однородного диска от-
носительно оси вращения 

      
2

.
2

MRI   

П.4. Спроецируем уравнение п.2 на ось Oz : 
,T FM M I    

o
1 1sin sin90 ,TM T r T R      

 0
2 2 2 0sin sin90 ,FM F r F r F R F t R           

 
2

0 ,
2

MRTR F t R     0 2
MRT F t    . 

TM


N


O


FM


y




Oz

Mg

T


1r


T 


2r




w
mg

F
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П.5. В полученном выражении более одной неизвестной величины, поэтому пе-
рейдем к п.6. 
П.6. Запишем уравнение динамики поступательного движения для груза m : 

    mw mg T  
  . 

П.7. Спроецируем уравнение п.6 на осьOy , которую направим по направлению 
движения груза массой :m  

    mw mg T  . 
Поскольку T T  , а w R  , получаем 

     m R mg T   . 
П.8. Составим систему уравнений согласно пп.4 и7: 

     0 ,
2
.

MRT F t

mg T m R

    

   

 

П.9. Дополним систему уравнений п.8 уравнением кинематики вращательного 
движения :d dt  

 0 ,
2
,

.

MRT F t

mg T m R
d dt

     


  
   


 

Из первых двух уравнений исключим :T  
    

  0 .
2

MRmg F t m R       

Выразим 0

2

mg F t
MR m

  
 

  
 

, 

0

2

mg F td dt
MR m

  
 

  
 

. 

Проинтегрируем полученное выражение: 

0

0

0

,

2

k t mg F td dt
MR m





  


  
 

   

2
0

0 ,
2

2 2

k
mg F tt

M MR m R m

 
   

       
   

 

y

TM


N


mg

1r





Oz

O

2r


w





F
 MgFM

 T


T 




Рис. 1.37 Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



65 
 

 
2

0
0

2

2

k

tmg F t

MR m

 
   

  
 

. 

 
Пример 6. На ступенчатый блок радиусами R  и r  в противоположных 

направлениях намотаны две нити. К концу одной из них прикреплен груз мас-
сой m. Момент инерции блока относительно оси вращения равен 0I . Трения 
нет. Какую силу F необходимо приложить к свободному концу нити, чтобы уг-
ловое ускорение блока было равно ? 

Решение 
П.1. Выполним рис.1.37. Укажем направления всех векторов (см. примеры 1–5). 

 
П.2. Запишем динамическое уравнение вращательного движения 

 T FM M I  
 

, 
0mgM  , 0NM , т. к. 0.r   

П.3. Определим модули моментов сил: 

2 sin 90TM T r T R    ,  

1 sin 90FM F r F r    . 
П.4. Спроецируем уравнение динамики на ось :Oz 0F TM M I   ,  

0F r TR I    .      
П.5. В полученном выражении две неизвестные величины, поэтому переходим 
к п.6. 
П.6. Для груза: mw mg T  

  . 
П.7. В проекции на ось :Oy mw T mg    , T T  по третьему закону Ньюто-
на. 
Учтем, что ,w R  

m R T mg   .     
П.8. Составим систему уравнений: 

0 ,
.

Fr TR I
m R T mg

  
   

 

 
Решим систему: 

T m R mg   , 

0( )Fr mg m R R I     , 

0 ( )I m g RF
r

  
 . 

 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



66 
 

 
Пример 7. Однородный 

сплошной цилиндр массой m ле-
жит на двух горизонтальных 
брусьях. На цилиндр намотана 
нить, за свешивающийся конец 
которой тянут с постоянной вер-
тикальной силой F . Коэффици-
ент трения между цилиндром и 
брусьями равен  . Определить 
значение силы F , при котором 
цилиндр будет катиться без 
скольжения. 

Решение. 
П.1. Выполним рис. 1.38. 
П.2. Так как моменты сил тяжести 
и реакции опоры равны нулю 
(см. предыдущие задачи), то тр.FM M I  

 
. 

П.3. Найдем модули сил 1 1sin 90FM F r F r    ,  

тр. тр. 2 тр. 2sin 90 .M F r F r     
  
П.4. Спроецируем уравнение п.2 на ось :Oz  

тр.FM M I   . 

Учтем, что момент инерции диска относительно оси вращения 
2

.
2

mRI    
2

1 тр. 2 2
mRF r F r     , Rrr  21 , 

2

тр. 2
mRF R F R     ,  

тр. 2
mRF F   .       

П.5. В полученном уравнении более одной неизвестной величины. Переходим к 
п.6. 
П.6.Запишем динамическое уравнение поступательного движе-
ния: тр.mw mg N F F   

     
П.7. Спроецируем на оси: 

:Ox тр.mw F
 ,  

:Oy FmgN 0 , тр. .F N   
П.8. Составим систему и решим ее: 

Рис. 1.38 

O FM


N


mg

1r





Oz

y



2r


w

x

F
трM

 трF
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тр. ,
2

,
0 .

mRF F

mw N
N mg F

   


 
   


 

Учтем, что ,w R  а тр. .F N   

,
2

,
,

mRF N

m R N
N mg F

   


  
  


2 2 ,
,

,

m R F N
m R N
N mg F

   
   
  

, 2 2F N N    , 
2 3 ,

.
F N

N mg F
 

  
 

2 3 3F mg F    , (2 3 ) 3F mg    , 3
2 3

mgF 


 
. 

Пример 8. Однородный диск массой m  вращается с угловой скоростью 
0 . В момент времени 0 0t   к ободу диска начинают прижимать тормозную 

колодку с силой, зависящей от времени по закону F At , где const 0A   . Ко-
эффициент трения между диском и колодкой равен  . Сколько оборотов сдела-
ет диск до остановки? 

Решение 
П.1. Выполним рис. 1.39. Укажем направления всех векторов (см. предыдущие 
примеры). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

П.2.Запишем уравнение динамики вращательного движения, учитывая, что 
0,F N mgM M M    

тр..I M 
 

 

П.3. Момент инерции диска относительно оси вращения 
2

2
mRI  . 

П.4. Спроецируем уравнение п.2 на ось вращения: тр.M I   . 

 

Рис. 1.39 

N


mg

r




Oz

O



F
трM


трF
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Найдем модуль момента силы трения: тр. тр. тр.sin
2

M F r F R
     . 

Так как тр.F F At    , то тр.M AtR  .Следовательно,
2

2
mRAtR    . 

П.5. Искомая величина не содержится в полученном уравнении. Перейдем к п.8. 

П.8. Воспользуемся кинематическим уравнением :d
dt


   

2
.

2
mR dARt

dt


    

Разделим переменные:         .
2

mRAtdt d     

Проинтегрируем     
00

,
2

t mRAtdt d




     получим 

 
2

02 2
t mRA    ; 

2

0
At
mR


     . 

Время остановки определим из условия 0  , следовательно, 0
ост.

mRt
A





. 

Еще раз воспользуемся уравнением кинематики: 

d dt   ; 
2

0
Atd dt
mR

 
    

 
; 

2

0
0 0

.
t Atd dt

mR

  
    

 
 

 

В результате интегрирования  
3

0 3
Att
mR


    . 

Подставим ост :t  
2 2 3 3 3

0 0
0 2 2 3 3

0 0 0 0 0
0

9

2 .
3 3

mR A m R
A m R A

mR mR mR
A A A

  
    

 

    
   

  

 

Найдем число оборотов: 0 0
2 3

mRN
A

 
 

  
. 

 
Пример 9. К концу веревки, намотанной на цилиндр, который находится 

на горизонтальной шероховатой поверхности, привязан груз массой M . Верев-
ка переброшена через блок. Масса цилиндра m , его радиус R . Массой веревки, 
блока, а также силой трения в блоке можно пренебречь. Определить ускорение 
груза M . 
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Решение 
П.1. Выполним рис.1.40. 
Выполним действия пп. 2 – 4 алгоритма. 
Так как      и                                       , то 

тр. ТM M I  
 

. 
2

.
2

mRI   

TRrTM Т  90sin1 , (т. к. Rr 1 ), тр. тр. 2 тр.sin 90M F r F R   ,  

(т. к. Rr 2 ), w
R

  . 

 

В проекциях на ось вращения :Oz тр.
wTR F R I
R

  , 
2

тр. 2
mR wTR F R

R
  , 

тр. 2
mwT F  . 

П.5. В полученном уравнении более одной неизвестной величины. Переходим к 
п.6. 
П.6. Запишем уравнения динамики поступательного движения цилиндра и тела: 

тр.' ,

.

mw mg T F N

Mw Mg T

   

 

   

   

 
П.7. В проекциях на направление поступательного движения 
 





TM


N


mg

1r





Oz

O

2r


w

Mg

T


трF




T 


yтр.M


y



y
Рис.1.40 

0 0mgM mg   2 sin180 0NM N r  

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



70 
 

:Ox тр.mw T F  ,  
:Oy .Mw Mg T   

П.8. Составим систему: 

тр.

тр.

,

,

,
2

mw T F

Mw Mg T T Mg Mw
mwT F


 


    


  


тр.

тр.

,

.
2

mw Mg Mw F

mwMg Mw F

  



    

П.9. Решим систему: 

тр. тр.,2
mwmw Mg Mw F Mg Mw F      

 
3 2 2 ,
2

mw Mw Mg   

(3 4 ) 4 ,m M w Mg 
4

3 4
Mgw

m M



. 

Пример 10. Однородный тонкий стержень массой M  и длиной l  закреп-
лен в горизонтальной плоскости посередине его длины. На расстоянии 4l  от 
его середины к стержню прикреплена точечная масса m . Какую угловую ско-
рость приобретает стержень, если к его свободному концу перпендикулярно 
стержню приложить силу 2F At Bt  , где A  и B – положительные константы. 

Решение 
П.1.Выполним рис. 1.41. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Выполним действия  пп.2– 4 
0
0

mg

N

M
M

 
 

, так как 0r  . 

F mgI M M  
  

. 
Момент инерции системы равенсумме моментов инерции стержня и точечной 

массы  
2 2 2

ст. точки ,
12 16 4 3 4

Ml ml l M mI I I        
 

 

2r
 

F


N


mg



Oz
O

mgM


m 1r


Mg
FM
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 o 2sin90
2 2F
l lM F At Bt    ; osin90

4 4mg
l mglM mg  . 

В проекции на ось :Oz ,F mgI M M  
 22

.
4 3 4 2 4

At Bt ll M m mgl     
 

 

П.5. В уравнении п.4 одна неизвестная величина  . 

П.8. 
 22

3 4

At Bt mg
M ml

 
 

  
 

. 

П.9. Запишем уравнение кинематики вращательного движения: 

,d dt
 22

.

3 4

At Bt mg
d dt

M ml

 


  
 

 

Проинтегрируем   2

0 0

1 (2 ) .

3 4

t
d At Bt mg dt

M ml



  
  
 

   

Найдем искомую величину 
2 32

2 3
3 4

At Bt mgt
M ml

 
    

    
 

. 

1.7. Механическая работа. Алгоритм решения задач 
В том случае, когда в задаче рассматривается поступательное движение 

тела, следует пользоваться алгоритмом А. При рассмотрении вращательного 
движения нужно использовать алгоритм В. 

Алгоритм А 
П.1А. Записать выражение для элементарной работы, которая совершается на 
бесконечно малом перемещении. 

A F dr  
 

. 
Определить из условия задачи, работу какой силы или каких сил требуется оп-

ределить. Расписать значение вектора силы F


 или рез.
1

n

i
i

F F



 

, если учитыва-

ется действие нескольких сил. 
П.3А. Записать выражение для перемещения тела в виде dr dxi dyj dzk  

  , а 
в случае действия на тело силы, постоянной по величине и по направлению, в 
виде 0kr r r  

  
. 

П.4А. Собрать в формулу п.1А величины, определенные пп.2А и3А. 
п.5А. Определить количество переменных в каждом слагаемом полученного 
выражения. Если в каждом из слагаемых по одной переменной, т. е. выражение 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



72 
 

имеет вид ( ) ( ) ( ) ,A f x dx f y dy f z dz     то следует перейти к п.7А. Если это 
условие не выполнено, то перейти к п.6А. 
П.6А. Выполнить замену переменных, используя другие уравнения механики. 
Привести полученное выражение к виду, указанному в п.5А. 
П.7А. Проинтегрировать правую и левую часть уравнения, полученного в п.5А 
или п.6А. 
П.8А. Постоянные интегрирования определить из начальных условий. 

Алгоритм В 
П.1В. Записать выражение для элементарной работы, совершенной при поворо-
те на бесконечно малый угол d . 

pA M d  
 

, 

где 
1

n

p i
i

M M



 

. 

П.2В. Расписать моменты сил, действующих на тело, в виде ,M M n 
 

 где 
sinM r F    .  –угол между векторами r  и F


, n– нормаль. 

П.3В. Расписать вектор d d n  
  . 

П.4В. Собрать в формулу п.1В величины, определенные пунктами п.2В и п.3В. 
П.5В. Определить количество переменных в полученном выражении. Если пе-
ременная одна, следует перейти к п.7В. Если это условие не выполнено, то пе-
рейти к п.6В 
П.6В. Выполнить замену переменных, используя другие уравнения механики.  
П.7В. Проинтегрировать правую и левую часть уравнения, полученного в п.5В 
или п.6В. 
П.8В. Постоянные интегрирования определить из начальных условий. 

1.7.1. Примеры решения задач 
Пример 1. На материальную точку массой m начинает действовать сила 

2F ax i by j   
  

, где a  и b– положительные константы, x  и y – координаты 
точки. В начальный момент времени координаты точки имели значения 0x  и 

0y Какую работу совершит сила F


при перемещении в конечную точку с коор-
динатами kx  и ky ? 

Решение 
Для решения задачи воспользуемся алгоритмом A.  

П.1А. Запишем выражение для элементарной работы A  на бесконечно малом 
перемещении :dr A F dr  

 
. 

П.2А. Вектор F


возьмем из условия задачи: 
2 0F ax i by j k     

  
. 

П.3А. dr dx i dy j dz k     
  . 

П.4А. Подставим F


и rd в п. 1А и определим :A  
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2 2( 0 )( )A ax i by j k dx i dy j dz k axdx by dy             
    

. 
П.5А. В каждом слагаемом содержится по одной переменной, поэтому перей-
дем к п.7А. 
П.7А. Проинтегрируем выражение п.5А. 

2A axdx by dy   , 
2 3

2 3
x yA a b C   . 

П.8А. В начальный момент времени координаты точки равны 0x  и 0y , а работа 
не была совершена, поэтому 

2 3 3 2
0 0 0 00
2 3 3 2
x y by axa b C C      . 

Окончательно 
2 2 3 3

0 0( ) ( )
2 3
a bA x x y y    . 

Пример 2. На тело, находящееся в начальный момент времени в начале 
системы координат ( 0 0x  , 0 0y  , 0 0z  ), начинают действовать две силы 

2
1F ax i bz k   

 
 и 3 2

2 .F ky j cz k   
 

Под действием этих сил тело переме-
щается поступательно в точку, координаты которой равны kx , ky  и kz . Опре-
делить работу результирующей силы на этом перемещении. 

Решение 
Для решения задачи следует воспользоваться алгоритмом А. 
П.1А. Запишем выражение для элементарной работы A  на бесконечно малом 
перемещении dr . 

рез.A F dr  
  . 

П.2А. Определим рез. :i
i

F F
  2 3 2

рез. 1 2 ( ) .F F F ax i ky j bz cz k        
    

 

П.3А. dr dx i dy j dz k     
  . 

П.4А. Подставим резF


и rd в п.1А и определим :A  
2 3 2

2 3 2

( ( ) )( )

    ( ) .

A ax i ky j bz cz k dx i dy j dz k

ax dx ky dy bz cz dz

             

   

    

 

П.5А. Поскольку в каждом слагаемом содержится одна переменная величина, 
перейдем к п.7А. 
П.7А. Проинтегрируем выражение п.5А: 

2 3 2( )A ax dx ky dy bz cz dz      , 
3 4 2 3

13 4 2 3
ax y z zA k b c C     . 
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П.8А. В начальный момент времени координаты точки 0 0x  , 0 0y  , 0 0z  , а 
работа не была совершена, поэтому 1 0C  . Окончательно 

3 4 2 3

3 4 2 3
ax y z zA k b c    . 

Пример 3. Тело массой m  с начальной скоростью из точки, удаленной от 
центра поля на 0r , влетает в центрально-симметричное поле, в котором на нее в 

любой точке действует сила 2
B rF

rr



, где B  – положительная константа, r  – 

радиус-вектор точки относительно центра поля. Какую работу совершат силы 
поля за время, в течение которого тело приблизится к центру поля на расстоя-

ние  0
k

rr
k

 ? 

Решение 
Для решения задачи воспользуемся алгоритмом А. 
П.1А. Запишем выражение для элементарной работы A  на бесконечно малом 
перемещении :dr  

.A F dr  
 

 
П.2А. Вектор F


возьмем из условия задачи: 

2 2 r
B r BF e

rr r
 

 
. 

П.3А. Запишем вектор dr  в полярных координатах: 
rdr dre 

 
, поскольку r  и dr  направлены в противоположные стороны. 

п.4А. Подставим F


 и dr  в п.1А и определим :A  

2 2( ) .r r
B BA e dre dr
r r

    
   

П.5А. В правой части уравнения п.4А содержится лишь одна переменная вели-
чина, поэтому переходим к п.7А. 
П.7А. Проинтегрируем выражение п.5А. 

2
BA dr
r

  , 

BA C
r

  . 

 
П.8А. В начальной точке, когда работа еще не была совершена, 0r r , 

0
0 ,B C

r
 

0

BC
r

  , следовательно, 

0

B BA
r r

  . 
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Поскольку 0
k

rr
k

 , то 

0 0 0

1( ) ( 1)k BA B k
r r r

    . 

 
Пример 4. К однородному диску массой M  и радиусом R , вращающе-

муся с угловой скоростью 0  относительно оси, проходящей через его центр и 
перпендикулярной плоскости диска, прижимают тормозную колодку, дейст-
вующую на диск с силой F


. Коэффициент трения между диском и колодкой  . 

Какую работу совершит сила трения за время  ? 
Решение 

Для решения воспользуемся алгорит-
мом В.  
П.1В. Запишем выражение для элемен-
тарной работы A  при повороте на ма-
лый угол d . 

pезA M d   
  . 

П.2В. Определим моменты всех сил, 
действующих на диск, относительно 
оси вращения 

sin180 0M F r    , 
тяж. 0 0M mg   , 

тр. тр. тр. тр.sin 90 ,M F r F r F R        

.трF F  , 
Выполним рис. 1.42 и укажем на нем направления оси  
вектора  и вектора     

П.3В. Запишем значение вектора d d n   
  . 

П.4В. Подставим величины, определенные в пп.2В и3В в формулу работы: 
A FRd FR dt       . Использовали d dt . 

П.5В. В правой части уравнения содержится две переменные величины t  
и , поэтому следует перейти к п.6В. 
П.6В. Для нахождения   воспользуемся динамическим уравнением для враща-
тельного движения: 

тр
z

z
dI M
dt


 .  

В соответствии с рис. 1.42 
,Id FRdt   

Разделим переменные и найдем .  
,Id FRdt     

,Oz
n тр .M



r


трF


тр.M


mg

n

Oz
O


F


Рис.1.42 
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1.I FRt C    
При 00t   , следовательно, 1 0C I  . 
Подставим константу: 

0
FRt
I


   . 

Перейдем к работе: 

0( )FRA FR t dt
I


     . 

П.7В. Проинтегрируем выражения п.6В. 

0( ) ,FRA FR t dt
I


     

2

0 22
FRtA F R t C

I
 

     
 

. 

П.8В. При 0 0t A  , следовательно, 2 0C  . 
 

2 2

0 02
FRt FtA FR t FR t

I MR
    

          
   

. 

За время t  
2

0 .FA FR
MR

  
     

 
 

Пример 5.Тело массой m  начинают поднимать с поверхности земли, при-
кладывая к нему силу 2( 1)F by mg 

  , где b  – положительная константа. Найти 
работу этой силы на пути подъема тела до произвольной высоты H . 

Решение 
Для решения задачи воспользуемся алгоритмом А. 
П.1А. Запишем выражение для элементарной работы  

A F dr  
 

. 
П.2А. Сила, работу которой следует определить, 

2( 1) 2( 1)F by mg by mgj    
  , т. к. g g j  

 . 
П.3А. Запишем выражение для перемещения :dr  

dr dxi dyj dzk  
  . 

Поскольку движение происходит только вдоль оси ,Oy  
dr dyj


. 

П.4А. Определим ( 2( 1) )( ) 2( 1)A by mgj dyj by mgdy      
 

. 
П.5А. Поскольку в выражении п.4А только одна переменная величина, перехо-
дим к п.7А. 
П.7А. Проинтегрируем выражение из п.4А. 

(2 2)A by mgdy   , 
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2
2( 2 2 ) (2 )

2
byA y mg C mg y by C       . 

Константу            определим из начальных условий. 
П.8А. В начальный момент времени 0y  и 0A  , следовательно, 0C  . Таким 
образом,  

2(2 )A mg y by  . 
В условии задачи .y H  
Находим искомую величину (2 )A mgH bH  . 

 
Пример 6.Тело массой m  движется под действием двух сил 

1 3 4F xi yj zk  
  

 и 2 2 5F xi zk  
 

 из точки, заданной радиусом-вектором 

0 2 2r i j k  
 

 в точку с 4 2kr i j k   
 

. Найти работу результирующей си-
лы на этом перемещении. Модули сил и радиусы-векторы заданы в СИ. 

Решение 
Выполним пп.1А – 4А. 

A F dr  
 

. 
рез. 1 2 3 4 2 5 4 4F F F xi yj zk xi zk xi yj zk         

         
. 

dr dxi dyj dzk  
  . 

рез. ( 4 4 )( ) 4 4A F dr xi yj zk dxi dyj dzk xdx ydy zdz          
      . 

П.5А. В каждом слагаемом по одной переменной, поэтому переходим к п.7А. 

П.7А.
2

2 2( 4 4 ) 4 4 2 2
2
xA xdx ydy zdz xdx ydy zdz y z C             . 

П. 8А. В начальный момент времени 0 2x  , 0 2y  , 0 1z    и работа не была 
совершена: 0A  . 

2
2 220 2 2 2( 1)

2
C      , 2 8 2 12C       . 

Окончательно 
2

2 2 2 212 2 12 2 4 2 2 12 28,5 (Дж).
2 2
k

k k
xA y z            . 

 
Пример 7.Однородный стержень массой m и длиной l  закреплен за один 

из концов и находится в горизонтальном положении. На противоположный ко-
нец стержня действует сила, перпендикулярная стержню, модуль которой 
F Bt , где B  – положительная константа. Определить работу этой силы, как 
функцию времени. 

Решение 
Воспользуемся алгоритмом В и выполним пп.1В – 4В: 

 

C
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A M d   
 

. 
sin90M Bt l n Btl n    

  
. 

d d n  
 

. 
A Btl n d n Btld       

 
.   

Векторы ,n M
 и ось O z  направлены  так,  

как показано на рис. 1.43.   
П. 5В. В правой части полученного выражения две переменные величи-

ны, поэтому переходим к п.6В. 
П. 6В. Заменим d dt   , тогда .A Btl dt    
Угловую скорость вращения найдем из уравнения динамики вращатель-

ного движения: 
z

z
dM I
dt


. 
dBtl I
dt



. 

Разделим переменные: Btldt Id  , 

Проинтегрируем Btldt Id   , 
2

2
tBl I C  . 

В момент времени 0t  , 0  следовательно, 0C  . 

Окончательно 
2

2
tBl I  ,  

2

3
mlI 

,    

2 2

2 3
t mlBl  

,    

23
2
Bt
ml


.  

23 .
2
Btd dt
ml

 
 

2 2 33 3
2 2
Bt B tA Btl dt dt
ml m

  
. 

П. 7В. Проинтегрируем полученное в п. 6В выражение: 
2 3 2 4

1
3 3

2 2 4
B t B tA dt C

m m
  

 . 
П. 8В. В начальный момент времени 0 0t   работа не совершалась, по-

этому 1 0C  . Окончательно 
2 43

8
B tA

m
 . 

Пример 8. На тело массой m , движущееся из точки с координатой 0x  в 
направлении оси Ox  с начальной скоростью 0 , начинает действовать си-

  
n M

 OZ

O
l


F


Рис. 1.43 
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ла 2F kx i 
 

, где k  – положительная константа. Найти работу этой силы как функ-
цию координаты, а также работу к тому моменту, когда координата станет равна 

02x . 
Решение 

Выполним пп.1А – 4А.  
A Fdr 

 
. 

2F kx i 
 

. 
dr dxi dyj dzk dxi   

   , т. к. движение происходит по оси Ox . 
2 2A kx i dxi kx dx     
 

. 
П.5А. В правой части уравнения одна переменная величина, поэтому перейдем 
к п.7А. 

П.7А. 
3

2
13

kxA kx dx C     . 

П.8А. В начальный момент времени 0 0t   координата тела равна 0x , а работа 
не совершалась: 

3 3
0 0

1 10
3 3

kx kxC C     , 

 3 3
03

kA x x   , при 02x x 3
0 (8 1)

3
kA x

  . 

Окончательно  3 3
03

kA x x  ; 
3

07
3

kxA   . 
 

Пример 9.Неподвижная частица массой m  в момент времени 0 0t   на-
чинает испытывать действие силы 0 sinF F ti 

 
. Найти работу этой силы как 

функцию времени t . 
Решение 

Выполним пп.1А – 4А. 
A Fdr 

 
. 

0 sinF F ti 
 

. 
dr dxi dyj dzk dxi   

   , т. к. движение происходит лишь вдоль оси Ox . 

0 0sin sinA F tidxi F tdx    
 

. 
П.5А. В правой части уравнения содержится две переменные, поэтому перей-
дем к п.6А. 
П.6А. Заменим dx dt  , а зависимость   от t  получим из основного уравнения 
динамики поступательного движения: 

.dm F
dt



 
 

В проекции на ось Ox : 0 sindm F t
dt

  , разделим переменные: 
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0 sinFd tdt
m

   , 

0 sinFd tdt
m

    , 

0
1cosF t C

m
    


.В момент времени 0 0t  , 0 0  , следовательно, 

00 0
1 cos0F FC

m m
 

 
, 

 0 1 cosF t
m

   


. 

0 (1 cos )Fdx t dt
m

  


. 

Следовательно,  0
0 sin 1 cosFA F t t dt

m
    


. 

Перейдем к п.7А. 
п.7А. В результате интегрирования 

2
0 (sin sin cos )FA t t t dt

m
    

  . 

 
2 2

0 0 cos sin 2sin sin cos
2

F F t tA tdt t tdt A dt
m m

                 , 

2
0

22
cos 2cos

4
F tA t C
m

        
. 

п.8А. В начальный момент времени работа не совершалась, поэтому  
2

0
22

cos00 cos0
4

F C
m

       
,  

2
0

2 2
3
4

FС
m




. 

Окончательно 
2

0
2

3 cos2cos
4 4

F tA t
m

     
  

. 

Пример 10.На материальную точку массой m , движущуюся в плоскости XOY, 
действует сила cos sinF B bxi C cyj 

  
. Под действием этой силы точка перемещает-

ся из положения с 0 0 0r x i y j 
   до k k kr x i y j 

  . Определить работу силы.  
Решение 

Для решения задачи воспользуемся алгоритмом A. 
Выполним пп.1А –4А. 
Запишем выражение для элементарной работы:  A F dr  

 
. 

 Сила, работу которой следует определить, 
cos sinF B bxi C cyj 

  
. 
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 Перемещение точки в плоскость XOY: 
dr dxi dyj 

  . 
 Определим :A  

( cos sin )( ) (cos ) (sin )A B bxi C cyj dxi dyj B bx dx C cy dy     
   

. 
П.5А. Поскольку в каждом из слагаемых только по одной переменной величи-
не, переходим к п.7А. 
П.7А. Проинтегрируем выражение п.4А. 

( cos ) ( sin )A B bx dx C cy dy  , 

1sin cosB CA bx cy C
b c

   . 

П.8А. 1C определим из начальных условий. Поскольку в момент времени 0t  , 

0x x , 0y y , и работа не была совершена, то  

0 0 10 sin cosB Cbx cy C
b c

   , следовательно, 

1 0 0cos sinC BC cy bx
c b

  .  

Окончательно 

   0 0sin sin cos cosB CA bx bx cy cy
b c

    . 
 

1.8. Закон сохранения момента импульса. Алгоритм решения задач 
П.1. Записать закон изменения момента импульса в виде 

     
1

n

i
i

dL M dt



 

, 

где L


 – момент импульса; iM


 – момент силы. 
П.2. Определить моменты всех внешних сил, действующих на систему рас-

сматриваемых тел, и убедиться в том, что сумма моментов равна 0 
1

0
n

i
i

M


 
 

 



. 

П.3. Подставить в уравнение п.1 
1

0
n

i
i

M





, следовательно, 0dL 


. 

П.4. Момент импульса сохраняется 0.kL L
 

 

0L


– момент импульса системы в начальный момент времени, kL


– момент им-
пульса в конечный момент времени. 
П.5. Исходя из условия задачи расписать 0L


 и :kL


 

    0 0
1 1

,   
n n

i k ki
i i

L L L L
 

  
   

 

и подставить эти значения в выражение п.4: 
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     01 02 1 2... ...k kL L L L    
   

. 
П.6. Определить направление каждого момента импульса. 
П.7. Спроецировать уравнение п.5 на ось Oz , которую целесообразно совмес-
тить с одним из моментов импульса :iL


 

01 02 1 2... ... .z z k z k zL L L L      
П.8. Расписать каждый из моментов импульса, используя одну из формул 

i i iL I   или i i i iL m r   и подставить значения iL  в п.7. 
П.9. Расписать значения моментов инерции и подставить в уравнение, получен-
ное в п.8. Из полученного после всех подстановок уравнения определить иско-
мую величину. 

 

1.8.1. Примеры решения задач 
Пример 1. Платформа в виде сплошного диска массой M  и радиусом R  

вращается вокруг вертикальной оси с угловой скоростью 0 . В центре плат-
формы стоит человек массой m . Какую линейную скорость относительно пола 
будет иметь человек, если перейдет на край платформы? 

Решение 
П.1. Запишем закон изменения момента импульса: 

     
1

n

i
i

dL M dt



 

. 

П.2. Сумма моментов всех внешних сил, действующих на систему, равна 0. 

П.3. Поскольку 
1

0
n

i
i

M





, получаем  0dL 


. 

П.4. Момент импульса системы сохраняется 0kL L
 

. 
П.5. В систему входят два тела: платформа и человек, поэтому 

   0 0чел. 0пл. чел. пл.,   k k kL L L L L L   
     

. 
Таким образом, 0 . 0пл. чел. пл.чел k kL L L L  

   
 

П.6. Поскольку направление вращения и человека и платформы совпадают и не 
изменяются при переходе человека на край платформы, направление всех век-
торов iL


 совпадают. 

П.7. Спроецируем уравнение п.5 на ось, совпадающую с направлением векто-
ров iL


. 
    0чел. 0пл. kчел. пл.kL L L L    

П.8. Распишем каждый момент импульса :L I   
    чел. пл. 0чел. 0 0пл. 0k k k kI I I I       . 

П.9. Моменты инерции  
2 2

2
0чел. 0пл. чел. пл.0,  ,  ,  

2 2k k
MR MRI I I mR I    . 
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2 2

2
02 2k

MR MRmR
 

    
 

. 

0

2
2

k
M
M m


 

  
 

. Линейная скорость :k k R   

    0

2
2

k
M R
M m


 

  
 

. 

 
Пример 2. Платформа с человеком, стоящим в ее центре, вращается с 

частотой 1n . На вытянутых руках человек держит две гири массой m  каждая. 
Первоначальное расстояние между гирями 0  уменьшается до k . Какова бу-
дет конечная частота вращения платформы kn , если ее момент инерции вместе с 
человеком равен 0I ? 

Решение 
П.1. Запишем закон изменения момента импульса: 

     
1

n

i
i

dL M dt



 

. 

П.2. Сумма моментов всех внешних сил, действующих на систему, равна 0. 

П.3. Поскольку 
1

0
n

i
i

M





, получаем  0dL 


. 

П.4. Момент импульса системы сохраняется 0kL L
 

. 
П.5. В систему входят три тела: платформа с человеком и две гири, поэтому 

   0 0пл. 01гир. 02гир. 0пл. 0гир.2 ,L L L L L L    
     

 

   пл. k1гир 2гир пл. гир2 ,k k k k kL L L L L L    
     

 
   0пл. 0гир пл. гир2 2k kL L L L  

   
. 

П.6. Поскольку направления вращения всех тел, входящих в систему, совпада-
ют и не изменяются во времени, то все векторы iL


 направлены одинаково. 

П.7. Спроецируем уравнение п.5 на ось, совпадающую с направлением момен-
тов iL


, 
    0пл. 0гир пл. гир2 2k kL L L L   . 

П.8. Распишем каждый момент импульса :L I   
   

0пл. пл.0 0гир 0 гир2 2
k k k kI I I I       . 

П.9. Момент инерции гири 2
гириI m  . Момент инерции платформы 0 :I  
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2 2

0
0 0 02 2

2 2
k

kI m I m
                         

  . 

Поскольку 2 n  , получим 

    
2 2
0

0 0 02 2 2 2
4 4

k
kI m n I m n

   
       

   

  , 

     

2
0

0 0

2

0

2

2
2

k
k

I m n
n

I m

 
 

 





. 

Пример 3. Платформа в виде однородного диска массой M  и радиусом 
R  может вращаться вокруг оси, проходящей через ее центр перпендикулярно 
ее плоскости. С какой угловой скоростью будет вращаться платформа, если по 
ее краю пойдет человек массой m  со скоростью   относительно платформы? 

Решение 
П.1. Запишем закон изменения момента импульса: 

     
1

n

i
i

dL M dt



 

. 

П.2. Сумма моментов всех внешних сил, действующих на систему, равна 0. 

П.3. Поскольку 
1

0
n

i
i

M





, получаем  0dL 


. 

П.4. Момент импульса системы сохраняется 0kL L
 

. 
П.5. В систему входят два тела: платформа и человек, поэтому 

   0 0пл. 0чел. пл. чел.,   k k kL L L L L L   
     

. 
Поскольку вначале человек и платформа неподвижны, то 0 0L 


. 

пл. чел.0 k kL L 
  

. 
П.6.Так как направления линейных скоростей человека и точек платформы про-
тивоположны, то векторы kпл.L


 и kчел.L


 направлены в противоположные сторо-

ны. 
П.7. Спроецируем уравнение п.5 на ось, совпадающую с направлением векто-
ров пл.kL


. 

     пл. чел. 0k kL L  . 
П.8. Распишем пл. пл. пл.kL I  , чел. чзkL m R  , 
где чз  – скорость человека относительно Земли. Воспользуемся законом сло-
жения скоростей: 

чз чпл пл.    
  

 
   

пл.чз пл. R        , 
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    чел. пл.kL m R R  , 
    пл. пл. пл.m R R I   . 
 

П.9. Момент инерции диска
2

.
2

MRI   

 
2

пл. пл.2
MRm R R    , 

    
2

2
пл. пл.2

MRm R mR     , 

    пл.2
MRm mR     

 
, 

    
 пл.

2
2

m
R M m


 


. 

 
Пример 4. Горизонтальная платформа, имеющая форму диска массой M , 

может вращаться вокруг вертикальной оси, проходящей через ее центр. На 
краю платформы стоит человек. На какой угол   повернется платформа, если 
человек пойдет вдоль края платформы и, обойдя ее, вернется в исходную точку. 

Решение 
П.1. Запишем закон изменения момента импульса 

     
1

n

i
i

dL M dt



 

. 

П.2. Сумма моментов всех внешних сил, действующих на систему, равна 0. 

П.3. Поскольку 
1

0
n

i
i

M





, получаем  0dL 


. 

П.4. Момент импульса системы сохраняется 0kL L
 

. 
 

П.5. В систему входят два тела: человек и платформа, поэтому 
   0 0пл. 0чел. пл. чел.,   k k kL L L L L L   

     
. 

Поскольку вначале человек и платформа неподвижны, то 0 0L 


.  

пл. kчел.0 kL L 
  

. 
П.6. Направления линейных скоростей человека и платформы противополож-
ны, следовательно, и моменты импульса направлены в противоположные сто-
роны. 
П.7. Спроецируем уравнение п.5 на ось, совпадающую по направлению kпл.L


, 

тогда пл. kчел.0 kL L  . 
П.8. Распишем момент импульса: 

пл. пл. пл.kL I  , чел. чзkL m R  , 
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где чз  – скорость человека относительно Земли. 
     

пл.чз ч. пл. ч. R        . 
С учетом этого получаем 

      пл.пл. пл. ч.0 I mR R     . 

Поскольку ч.
2 R

t


  , а пл. t


  , получаем 

  20
2

MR RmR m
t t
     

 
 или 0 2

2
M m m      

 
, 

откуда 2

2

m
M m


 


. 

 

Пример 5. Два горизонтальных диска свободно вращаются вокруг верти-
кальной оси, проходящей через их центры. Моменты инерции этих дисков от-
носительно этой оси равны 1I  и 2I , а угловые скорости вращения 1  и 2 соот-
ветственно. После падения верхнего диска на нижний за счет трения через не-
которое время диски стали  вращаться как единое целое. Определить устано-
вившуюся скорость вращения дисков, если они до взаимодействия: 1) враща-
ются в одну сторону; 2) вращаются в противоположные стороны и 1 2   . 

Решение 
П.1. Запишем закон изменения момента импульса: 

     
1

n

i
i

dL M dt



 

. 

П.2. Сумма моментов всех внешних сил, действующих на систему, равна 0. 

П.3. Поскольку 
1

0
n

i
i

M





, получаем  0dL 


. 

П.4. Момент импульса системы сохраняется 0kL L
 

. 
П.5. В систему входят два диска, поэтому 

     0 01 02L L L 
  

. 
В конце они вращаются как единое целое. Их суммарный момент импульса kL


 

равен 
     01 02.kL L L 

  
 

П. 6. Если направления вращения совпадают, то 01 02,  L L
 

 и kL


 направлены оди-
наково, если в противоположные стороны, то 01 02 и  L L

 
 противоположны по 

направлению. 
П.7. Спроецируем уравнение п.5 на ось, совпадающую с направлением 01L


. То-

гда в первом случае 01 02kL L L  , а во втором случае 01 02kL L L  . 
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П.8. Распишем каждый момент импульса :L I   
    01 1 1 02 2 2 1 2,   ,   k kL I L I L I I       ; 

 1 2 1 1 2 2kI I I I      . 
П.9. Моменты инерции в задаче определены, поэтому сразу находим :k  

     1 1 2 2

1 2
k

I I
I I
  

 


. 

Знак «+» соответствует вращению дисков в одну сторону, а знак «–» – в противопо-
ложные. 

Пример 6. В центре скамьи Жуковского стоит человек и держит в руках 
стержень массой m , длиной   за его середину. Суммарный момент инерции ска-
мьи вместе с человеком равен 0I . Скамья вращается с угловой скоростью 0 . Ка-
кова будет угловая скорость вращения скамьи, если человек возьмет стержень за 
один из его концов? Стержень перпендикулярен к оси вращения. 

Решение 
П.1. Запишем закон изменения момента импульса: 

     
1

n

i
i

dL M dt



 

. 

П.2. Сумма моментов всех внешних сил, действующих на систему, равна 0. 

П.3. Поскольку 
1

0
n

i
i

M





, получаем  0dL 


. 

П.4. Момент импульса системы сохраняется 0kL L
 

. 
П.5. В систему входят два тела: скамья вместе с человеком и стержень, поэтому 

   0 0ск. 0ст. ск. ст.,   ,k k kL L L L L L   
     

 

0ск. 0ст. ск. ст..k kL L L L  
   

 
П.6. Поскольку направление вращения всех тел, входящих в систему, совпада-
ют и не изменяются во времени, то все векторы iL


 направлены одинаково. 

П.7. Спроецируем уравнение п.5 на ось, совпадающую с направлением мо-
ментов iL


 

    0ск. 0ст. ск. ст.k kL L L L    
П.8. Распишем каждый момент импульса по формуле :L I   

    0ск. 0 0ст. 0 ск. ст.k k k kI I I I       . 
П.9. Момент инерции стержня относительно оси, проходящей через центр 

2

0ст. 12
mI 
 , а относительно оси, проходящей через край,

2

ст. 3k
mI 
 . Поэтому 

   
2 2

0 0 0 0 ,
12 3k k

m mI I      
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2

0 0

2

0

12

3

k

mI

mI

 
  

  





. 

 
Пример 7. Человек стоит на краю неподвижной скамьи Жуковского и ло-

вит мяч, массой m , летящий со скоростью 0 . Траектория мяча горизонтальна 
и проходит на расстоянии R  от оси вращения. Считая, что момент инерции 
скамьи вместе с человеком равен 0I , определить, с какой угловой скоростью 
начнет вращаться скамья. 

Решение 
П.1. Запишем закон изменения момента импульса: 

     
1

n

i
i

dL M dt



 

. 

П.2. Сумма моментов всех внешних сил, действующих на систему, равна 0. 

П.3. Поскольку 
1

0
n

i
i

M





, получаем  0dL 


. 

П.4. Момент импульса системы сохраняется: 0kL L
 

. 
П.5. В систему входят два тела: скамья вместе с человеком и мяч, поэтому 

   0 0ск. 0м. ск. м.,   k k kL L L L L L   
     

. 
До взаимодействия скамья была неподвижна 0ск. 0L 


, следовательно, 

0м. ск. м.k kL L L 
  

. 
П.6. Так как направление скоростей всех тел, входящих в систему, непосредст-
венно перед взаимодействием и после одинаковы, то все моменты импульса на-
правлены одинаково. 
П.7. Спроецируем уравнение п.5 на ось, совпадающую с направлением момен-
тов iL


. 
    0м. ск. м.k kL L L   

П.8. Распишем каждый момент импульса 0м.L m R  , м. 0k k kL I I    . 
П.9. Момент инерции мяча после взаимодействия 2

м.I mR , поэтому 
    2

0 ,k km R mR I      

    2
0

k
m R

I mR


 


. 

 
Пример 8. Однородный стержень массой M  и длиной   может свободно 

вращаться вокруг горизонтальной оси, проходящей через один из его концов. В 
другой конец абсолютно неупруго ударяется пуля массой m , летящая со скоро-
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стью 0  перпендикулярно стержню и его оси. Найти начальную угловую ско-
рость стержня после соударения. 

Решение 
П.1. Запишем закон изменения момента импульса: 

     
1

n

i
i

dL M dt



 

. 

П.2. Сумма моментов всех внешних сил, действующих на систему, равна 0. 

П.3. Поскольку 
1

0
n

i
i

M





, получаем  0dL 


. 

П.4. Момент импульса системы сохраняется 0kL L
 

. 
П.5. В систему входят два тела: пуля и стержень, поэтому 

   0 0ст. 0п. ст. п.,   k k kL L L L L L   
     

. 
Поскольку 0ст. 0L 


, то 0 0п.L L

 
. Следовательно, 

     0п. ст. п.k kL L L 
  

 
П.6. Поскольку направления вращения всех тел, входящих в систему, совпада-
ют и не изменяются во времени, то все векторы iL


 направлены одинаково. 

П.7. Спроецируем уравнение п.5 на ось, совпадающую с направлением момен-
тов iL


. 
    0п. ст. п.k kL L L  . 

П.8. Распишем 0п. 0L m   , п. п. ст. ст.,  k k k kL I L I    ,  

0 п. ст.k km I I     . 

П.9. Момент инерции стержня и пули после взаимодействия 
2

ст. 3
MI 


, 

2
п.I m  . 

    
2

2 ,
3 k

Mm m
 

    
 


   

   2
2

,

3

k
m

M m


 






 3

k
m

M m


 

  
 


. 

1.9. Кинематика колебаний. Алгоритм решения задач 
П.1. Исходя из условия задачи, записать систему уравнений, определяющих 
значения координат, как функции времени: 

( ),
( ),
( ).

x x t
y y t
z z t
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П. 2. Определить проекции вектора скорости на оси выбранной системы коор-
динат путем дифференцирования координат по времени: 

x
dx
dt

  , y
dy
dt

  , z
dz
dt

   

или взять их из условия задачи. 
П. 2'. Найти угловую скорость вращения путем дифференцирования угла пово-
рота тела   по времени или взять ее из условия задачи. 

d
dt


 . 

П. 3. Определить проекции вектора ускорения на оси выбранной системы коор-
динат дифференцированием соответствующих проекций скорости по времени: 

, , .yx z
x y z

dd dw w w
dt dt dt

 
    

П. 4. Записать вектор скорости колебательного движения через найденные в    
п. 2 проекции:  

x y zi j k      
  ,  

где ,  ,  i j k
 

 – единичные векторы, определяющие направления осей Ox , Oy  и 
Oz  в декартовой системе координат. 
П. 5. Модуль вектора скорости колебательного движения определить по фор-
муле 

2 2 2
x y z     . 

П. 6. Записать вектор ускорения колебательного движения через найденные в 
п.3 проекции: 

x y zw w i w j w k  
  . 

П. 7. Модуль вектора ускорения колебательного движения определить по фор-
муле 

x y zw w w w   . 
П. 8. Для нахождения траектории точки, участвующей в двух взаимно перпен-
дикулярных колебаниях из системы уравнений, 

( ),
( ),

x x t
y y t


 
 

исключить время. 
П.9. Определить зависимость одного кинематического параметра от другого, 
если это требуется по условию задачи: 

        , , .f x w f x w f     . 
П.10. Для определения минимальных или максимальных значений 


 или w  

воспользоваться условием экстремума: 
    max  

 
 при 0 


, 

    maxw w
 

 при 0w  . 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



91 
 

1.9.1. Примеры решения задач 
 
Пример 1. Материальная точка движется вдоль оси Ox  по закону 

2sin
4

x A t     
 

. Определить скорость и ускорение точки как функцию вре-

мени, а также зависимость скорости от координаты. Определить скорость и ус-

корение в момент времени 
2
Tt  , где T  – период колебаний. 

Решение 
П.1. Запишем значения координат точки как функцию времени (из условия за-
дачи): 

   2sin , 0, 0.
4

x A t y z      
 

 

П.2. Определим проекции скорости на оси координат: 

x
dx
dt

  , 0y  , 0z  , 

2 sin cos sin 2
4 4 4x A t t A t                      

     
. 

П.3. Определим проекции вектора ускорения на оси координат: 
x

x
dw
dt


 , 0yw  , 0zw  , 

22 cos2
4xw A t      

 
. 

П.4. Запишем вектор скорости: 

    sin 2
4

A t i      
 


.  

Найдем его при :
2
Tt   

  
2 3sin 2 sin 2

2 4 4
TA i A i A i

T
              

 

  
. 

П. 6. Запишем вектор ускорения точки: 

    22 cos2
4

w A t i     
 


. 

Найдем w  в момент времени :
2
Tt   

  2 22 32 cos2 2 cos 0
2 4 2
Tw A i A i

T
          

 

 
. 

П.9. Выразим скорость колеблющейся точки через координату: 
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2sin ,
4

2 sin cos ,
4 4

x A t

A t t

       


                 

 

sin
4

xt
A

    
 

,cos 1
4

xt
A

     
 

, 

2 1 2 1x x xA xA
A A A

       . 

 
Пример 2. Точка движется в плоскости XOY по закону sinx A t  , 
cosy B t  , где ,  A B  и  – положительные константы. Определить ускорение 

точки в зависимости от ее радиуса-вектора. 
Решение 

П.1. Запишем зависимость координат от времени согласно условию задачи: 
    sinx A t  , cosy B t  . 

П.2. Определим проекции вектора скорости на оси выбранной системы коорди-
нат, дифференцируя по времени соответствующие координаты: 

cosx
dx A t
dt

     , 

siny
dy B t
dt

      . 

П.3. Определим проекции ускорения на оси координат: 
2 sinx

x
dw A t
dt


     , 

2 cosy
y

d
w B t

dt


     . 

П.4. Запишем вектор скорости: 
    cos sinA ti B tj      

 
. 

П.6. Запишем вектор ускорение точки: 
    2 2sin cosw A ti B tj      

  . 
П.9. Определим зависимости вектора ускорения w  от радиуса-вектора точки  
r , учитывая, что :r xi yj 

   

 
 2 2 2

sin cos ,

sin cos sin cos ,

r A ti B tj

w A ti B tj A ti B tj

    


           

 

     

     2w r 
  . 

 
Пример 3. Найти уравнение траектории колеблющейся точки, которая 

движется в плоскости XOY  таким образом, что ее координаты зависят от вре-
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мени по закону sinx A t  ; sin 2y A t  . Определить зависимость скорости и 
ускорения точки от времени. 

Решение 
П.1. Запишем зависимость координат от времени согласно условию задачи: 

    sinx A t  , sin 2y A t  . 
П.2. Определим проекции скорости на оси координат: 

cosx
dx A t
dt

     ; 

2 cos 2y A t    . 
П.3. Определим проекции вектора ускорения на оси координат: 

2 sinx
x

dw A t
dt


     , 

24 sin 2y
y

d
w A t

dt


     . 

П.4. Запишем вектор скорости: 
   ( cos ) (2 cos2 )x yi j A t i A t j            

    . 
П. 6. Запишем вектор ускорения точки: 

   2( sin 2 ) ( 4 sin 2 )x yw w i w j A t i A t j           
    . 

П.8. Найдем уравнение траектории, исключив время из системы уравнений для 
координат: 

    
sin ,
sin 2 ,

x A t
y A t
 

  
 

sin xt
A

  , sin 2 2sin cost t t    , 

2

2cos 1 xt
A

   , 
2

2sin2 2 1x xt
A A

   , 

2

22 1x xy A
A A

   , 
2

22 1 xy x
A

  . 

 
Пример 4. Найти уравнение траектории колеблющейся точки, которая 

движется в плоскости XOY  таким образом, что ее координаты зависят от вре-
мени по закону sinx A t  ; cos2y A t  . Определить зависимость скорости и 
ускорения точки от времени. 

Решение 
П.1. Запишем значения координат точки как функцию времени (из условия за-
дачи): 

    sinx A t  , cos2y A t  . 
П.2. Определим проекции скорости на оси координат: 
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cosx
dx A t
dt

     , 

2 sin 2y
dy A t
dx

      . 

П.3. Определим проекции вектора ускорения на оси координат: 
2 sinx

x
dw A t
dt


     , 24 cos 2y
y

d
w A t

dt


     . 

П.4. Запишем вектор скорости: 
( cos ) (2 sin 2 )x yi j A t i A t j            

    . 
П.6. Запишем вектор ускорения точки: 

 2 2( sin ) ( 4 cos2 )x yw w i w j A t i A t j           
    . 

П.8. Найдем уравнение траектории, исключив время из системы уравнений для 
координат: 

     
sin
cos2

x A t
y A t
 

  
; 

sin xt
A

  , 
2

2cos 1 xt
A

   ; 

 
2 2

2 2
2 2cos sin 1 x xy A t t A

A A
 

       
 

, 

2

2
21 xy A
A

 
  

 
. 

 
Пример  5. Точка участвует в двух колебаниях, происходящих в одном 

направлении по законам 1 cosx A t   и 2 sinx B t  . Определить модуль мак-
симальной скорости точки. 

Решение 
П.1. Запишем значения координат точки как функцию времени (из условия за-
дачи): 

    1 cosx A t  , 2 sinx B t  . 
П.2. Определим проекции скорости на оси координат: 
 

1 sinA t     , 

2 cosB t    . 
П.4. Запишем вектор скорости: 

   1 2
cos sinx x i B t A t i          

  . 

П.5. Определим модуль скорости: 
 cos sinB t A t       . 
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Перейдем к п.10. 
П. 10. Найдем производную по времени от скорости и приравняем ее к нулю: 

   

2 2

2 2

2 2 2 2

cos sin ,
0,

cos sin 0,
cos sin ,

cos sin ,

A t B t

A t B t
A t B t

A t B t

       
 

      
   

  

 

   
 2 2 2 2

2
2

2 2

cos 1 cos ,

cos .

A t B t

Bt
A B

   

 


 

Следовательно, 

2 2

2
2

2 2 2 2

cos ,

sin 1 cos 1 .

Bt
A B

B At t
A B A B

 


      
 

 

Подставив эти значения в п.5, получаем 

    

2 2

max 2 2 2 2

2 2

max 2 2

,

.

A B

A B A B

B A

A B

 
        

 
 



 

 
Пример 6. Точка одновременно участвует в двух колебаниях одного на-

правления, которые происходят по закону 1 1 cos
3

x A t     
 

 и 

2 2 sin
6

x A t     
 

. Определить ускорение точки в момент времени, равный 

периоду колебаний от начала движения. 
Решение 

П.1. Запишем значения координат точки как функцию времени (из условия за-
дачи): 

   1 1 cos
3

x A t     
 

, 2 2 sin
6

x A t     
 

. 

П.2. Определим проекции скорости на оси координат: 
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1

2

1
1

2
2

sin ,
3

cos .
6

x

x

x A t
t
x A t
t

           
          

 

П.3. Определим проекции вектора ускорения на оси координат: 
1

1

2
2

1 2

2
1

2
2

2
1 2

cos ,
3

sin ,
6

cos sin .
3 6

x
x

x
x

x x x

d
w A t

t
d

w A t
t

w w w A t A t

          
          

                     

 

П. 6. Запишем вектор ускорения точки: 

  2
1 2cos sin

3 6xw w i A t A t i                    

  . 

Поскольку 2
T


  , а t T , получим 

  

2
1 2

2 2 1 2
1 2

cos 2 sin 2
3 6

   cos sin .
3 6 2

w A A i

A AA A i i

                    
              



 
 

 
Пример 7. Точка участвует в двух колебаниях одного направления, кото-

рые происходят по законам 1 cosx A t   и 2 cos2x A t  . Определить макси-
мальное ускорение точки. 

Решение 
П.1. Запишем значения координат точки как функции времени (из условия за-
дачи):    1 cosx A t  ,  

2 cos2x A t  . 
П.2. Определим проекции скорости на оси координат: 

1
1 sinx

dx A t
dt

      ; 

2
2 2 sin 2x

dx A t
dt

      . 

П.3. Определим проекции вектора ускорения на оси координат: 
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1

2

2
1

2
2

cos ,

4 cos2 .

x

x

d
w A t

dt
d

w A t
dt


    


    

 

П.6. Запишем вектор ускорения точки: 
      2

1 2 cos 4cos2w w w i A t t i       
  . 

П.10. Воспользуемся условием нахождения экстремума: ускорение имеет мак-

симальное значение, если 0.dww
dt

    

 

 

2 sin 8 sin 2 0,

sin 8sin 2 0,
16sin cos sin 0,
sin 16cos 1 0,
sin 0,

dw A t t
dt

t t
t t t

t t
t

       

   
    

   

 

 

 
16cos 1 0,

1cos .
16

t

t

  

  
 

Если sin 0,t   то cos 1t   , что противоречит условию задачи. 

Следовательно, 1cos .
16

t    Найдем sin t , а также cos2 t  

2

2 2

1sin 1 cos 1 ,
256

1 1 127cos2 cos sin 1 .
256 256 128

t t

t t t

     

         

 

Таким образом, 
2 2

max
1 127 1294 .

16 128 32
w A A       

 
Пример 8. Материальная точка совершает колебания вдоль оси Oy  по за-

кону  1 cosy A t   . Определить ускорение точки как функцию координаты 

y   yw f y . 
Решение 

П.1. Запишем значения координат точки как функции времени (из условия  
задачи): 
    0x  ,  1 cosy A t   , 0z  . 

П.2. Определим проекции скорости на оси координат: 
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0x  , y
dy
dt

  , 0z  , 

0x  , siny
dy A t
dt

     , 0z  . 

П.3. Определим проекции вектора ускорения на оси координат: 

0xw  , y
y

d
w

dt


 , 0zw  , 

2 cosy
y

d
w A t

dt


    , 0zw  . 

П. 9. Так как,  1 cosy A t   , то 1 cos yt
A

   ; cos 1 yt
a

   . 

Следовательно, 

 2 2cos 1 .yw A t A
a
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2. ЭЛЕКТРОМАГНЕТИЗМ 
 

2.1. Напряженность электростатического поля. Принцип суперпозиции. 
Алгоритм решения задач 

П.  1. Заряженное тело следует представить как совокупность бесконечно ма-
лых объемов, каждый из которых можно рассматривать как точечный заряд, 
либо как совокупность более простых тел, напряженность поля которых рас-
считана предварительно, и перейти соответственно к п. 2 либо к п. 3. 
П.  2. Выполнить рисунок, на котором следует изобразить: а) заряженное тело, 
создающее электрическое поле;  б) один из бесконечно малых объемов, из ко-
торых состоит тело; в) радиус-вектор, проведенный от этого элементарного 
объема в точку, в которой нужно найти вектор напряженности электростатиче-
ского поля E


 или силу F


;  г) направление вектора dE


, созданного зарядом вы-

бранного произвольным образом бесконечно малого объема. Перейти к п. 4. 
П.  3. Выполнить рисунок, на котором следует изобразить: а) заряженное тело, 
создающее электростатическое поле; б) одно из более простых тел (исходное те-
ло), напряженность поля для которого заранее определена; в) геометрические ве-
личины (расстояние и углы), входящие в формулу напряженности исходного те-
ла; г) вектор напряженности поля, созданного исходным телом. Перейти к п.  4. 
П.  4. Записать выражение для вектора напряженности dE


, созданной либо 

элементарным зарядом, либо исходным телом. 
П.  5. Выбрать систему осей координат и определить проекции вектора dE


 на 

оси координат xdE , ydE , zdE . 
П.  6. Выразить элементарный заряд dq  и расстояние от заряда до точки, в ко-
торой определяется напряженность поля, через данные условия задачи. Подста-
вить эти значения в исходные формулы п. 5. 
П.  7. Определить количество переменных в каждом из полученных выражений. 
Если переменных по одной в каждом выражении, то перейти к п. 9, иначе к      
п. 8. 
П.  8. Выполнить замену переменных, выразив все переменные через одну из 
них и константы, заданные в условии задачи. Наиболее рационально все пере-
менные выразить через угол, если это возможно. 
П.  9. Найти проекции вектора E


 на оси координат, проинтегрировав выраже-

ния ,x ydE dE  и zdE , полученные в п. 7. 
П.  10. Исходя из рисунка, определить пределы интегрирования. 
П.  11. Вектор напряженности поля определить по формуле 

.x y zE E i E j E k  
  

 
П.  12. Для нахождения силы, действующей на произвольный заряд, использо-
вать выражение F qE

 
. 
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П.  13. Модули векторов E


 или F


 определить как 2 2 2
x y zE E E E    

либо 2 2 2
x y zF F F F   . 

 
2.1.1. Примеры решения задач 

Пример 1. Тонкий бесконечно длинный стержень равномерно заряжен по 
всей длине с линейной плотностью заряда  . Найти напряженность поля в точ-
ке P на расстоянии a  от стержня. 

Решение 
П.  1. Заряженный стержень представим как совокупность бесконечно большо-
го числа участков стержня бесконечно малой длины dy .  
П.  2. Выполним рис. 2.1. 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
П.  4. Запишем выражение для вектора напряженности электрического поля то-

чечного заряда:                         2
dq rdE k

rr



, 

где r  – расстояние от заряда dq  до точки   P . 
П.  5. Найдем проекции вектора dE


 на координатные оси: 

2cos , cos ,x x
dqdE dE dE k
r

     

2sin , sin ,y y
dqdE dE dE k
r

      

0zdE  . 
П.  6. Выразим значения dq  и r  через расстояние a  и угол  , исходя из 
рис.2.1.  

dq dy ; ,y atg  2 ,
cos

ddy a 



,

cos
ar 
 2cos

addq  



, 

cosx
kdE d
a


   , siny
kdE d
a


    , 0zdE  . 



Рис. 2.1 

xdE

ydE

P
0 x

a

y

dE


dy dq dy 



y
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П.  7. В каждой формуле в п. 6. по две переменные величины, разделенные зна-
ком равенства, поэтому перейдем к п. 9. 
П.  9. Проинтегрируем выражения п. 6. 

0
0

cos sin
k

k
x

kE d k
a a







 
     , 

0
0

sin cos
k

k
y

k kE d
a a







 
       , 

0zE  . 

П.  10. Так как стержень бесконечно длинный, то 0 2


   , 
2k


  , следова-

тельно, 

2 ,xE k
a


  0,yE  0zE . 

П.  11. Вектор напряженности 2xE E i k i
a


 
  

. 

П.  13. Модуль вектора напряженности 2E k
a


 . 

 
Пример 2. Тонкая нить длиной L  заряжена с линейной плотностью заря-

да  . Определить напряженность поля на продолжении нити в точке 0, распо-
ложенной на расстоянии a  от ближайшего конца нити. 

Решение 
П.  1. Заряженную нить представим как совокупность бесконечно малых отрез-
ков длиной dx . 
П.  3. Выполним рис. 2.2. 

 
 
 
 
 
 

Перейдем к п. 4. 
П.  4. Запишем выражение для dE


, созданной зарядом dq , сосредоточенном на 

участке :dx  

2
kdqdE i
r


 

. 

П.  5. Определим проекции вектора Ed


 на оси координат: 

2 ,x
kdqdE
r

 0,ydE  0zdE  . 

Рис. 2.2 

0
x

a
r

dE
 

dx

x
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П.  6. ,dq dx ,r x 2 ,x
k dxdE

x


 0,ydE  0zdE  . 

П.  7. В полученном выражении по одной переменной с каждой стороны от зна-
ка равенства, поэтому переходим к п. 9. 

П.  9. ,x xE dE  0,yE  0,zE 
0

0
2

k
k

x
x

x x
x

k dx kE
xx

 
   . 

П.  10. Пределы интегрирования 0x a , kx a L   определим из рис. 2.2 
1 1( )

( )
a L a

x a a L
k k k LE k
x x a a L a a L




  
      

 
. 

П.  11. Вектор напряженности 
( )x
k LE E i i

a a L


 


  
. 

 
Пример 3. Тонкий стержень длиной L  имеет заряд 0q , равномерно рас-

пределенный по всей его длине. Найти напряженность поля E


 в точке P на 
расстоянии a  от середины стержня на перпендикуляре к стержню. 

Решение 
П. 1. Представим стержень как совокупность бесконечно малых участков dy . 
П. 3. Выполним рис. 2.3. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

П. 4. Запишем выражение для напряженности поля dE


, созданной зарядом dq , 
сосредоточенном на участке :dy  

2
kdq rdE

rr



. 

П.  5. Определим проекции вектора Ed


 на оси координат: 

2cos cos ,x
kdqdE dE
r

    2sin sin ,y
kdqdE dE
r

    0zdE  . 

П.  6. ,dq dy tg ,y a  2 ,
cos

ddy a 


 2 ,
cos
addq 

 


,
cos

ar 


 

cos ,x
k ddE

a
  


sin ,y

k ddE
a

  
 0zdE  . 

Рис. 2.3 

xdE
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П.  7. В полученном выражении по одной переменной с каждой стороны от зна-
ка равенства, поэтому переходим к п. 9. 

П.  9. 
0

0
0 0 0

cos 2(sin sin( )) sin ,x x
k d k kE dE

a a a





    
          

0

0
0 0

sin (cos cos( )) 0y y
k d kE dE

a a





   
        ; 0zE  . 

П.  10. Из рис.  2.3 найдем 

0 2 2 2
2

sin ,
42

4

L L

L a La

  



0 2 2

2 sin 2
4

x
LE k k

a a a L
    


. 

П.  11. 0
2 2 2 2

22
4 4

kqLE k i i
a a L a a L

  
 

  
, т. к. 0L q  . 

 
Пример 4. Тонкая нить изогнута так, как изо-

бражено на рис.  2.4. Нить заряжена равномерно рас-
пределенным зарядом 0q . Радиус дуги R. Опреде-
лить силу, с которой заряженная нить действует на 
точечный заряд 1q , помещенный в центр кривизны 
нити. 

Решение 
П. 1. Заряжен-

ную нить представим, как совокупность беско-
нечно малых участков длиной dl . Перейдем к п. 
2. 
П.  2. Выполним рис. 2.5. 
Перейдем к п. 4. 
П.  4. Запишем выражение для вектора 
напряженности Ed


, созданной зарядом dq . 

2
dq rdE k

rr



. 

 
П.5. Найдем проекции вектора Ed


 на  

оси координат. 
sin ,xdE dE  cos ,ydE dE   0zdE  . 

2 sin ,x
dqdE k
r

  2 cos ,y
dqdE k
r

   0zdE  .  

П.  6. Выразим значения dq  и r  через радиус дуги и угол  : 

Рис.2.4 



0q

02

1qR
0

x

2.5 
y

ydE



r



xdE

0

dE




dl
d
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0 0

02
q qdq dl dl Rd
L R

    


, 0, 2r R L R   . 

0
2

0
sin ,

2x
kqdE d

R
  


0

2
0

cos ,
2y

kqdE d
R

   


0zdE  . 

П.  7. В каждой формуле в п. 6 по две переменные величины, поэтому перейдем 
к п. 9. 
П.  9. Проинтегрируем выражение п. 6. 

0

0

0
2

0
sin ,

2x
kqE d

R





  


0

0

0
2

0
cos ,

2y
kqE d

R





   
 0zE  . 

0
0

0
2

0
cos 0,

2x
kqE

R

  


0

0
0 0

02 2
0 0

sin sin .
2y

kq kqE
R R


     

 
 

П.  10. Следовательно, 0xE  , 0
02

0
siny

kqE
R

  


, 0zE  . 

П.  11. Вектор напряженности 0
02

0
( sin )y

kqE E j j
R

   


  
. 

П.  12. Найдем силу, действующую на заряд 1,q  

1 0
1 02

0
sinkq qF q E j

R
   



  
. 

 
Пример 5. Тонкое проволочное 

кольцо радиусом R  имеет линейную 
плотность заряда  . Определить напря-
женность поля на оси кольца на рас-
стоянии H  от его центра. 

Решение 
П.  1. Заряженное кольцо предста-

вим, как совокупность бесконечно ма-
лых участков длиной dl . 

П.  2. Выполним рис. 2.6. 
П.  4. Запишем выражение для dE  

2
kdq rdE

rr



                             . 

П.  5. Определим проекции Ed


 на 
оси OX , OY  и :OZ  

2 sin sin ,x
kdqdE
r

   2 sin cos ,y
kdqdE
r

   2 cosz
kdqdE
r

  . 

П.  6. Выразим dq  через угол :  
,dq dl Rd    

Рис. 2.6 

dl

z

x

y

dE
zdE

ydE

xdE


d



R

r
H
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2 sin sin ,x
k RdE d
r


     

2 sin cos ,y
k RdE d
r


     

2 cos .z
k RdE d
r


    

П.  7. В каждой формуле п. 6 по две переменные, разделенные знаком равенст-
ва,  поэтому переходим к п. 9. 
П.  9.  

2 2 2
0

sin sin sin cos sin (cos cos0)
k

k
x k

k R k R k RE d
r r r





  
             , 

02 2 2
0

02 2
0

sin cos sin sin sin (sin sin 0),

cos ( cos ) .

k
k

k
k

y k

z

k R k R k RE d
r r r

k R k RE d
r r







  
          

 
     




 

П.  10.Угол   изменяется от 0 до 2 :  

0,xE  0,yE  22 cosz
k RE
r


   , 

т. к. cos H
r

  , а 2 2 ,r R H   

2 2 3

2

( )
z

R kHE
R H

 



. 

П.  11. Вектор E


 равен 

2 2 3 2 2 3

2

( ) ( )
kkq HR kHE k k

R H R H

 
 

 

 
. 

 
Пример 6. Тонкий диск радиусом R  толщиной h  равномерно заряжен 

зарядом q . Найти вектор напряженности E


 на оси диска на расстоянии H  от 
его центра. 

Решение 
П.  1. Заряженный диск представим как совокупность тонких колец шириной 

.dr  Перейдем к п. 3. 
П.  3. Выполним рис. 2.7 в соответствии с п. 1. Выберем произвольное кольцо 
радиусом r , шириной dr  (толщина кольца h ). 
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П.  4. Запишем выражение для Ed


, используя результат примера 5, 

2 2 3( )

kdqHdE k
r H





. 

П.  5. 
2 2 3

,
( )

z
kdq HdE
r H




0,xdE  0ydE  . 

П.  6. Определим 2 ,dq hdS h rdr   3
2 2 2

2

( )
z

k H rdrhdE

r H

 




. 

П.  7. В правой и левой части равенства имеется по одной переменной величи-
не, поэтому переходим к п. 9. 
П.  9. 0,x xE dE  0,y yE dE   

   0 0
3 2 3 22 2 2 2

2 2 .
k kr r

z
r r

k H rhdr rdrE k H h
r H r H

 
   

 
   

П.  10. Пределы интегрирования определим из рис. 2.7: 0 0, .kr r R   

03 2 2 2 22 2 20

2 2

2 2 1 12
( )

     2 1 .

R
R

z
rdr k HhE k H h k h H

Hr H R Hr H

Hk h
R H

 
            

 
     


 

П.  11. Найдем вектор .x y zE E i E j E k  
  

 
Учтем, что  
 

Рис. 2.7 
x

y

z

dE


r

Н
dr

2 .q
R h
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22 2 2 2

2 2 2

22 1 1

2   1 .

H kq h HE k h k k
R hR H R H

kq H k
R R H

   
               

 
    

 


 

Пример 7. Найти силу взаимодей-
ствия тонкой прямоугольной пластинки 
со сторонами a и b , заряженной по по-
верхности зарядом с поверхностной 
плотностью 28 ,x   и точечного заряда 

0q , расположенного так, как показано на 
рис.  2.8. 

Решение. 
П.  1. Заряженную пластину представим как совокупность очень тонких стерж-
ней и воспользуемся результатом примера 3. 
П.  3.Выполним рис. 2.9. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

П.  4. Запишем выражение для вектора напряженности поля, созданного беско-
нечно тонким стержнем: 

2 2

2

4

kdqdE i
x x a




 
. 

П.  5. Определим проекции вектора напряженности на координатные оси: 

2 2

2 ,
4

x
kdqdE

x x a



0,ydE  0zdE  . 

П.  6. Выразим заряд dq adx  и подставим его в формулы п. 

5:
2 2

2

4
x

k adxdE
x x a





. 

П.  7. Переменные разделены, переходим к п. 9. 

П.  9. 
0 0

2

2 2 2 2

2 16 .
4 4

k kx x

x
x x

k adx x dxE ka
x x a x x a


 

 
   

Рис. 2.9 

l
a

b

dx


x

q
dE


a

b
l

q

Рис. 2.8 
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П.  10. Границы интегрирования определим из рис.2.9:   0 , .kx l x l b    

 
2

2 2 2 2 2 2
2 2

16 2 4 2 ( 4( ) 4 ).
4

l b
l b

x l
l

x dxE ka x a ka l b a l a
x x a


       


  

П.  11. Находим вектор напряженности поля: 

 2 2 2 22 4(l ) 4E ka b a l a i    
 

. 

П.  12. Находим силу: 
2 2 2 2

эп. 2 ( 4(l ) 4 )F qE qka b a l a i     
  

. 
 
Пример 8. Полушар радиусом R  равномерно заряжен зарядом 0q  по 

всему объему. Определить напряженность электрического поля в центре полу-
шара, считая диэлектрическую постоянную 1  . 

Решение 
П.  1. Представим полушар, как совокупность тонких дисков переменного ра-
диуса x  и толщиной dy . Воспользуемся результатом примера 6. 
П.  3. Выполним рис. 2.10. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

П.  4. 2 2 2
2 (1 )dq ydE k

x x y
 


. 

П.  5. Ось Oy  направим вниз вдоль вектора Ed


, следовательно, ydE dE , 
0x zdE dE  . 

П.  6. 
2 2

0 0
33

3 ,2 2
3

q x dy q x dydq dV
RR


   


 

2
0 0

2 3 32 2 2 2

2 3 3(1 ) (1 )
2y

k q x dy kq dyy ydE
x R Rx y x y

   
 

. 

Рис. 2.10 
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П.  7. В полученном выражении две переменные величины x  и y . 

П.  8. Учитывая, что 2 2 2x y R  , получаем 0
3

3 (1 )y
kq dy ydE

RR
  . 

П.  9. 0,x xE dE  0
3

0

3 (1 ) ,
R

y y
kq yE dE dy

RR
    0z zE dE  . 

П.  10. 
2

0 0 0
03 3 2

3 3 3( )
2 2 2

R
y

kq kq kqy RE y
RR R R

    . 

Модуль напряженности поля равен 0
2

3
2y
kqE E
R

  . 

П.  11. Вектор напряженности поля: 0
2

3
2y
kqE E j j
R

 
  

. 

2.2. Теорема Гаусса. Алгоритм решения задач 
П.  1. Выполнить рисунок, на котором следует изобразить: 

а) заряженное тело; 
б) силовые линии электрического поля, созданного этим телом. 

П.  2. Провести гауссову поверхность, которая должна удовлетворять следую-
щим условиям: 

а) быть конечных размеров; 
б) быть замкнутой; 
в) проходить через точку, в которой требуется определить напряженность 

поля E


; 
г) силовые линии должны быть либо касательны, либо нормальны к 

отдельным частям гауссовой поверхности. 

Провести нормали к каждой части гауссовой поверхности и обозначить 
углы между векторами E


 и n  в разных частях гауссовой поверхности. 

П.  3. Расписать поток вектора напряженности электрического поля через 
гауссову поверхность как алгебраическую сумму потоков через ее 
отдельные части: 

1 2

1 2
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ...
S S S

E r n dS E r n dS E r n dS         
         

и раскрыть скалярные произведение в подынтегральных выражениях: 

1 2

1 2
( ) ( )

cos cos ... .
S S

EdS EdS        

П.  4. Выделить заряд, попадающий внутрь гауссовой поверхности, и записать 
этот заряд в виде 

( )V

q dV    – для объемного распределения заряда, 
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( )S

q dS    – для поверхностного распределения заряда, 

( )L

q dl    – для линейного распределения заряда, 

где  ,   и   – объемная, поверхностная и линейная плотности заряда соответ-
ственно. 

Если  ,   и   являются константами, перейти к п. 6, иначе к п. 5. 
П.  5. Расписать объем dV  через линейные параметры: для шарового слоя 

24dV r dr  , для цилиндрического слоя 2dV rHdr  , для плоскопараллельно-
го слоя drSdV  . 
П.  6. Рассчитать заряд, попавший внутрь гауссовой поверхности. 

Пределы интегрирования определяются той частью объема заряженного 
тела, которая оказывается внутри гауссовой поверхности. 
П.  7. Выражения для потока   и заряда q , полученные в пп. 3 и 5, подставить 
в теорему Гаусса: 

0

1 q 


. 

П.  8. Из уравнения, полученного в п. 7, определить напряженность поля E. 
2.2.1. Примеры решения задач 

Пример 1. Тонкий бесконечно длинный стержень равномерно заряжен по 
всей длине с линейной плотностью заряда  . Найти напряженность поля E как 
функцию расстояния r  от стержня. Принять 1.   

Решение 
П.  1. На рис.  2.11 изобразим стержень. Силовые линии в любой точке нор-
мальны к стержню. 
П.  2. Гауссову поверхность выберем в виде цилиндра высотой H , ось которого 
совпадает со стержнем, а радиус равен расстоянию от стержня до той точки, где 
определяется E. 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
П.  3. Рассчитаем поток вектора напряженности через гауссову поверхность: 

Рис. 2.11 

E


2n
3n

r

H

1n

Гауссова 
поверхность 
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бок 1осн 2осн бок( ) ( ) ( ) ( )

( ) cos0 ( ) cos ( ) cos ( )
2 2

   ( )2 .
S S S S

E r dS E r dS E r dS E r dS

E r rH

      

 

   
 

П.  4. Заряд, попадающий внутрь гауссовой поверхности, равен заряду на той 

части стержня, которая оказалась внутри поверхности. 

П.  6. 
0

.
H

q dl H     

П.  7. Подставим  и q  в теорему Гаусса: 

0

1( )2E r rH H  


, 1  , т.к. система находится в воздухе. 

П.  8. Определяем напряженность поля 
0

( )
2

E r
r



 

. 

 
Пример 2. Сплошной бесконечно длинный цилиндр равномерно заряжен 

с объемной плотностью заряда  . Радиус цилиндра R. Определить напряжен-
ность поля внутри цилиндра. 1.   

Решение 
П.  1. На рис. 2.12 изобразим заряженный цилиндр. Силовые линии представ-
ляют собой радиально расходящиеся от оси цилиндра прямые. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

П.  2. Гауссову поверхность выберем в виде цилиндра произвольного радиуса 
Rr  , высотой H , ось которого совпадает с осью заряженного цилиндра. 

Проведем нормали к боковой поверхности 1n  и к основаниям цилиндра 2n  и 3n . 

n

1n

 

Рис. 1.12  

R

2n 3n

r

H

Гауссова 
поверхность 1nE
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Силовые линии параллельны основаниям и направлены по нормали к бо-
ковой поверхности. 
П.  3. Расписываем поток вектора E


: 

осн1 осн2 бок

бок

( )

бок

( ) ( ) cos ( ) cos ( ) cos0
2 2

( ) ( ) ( )2 .

S S S S

S

E r nds E r ds E r ds E r ds

E r ds E r S E r rH

 
     

   

   



  

 

П.  4. Выделяем заряд, попадающий внутрь гауссовой поверхности, – это заряд 
в объеме цилиндра с радиусом основания r и высотой H . 
П.  5. Рассчитываем заряд 

2

( )V

q dV V r H       .  

П.  6. Вносим в теорему Гаусса значения потока   и заряда q , учитывая, что 
1:   

2

0

1( )2E r rH r H  


. 

П.  7. Находим 
0

( )
2

rE r 



, .r R  

Пример 3. Бесконечная пластина, толщина которой 0d , равномерно за-
ряжена с объемной плотностью заряда  . Определить напряженность поля 

)(rE  в пространстве, окружающем пластину. 1.   
Решение 

П.  1. Выполним рис. 2.13. Силовые линии представляют собой прямые, пер-
пендикулярные пластине. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

1n
2n

0d

E


Гауссова 
поверхность 
 

3n

Рис. 2.13 
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П.  2. Гауссову поверхность выберем в виде цилиндра с основаниями ,S  парал-
лельными пластине, равноудаленными от середины пластины на расстояние r . 

Проведем нормали к боковой поверхности и основаниям цилиндрической 
поверхности. 

Силовые линии перпендикулярны основаниям и  параллельны боковой 
поверхности. 

 
П.  3. Рассчитаем поток вектора напряженности: 

осн бок

осн
( )

( ) 2 ( )cos0 ( )cos 2
2S S S

E r nds E r ds E r ds ES
      

   . 

П.  4. Выделим заряд q , попавший внутрь гауссовой поверхности. 
П.  6. Рассчитаем заряд q , попавший внутрь гауссовой поверхности: 

осн 0
( ) ( )V V

dV dV S d      . 

П.  7. Выражения для потока и заряда подставляем в формулу теоремы Гаусса: 

осн осн 0
0

12 .ES S d 
  

П.  8. Определяем  0

0
( ) const

2
dE r 

 


. 

Следовательно, за пределами заряженной пластины поле однородно. 
 
Пример 4. Шаровой слой, 

внутренний и внешний радиусы ко-
торого равны a  и b  соответствен-
но, равномерно заряжен зарядом 

0.q  Определить напряженность по-
ля )(rE  внутри слоя )( bra  . 

Решение 
П.  1. Выполним рис. 2.14:  
П.  2. Гауссову поверхность выбе-
рем в виде сферы радиусом 

bra  . Силовые линии пронизы-
вают гауссову поверхность по нор-
мали к ней в любой точке. 
П.  3. Распишем поток вектора 

:E


2

( ) ( ) ( )

( ) cos0 4 .
S S S

E r nds Eds E dS E r       
    

П. 4. Выделим заряд, попадающий внутрь гауссовой поверхности, и запишем 
для него формулу 

q

Рис.  2.14  
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)(V

dVq   

Так как плотность заряда является постоянной величиной, перейдем к п. 6. 
П. 6. Рассчитаем заряд, попавший внутрь гауссовой поверхности: 

3
2 3 344 4 ( )

3 3

rr

V a

rq dV r dr r a



           . 

П. 7. Используем теорему Гаусса: 

0

q
 


, 2 3 3

0

1 44 ( )
3

E r r a
  


. 

П. 8. Определяем :E  
3

20
( ), .

3
aE r a r b
r


   


 

Пример 5. Шар радиусом R заряжен по всему объему так, что объемная 

плотность заряда 
3

0
re   , где   и   положительные константы,  r – рас-

стояние от центра шара. Определить напряженность поля внутри и вне шара. 
1.   

Решение 

П. 1. Выполним рис. 2.15 для случаев нахождения точки внутри и вне шара. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
a        b  
 
 

П. 2. Гауссову поверхность выбираем в виде сферы радиусом r . В случае 
«a » Rr  , в случае «b » Rr  . Силовые линии пронизывают гауссову поверх-
ность по нормали к ней. 
П. 3. Расписываем поток вектора E


 через сферическую поверхность: 

 

q

r

Рис. 2.15 

R

n
E


Гауссова 
поверхность 

r

Гауссова 
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2

( ) ( )

( ) ( ) cos 0 ( ) 4 .
S S S

E r nds E r ds E r dS E r       
    

П. 4. Выделим штриховкой заряды, попадающие внутрь гауссовой поверхности 
в случаях «a » и «b »,  и запишем расчетную формулу: 

3
0

( ) ( )

r

V V

q dV e dV     . 

Поскольку const  , заменим 24dV r dr   – объем шарового слоя. Тогда 
3 2

0
( )

4r

V

q e r dr   . 

В случае «a » интегрирование ведется в пределах от 0 до r; в случае «b » от 0 до 
R. 
П. 5. Рассчитаем заряды 1q  и 2q : 

3
3

3 3

0 0
1

0

0 0
2

0

4 4) (1 ),

4 4) (1 ).

r
r

r

R
r R

ea q e

b q e e




 

 
  

 

 
  

 

 

П. 6. Используем теорему Гаусса: 
32 0

0

41) 4 (1 ),ra E r e
  

 

30
1 2

0
(1 ), .rE e r R

r


  


 

32 0

0

4) 4 (1 ),Rb E r e
  

 

30
2 2

0
(1 ) , .RE e r R

r
 

  
 

 

 
 
Пример 6. Система со-

стоит из шара радиусом R , за-
ряженного сферически сим-
метрично, и окружающей сре-
ды, заряженной с объемной 

плотностью заряда 
r


  , где 

const  , r  – расстояние от 
центра шара. Найти заряд 
шара шq , при котором мо-
дуль напряженности поля вне 
шара не будет зависеть от r . Чему равно это значение E? 1.   

 
 

шq

R

n
E


r

Гауссова 
поверхность 

Рис. 2.16  
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Решение 
П. 1. Выполним рис. 2.16, на котором изобразим шар, окруженный заряженной 
средой. Силовые линии поля направлены по нормали к шару. 
П. 2. Гауссову поверхность выбираем в виде сферы произвольного радиуса r. 
Силовые линии во всех точках составляют с нормалью угол 0 . 
П. 3. Рассчитаем поток вектора E


: 

2

( ) ( ) ( )

( ) cos0 4
S S S

E r nds Eds E dS E r       
   . 

П. 4. Выделим на рис. 2.16 заряд, попавший внутрь гауссовой поверхности. Он 
состоит из заряда шара шq и заряда шарового слоя, имеющего радиусы R  и r . 

слоя)

ш
(V

q q dV   . 

Поскольку 
r


  , перейдем к п. 5. 

П. 5. Распишем объе м 24dV r dr  . 
П. 6. Рассчитаем заряд 

2 2 2
ш ш4 2 ( )

r

R

q q r dr q r R
r


       . 

П. 7. Подставим в теорему Гаусса значения   и q : 
2 2 2

ш
0

14 ( 2 ( )).E r q r R    


 

П. 8. Определим :E  
2

ш
2 2

00 0
.

24 2
q RE

r r
 

  
 

 

Напряженность поля E  не будет зависеть от r  в том случае, когда 
2

ш
2 2

0 04 2
q R

r r



 

, откуда следует, что 2
ш 2q R  , а 

02
E 



. 

 
 
Пример 7. Бесконечный цилиндр радиусом R заряжен с объемной плот-

ностью заряда 0( )R r   . 0 – положительная константа, r  – расстояние от 
оси цилиндра. Определить максимальное значение напряженности поля maxE  и 
соответствующее ему расстояние maxr . 1.   

 
Решение 

П. 1.Выполним рис. 2.17. 
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П. 2.Гауссову поверхность выберем в виде цилиндра с радиусом основания r и 
длиной .H  
П. 3. Рассчитаем поток: 

бок осн бок( )

( ) cos0 2 cos 2 .
2S S S S

E r ndS EdS EdS E dS E rH
         

    

П. 4. Выделим заряд, охваченный гауссовой поверхностью, 
0

( ) ( )

( ) .
V V

q dV R r dV       

П. 5. 2dV rHdr  , следовательно, 0
0

( )2 .
r

q R r rHdr     

П. 6. Определим заряд: 
2 3

2
0 0 0

0

2 ( ) 2 ( ) 2 ( ).
2 3 2 3

r r r R rq H R r rdr H R H r             

 
П. 7. Воспользуемся теоремой Гаусса: 

2
0

0

12 2 ( ).
2 3
R rE rH H r    


 

П. 8. Найдем 
0

0
( ).

2 3
r R rE 

 


 

maxEE  , если 0dE
dr

 . 

2
0 0

0 0
( ) 0.

2 3
rR rd

dr
 

 
 

 

R

2n 3n

r

H

Гауссова 
поверхность 1nE



Рис.  2.17  
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0 0

0 0

2 0,
2 3

R r 
 

 
 

3 ,
4
Rr   

2
0 0 0

max
0 0 0

3 3 33( ) .
4 2 4 3 4 4 16

R R R RR RE    
   

   
 

 
Пример 8. Шар радиусом R заряжен с объемной плотностью заряда 

2

0 2(1 )r
R

    , где 0 const  , r  – расстояние от центра шара. Определить на-

пряженность поля E вне шара как функцию r . 1.   
Решение 

П. 1. Выполним рисунок 2.18. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

П. 2. Гауссову поверхность выбираем в виде сферы произвольного радиуса r. 
Силовые линии во всех точках составляют с нормалью угол 0 . 
П. 3. Рассчитаем поток: 

2

( ) ( ) ( )

( ) cos0 4
S S S

E r ndS EdS E dS E r       
    

П. 4. Выделим заряд, охваченный гауссовой поверхно-

стью,
2

0 2
( ) ( )

(1 ) .
V V

rq dV dV
R

       

П. 5. 24 :dV r dr   
2

2
0 2

( )

(1 )4 .
V

rq r dr
R

     

П. 6. Определим заряд: 
34 3 5

2 3 0
0 0 02 2

0 0

81 14 ( ) 4 ( ) 4 ( ) .
3 3 5 155

R R Rr R Rq r dr dr R
R R


            

Рис.2.18 

R

n
E


r
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П. 7. Воспользуемся теоремой Гаусса: 

3
2

0
0

14 8 .
15
RE r  


 

П. 8. Найдем 
3

0
2

0

2 .
15

RE
r





 

 
Пример 9. Бесконечно длинный цилиндрический слой, внутренний и 

внешний радиусы которого равны a  и b , заряжен с объемной плотностью за-

ряда 0
r
b

   . Определить напряженность поля на расстоянии r  от оси цилин-

дра для случая bra  . 
Решение 

П. 1. Выполним рис. 2.19. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

П. 2.Гауссову поверхность выберем в виде цилиндра с радиусом основания r и 
длиной .L  
П. 3. Рассчитаем поток: 

бок бок( ) осн

( ) cos0 2 cos 2 .
2S S S S

E r ndS EdS EdS E dS E rL
         

    

П. 4. Выделим заряд, охваченный гауссовой поверхно-

стью: 0
( ) ( )

.
V V

rq dV dV
b

      

П. 5. Используем формулу для расчета объема цилиндрического слоя 

2dV rLdr  , следовательно, 0
( )

2 .
V

rq rLdr
b

    

П. 6. Определим заряд: 

Рис. 2.19  

r

E
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b
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3
2 3 30 0 02 2 2 ( ).

3 3

rr

a a

rq L r dr L L r a
b b b
  

        

П. 7. Воспользуемся теоремой Гаусса: 
3 30

0

12 2 ( ).
3

E rL L r a
b


   


 

П. 8. Определим искомую величину 3 30

0
( ), .

3
rE r a a r b

b


   


 

Пример 10. Бесконечная пластина толщиной d2  заряжена с объемной плот-

ностью заряда 
2

0 2(1 )r
d

    , где r – расстояние от середины пластины до точки, в 

которой определяют напряженность поля E. Найти E как функцию r .  1.   
 
а 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
б 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

d2

r2
E


Гауссова  
поверхность 

1n2n

1n
2n

d2

E


Гауссова 
поверхность 
 

3n

Рис. 2.20 
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Решение 

П. 1.Выполним рис. 2.20, а для случая r d  и 2.20,б для случая  r d . 
П. 2.Гауссову поверхность выберем в виде цилиндра с основанием S  и длиной 
2r . Силовые линии параллельны боковой поверхности и перпендикулярны ос-
нованиям. 
П. 3. Рассчитаем поток: 

бок осн осн
осн

( )
( ) cos 2 cos0 2 2

2
S S S S

E r dS EdS EdS E dS ES
        

  . 

Пп. 4–6. Рассчитаем заряд, охваченный гауссовой поверхностью для обоих слу-
чаев. Границы интегрирования определяем из рис. 2.20. 

1) 1
( )

,
V

q dV   

SdrdV  , следовательно, 
 

2
1 0 2(1 ) , .

r

r

rq Sdr r d
d





     

 

2) 
2

2 0 2(1 ) , .
d

d

rq Sdr r d
d





     

3 3

1 0 02 2
2( ) (2 ).

3 3
r
r

r rq S r S r
d d


       

3 3
0

2 0 0 02 2
42 2( ) (2 ) (2 ) .

3 33 3
d
d

Sdr dq S r S d Sd
d d





           

П. 7. Используем теорему Гаусса: 

1) 
3

0 2
0

1 22 (2 ),
3

rES S r
d

  


 

2) 0

0

412 .
3
SdES 




 

П. 8. Определяем искомую величину: 
3

0
1 20

(1 ), .
3

r rE r d
d


  


 

0
2

0

2 , .
3

dE r d
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2.3. Потенциал электростатического поля. Связь напряженности  
и потенциала. Теорема Гаусса в дифференциальной форме 
 

2.3.1. А. Определение напряженности электростатического поля и  

объемной плотности заряда по заданному потенциалу. Алгоритм  

решения задач 
П. 1(I). Записать потенциал через декартовы координаты  , ,f x y z   либо 
полярные  , ,f r     . 
П. 2(I). Записать выражение для вектора E


 : 

    grad E     


; 

в декартовых координатах ,E i j k
x y z

   
       

  
 

в полярных координатах rE e e e
r  

          

   
. 

П. 3(I). Определить составляющие напряженности поля как частные производ-

ные от потенциала по координатам ,xE
x





,yE
y



 zE

z





 либо  

,rE
r





,E





E





. 

П. 4(I). Найти вектор напряженности x y zE E i E j E k  
  

  
или r rE E e E e E e     

     , где ,   и  re e e 
  

 – единичные векторы полярной сис-
темы координат. 
П. 5(I). Определить модуль вектора напряженности: 

    2 2 2
x y zE E E E   . 

П. 6(I). Найти частные производные от составляющих вектора напряженности 
по соответствующим переменным 

  , , yx zEE E
x y z

 
  

 – в декартовых координатах 

либо 

  , , r E EE
r

  
  

 – в полярных координатах. 

П. 7(I). Найти div yx zEE EE
x y z

 
  

  


 либо div r E EEE

r
  

  
  


. 

П. 8(I). Найти плотность электрического заряда из соотношения 

   
0

divE 




, т. е. 0divE  


. 

Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



123 
 

2.3.2. Б. Определение потенциала и напряженности поля 
П. 1(II). Записать выражение для вектора напряженности электростатического 
поля исходя из условия задачи, либо определив напряженность поля с приме-
нением теоремы Гаусса (алгоритм 2.2), либо с применением принципа суперпо-
зиции (алгоритм 2.1). 
П. 2(II). Определить составляющие вектора напряженности xE  ; yE  и zE   в де-
картовой системе координат либо rE  ; E  и E  в полярной системе координат. 
П. 3(II). Рассчитать потенциал электростатического поля по формуле 

    x y zE dx E dy E dz C      , 
или 
    rE dr E d E d C         . 

П. 4(II). Постоянную интегрирования C  определить исходя из условия задачи. 
 

2.3.3. Примеры решения задач по алгоритму А 
Пример 1А. Потенциал электростатического поля задан в виде 

 2 2a x y   . Определить вектор напряженности электростатического поля и 

его модуль. 
Решение. 

П. 1. Запишем потенциал исходя из условия задачи:   2 2, ,x y z ax ay   . 

П. 2. Запишем выражение для .E i j k
x y z

   
       

  
 

П. 3. Найдем составляющие вектора E


: 

2 ,xE ax
x


 


2 ,yE ay  0zE
z


 


. 

П. 4. Найдем вектор напряженности E


: 
      2 2E axi ayj  

  
. 

П. 5. Определим модуль вектора :E


 

       2 2 2 22 2 2E ax ay a x y   


. 
 
Пример 2А. Потенциал электрического поля задан в виде ar   , где 

consta 
 , r  – радиус-вектор точки поля. Найти вектор напряженности поля и 
его модуль. 

Решение 
П. 1. Запишем потенциал исходя из условия задачи ar   , где 

x y za a i a j a k  
  , r xi yj zk  

  . 

      , , ,x y zx y z a i a j a k xi yj zk     
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    x y za x a y a z    . 
П. 2. Запишем выражение для вектора :E


 

E i j k
x y z

   
         

  
. 

П. 3. Найдем составляющие вектора E


: 

2 ,x xE a
x


 


,y yE a
y


 
 z zE a

z


 


. 

П. 4. Найдем вектор E


: 
     x y zE a i a j a k a     

    . 

П. 5. Определим модуль вектора E


 
     E a . 
Пример 3А. Потенциал электрического поля задан в виде 2ar b    , 

где a  и b  – положительные константы, r  – модуль радиуса-вектора точки по-
ля. Найти объемную плотность заряда, создающего поле. 

Решение 
П. 1. Возьмем из условия задачи значение потенциала: 

    2 2 2 2ar b a x y z b         . 

П. 2. Запишем выражение для вектора .E i j k
x y z

   
       

  
 

П. 3. Найдем составляющие вектора E


: 

2 ,ax
x


 


2 ,ay
y


 


2az
z


 


. 

П. 4. Найдем вектор напряженности: 
     2 2 2 2 2E axi ayj azk a xi yj zk ar      

       . 
П. 6. Найдем частные производные от составляющих вектора напряженности: 

   2 ,  2 ,  2yx zEE Ea a a
x y z

 
  

  
. 

П. 7. Найдем div 2 2 2 6E a a a a     


. 
П. 8.Найдем объемную плотность заряда: 

    0 0div 6E a    


. 
 
Пример  4А. Потенциал радиально-симметричного поля равен 

  2
AF C
r

    , где r  – радиус-вектор точки поля. Определить объемную 

плотность зарядов, создающих поле. 
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Решение 

П. 1. Запишем потенциал исходя из условия задачи   2, , Ar C
r

      . 

П. 2. Определим вектор E


 через полярные координаты ,  ,  r   : 

    rE e e e
r  

  
     

  

    . 

П. 3. Только одна составляющая вектора E


 отлична от нуля 

    3
2 ,  0,  0r

AE E E
r r  


    


. 

П. 4. Определим вектор :E


 

     3
2

r
AE e

r
 

  . 

П. 6. Найдем частные производные от составляющих вектора E


 в полярных 
координатах: 

    4
6 ,  0,  0r E EE A

r r
  

  
  

. 

П. 7. Найдем 4
6div r E EE AE

r r
  

   
  


. 

П. 8. Определим объемную плотность зарядов: 

    0 0 4
6div AE
r

     . 

Пример 5А. Потенциал электрического поля задан в виде 
2ax b y z C     , где a  и b  – положительные константы. Найти вектор E


. 

Решение 
П. 1. Запишем потенциал исходя из условия задачи: 

  2, ,x y z ax b y z C     . 

П. 2. Запишем выражение для E i j k
x y z

   
       

  
. 

П. 3. Найдем составляющие вектора E


: 

,xE a
x


   
 2 2

2 ,
2

y
y y bE b

y y z y z

 
   

   22
z

bE
z y z


   

 
. 

П. 4. Найдем вектор напряженности :E


 

   
2 22

by bkE ai j
y z y z

   
 


  

. 
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2.3.4. Примеры решения задач по алгоритму Б 
Пример 6Б. Напряженность электрического поля задана в виде 

2E Ax i Byj Dk  
  

, где ,  ,  A B D  – положительные константы. Определить по-
тенциал поля  как функцию координат, считая, что в начале координат 0   . 

Решение 
П. 1. Запишем выражение для напряженности поля исходя из условия задачи 

2E Ax i Byj Dk  
  

. 
П. 2. Определим составляющие вектора E


 в декартовой системе координат: 

   2 ,  ,  x y zE Ax E By E D    . 
П. 3. Рассчитаем потенциал по формуле 

   2

2  ,

x y zE dx E dy E dz Ax dx Bydy Ddz

Ax dx Bydy Ddz

         

   

 
  

 

  
3 2

3 2
Ax By Dz C      . 

П. 4. Постоянная интегрирования  
  00,  0,  0C     , 

3 2

0 3 2
Ax By Dz      . 

 
Пример 7Б. Напряженность электрического поля задана в виде 

2E A xi By j Dzk  
  

, где ,  ,  A B D  – положительные константы. Определить 
потенциал поля, считая, что на бесконечном удалении от начала координат по 
оси X  в точке ,  0,  0x y z     потенциал поля равен 0 . 

Решение 
П. 1. Запишем выражение для напряженности поля исходя из условия зада-
чи: 2E A xi By j Dzk  

  
. 

П. 2. Определим составляющие вектора E


 в декартовой системе координат: 
   2,  ,  x y zE A x E By E Dz   . 

П. 3. Рассчитаем потенциал по формуле 

 2

2

( )

  ,

x y zE dx E dy E dz A xdx By dy Dzdz

A xdx By dy Dzdz

         

   

 
  

 

  
3 2

3 22
A y zB D C

x
      . 

П. 4. Постоянная интегрирования  
  0,  0,  0C      , 
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3 2

0 3 22
A y zB D

x
      . 

 
Пример 8Б. Напряженность электрического поля E


 описывается функ-

цией    exp rE r A r e 
  , где A  – положительная константа, а r  – радиус-

вектор точки. Найти потенциал поля как функцию r  r
 , считая, что на бес-

конечном удалении от начала координат при r      =0. 
Решение 

П. 1. Запишем выражение для напряженности поля исходя из условия задачи 
   exp rE r A r e 

  . 
П. 2. Определим составляющие вектора E


 в полярной системе координат: 

    exp ,  0,  0rE A r E E     . 
П. 3. Рассчитаем потенциал по формуле 

   expr rE dr E d E d E dr A r dr              , 

   expA r C   


. 

П. 4. Постоянная интегрирования  
  C   , 0C  , 

   expAr r  


. 

 
Пример 9Б. Заряд q  равномерно распределен по объему шара радиусом 

R . Полагая всюду диэлектрическую проницаемость 1,   найти потенциал 
внутри шара как функцию расстояния от его центра. 

Решение 
П. 1. Поскольку выражение для напряженности поля не задано, получим это 
выражение, воспользовавшись теоремой Гаусса и соответствующим алгорит-
мом. 
Найдем напряженность поля 1E внутри шара (рис.2.21, а)  
 

0

1Eds dV 
 

  . 

2cos0 4Eds Eds E ds E r     
  . 

3
1

4
3

q dV r     . 

3
2

1
0

1 44
3

rE r  
 


, т. к. 3

3
4

q
R

 


.                                     (внутри шара). 1 3
0 03 4
r qrE

R
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Найдем напряженность 2E вне шара (рис.2.21, б): 
 

2
2

0

14E r q 


, 2 2
04

qE
r




. 

П. 2. Определим составляющие вектора E


 в полярной системе координат для 
точек внутри  1E


 и вне  2E


 заряженного шара: 

  1 23 2
0 0

,  ,  0,  0
4 4r r

qr qE E E E
R r     

 
. 

П. 3. Рассчитаем потенциал внутри  1  и вне  2  шара: 

1

2

1 13 3 3
0 0 04 4 8r

qr q qrE dr dr rdr C
R R R

         
     , 

22 22 2
0 00

1
4 44r

q q dr qE dr dr C
rr r

        
    . 

П. 4. Для определения 1C  

   
2

1 1 3
08

qrC
R

  


; 1 1C   , если 0r  . 

Таким образом,  1 1 00C     , т. е. 1 0C   (в центре шара). 
 2 2C    , т. е. 2 0C  . 

Для определения 1C  учтем, что 1 2   . Если r R  (на поверхности шара), 

     
2

13
00 48

qR qC
RR

  


, 

R

n
E


Гауссова 
поверхность 

r

Гауссова 
поверхность 

E
n

r

R

Рис. 2.21 

а б 
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     1
0 0 0

3
4 8 8

q q qC
R R R

  
  

. 

Окончательно  
2

3
0 0

3
8 8

q qrr
R R

  
 

 внутри шара. 

 
Пример 10Б. Бесконечный сплошной цилиндр радиусом R  равномерно 

заряжен с объемной плотностью заряда  . Найти разность потенциалов между 
точками, находящимися на расстоянии a  и b  от оси цилиндра, считая, что 
a R  и b R . 

Решение 
П. 1. Поскольку выражение для напряженности поля не задано, получим это 
выражение, воспользовавшись теоремой Гаусса и соответствующим алгорит-

мом 
0

1Eds dV 
 

  . 

 Выполним рис. 2.22. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

осн. бок.

бок.2 cos cos0 2
2S S

Eds Eds Eds ES E rH
      

  . 

2
1q dV dV r H      . 

2

0

12E rH r H   


, 
02
rE 




. 

 
П. 2. Определим составляющие вектора E


 в полярной системе координат: 

    
0

,  0,  0
2r

rE E E 


  


. 

 

Рис. 2.22 

R

2n 3n

r

H

Гауссова 
поверхность 1nE



Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



130 
 

П. 3. Рассчитаем потенциал внутри: 

02r
rE dr dr

    
  . 

Поскольку нам нужна разность потенциалов, то пределы интегрирования возь-
мем определенные a  и b : 

     2 2 2 2
2 1

0 0 0 02 2 2 4 4

bb

aa

r r rdr b a a b   
          

    . 

2.4. Закон Био–Савара–Лапласа. Алгоритм решения задач 
В том случае, если проводник с током можно представить в виде беско-

нечно малых элементов с током dl


, следует пользоваться алгоритмом А, если 
систему можно представить как совокупность ранее рассмотренных конечных 
проводников, использовать алгоритм Б. 
2.4.1. Алгоритм решения задач А 
П. 1. Выполнить рисунок, на котором следует изобразить: 

а) проводник с током; 
б) элементарный участок проводника dl


, совпадающий по направлению 

с током; 
в) вектор r , проведенный от участка ld


до той точки, в которой требует-

ся найти вектор B


; 
г) угол   между векторами dl


и r . 

П. 2. Записать закон Био–Савара–Лапласа для участка :dl


 

3

,dl r
dB k I

r

  

 


 , где 0 .
4

k 


   

П. 3. Определить направление вектора dB


 по правилу правого винта. 
П. 4. Выбрать систему координат таким образом, чтобы вектор dB


  было удоб-

но спроецировать на эти оси. В том случае, если все векторы dB


 направлены 
одинаково, одну из осей совместить с вектором dB


. 

П. 5. Найти проекции вектора dB


 на оси координат: xdB , ydB , zdB . Расписать 

модуль 2
sindldB k I
r

 . 

П. 6. В том случае, если в правой части математических выражений содержится 
одна переменная, перейти к п. 8А, иначе – к п. 7А. 
П. 7. При необходимости выполнить замену переменных, выражая все линей-
ные параметры через угловые и заданные константы. 
П. 8. Найти проекции вектора B


 на оси координат: x xB dB  ; y yB dB  ; 

z zB dB  . Пределы интегрирования определить из условия задачи. 
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П. 9. Определить вектор x y zB B i B j B k  
  

 и модуль вектора 
2 2 2

x y zB B B B   . 
 
2.4.2. Алгоритм решения задач Б 
П. 1. Представить изучаемое тело как совокупность ранее рассмотренных более 
простых тел и выполнить рисунок. 
П. 2. Записать выражение для индукции магнитного поля более простого тела, 
заменив в ранее полученном выражении ток I  на dI , а все постоянные линей-
ные размеры тела или угол, на переменные величины. Найти проекции dB


 на 

оси координат. 
П. 3. Определить количество переменных в правой части полученного выраже-
ния. Если переменная одна, то перейти к п. 5В. иначе к п. 4В. 
П. 4. Выполнить замену переменных, используя рисунок. Подставить выпол-
ненные замены в выражение п. 3В. 
П. 5. Проинтегрировать полученное выражение. Пределы интегрирования оп-
ределить из условия задачи. 
П. 6. Записать выражения для вектора B


 и модуля B. 

2.4.3. Примеры решения задач 
Пример 1. По тонкому прямолинейному проводнику длиной L  протекает 

постоянный ток I . Найти: а) индукцию магнитного поля в точке P, указанной 
на рисунке 2.23; б) определить индукцию магнитного поля для бесконечно 
длинного проводника. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Решение 
Проводник будем рассматривать как совокупность бесконечно малых 

участков с током dl


, поэтому воспользуемся алгоритмом А. 
П. 1. Выполним рис. 2.24. 

П. 2. Запишем выражение для :dB


3

,
.

dl r
dB k I

r

  

 


  

P

I 2
L

0

b

2
L

Рис.2.23 

x
dl




Рис.2.24 

I

r b

y

dB


Oz
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П. 3. Определим направление вектора dB


. Векторы dB


 от всех участков про-
водника будут направлены перпендикулярно плоскости рисунка «за» плос-
кость. 
П. 4 Ось Oz  совместим с вектором dB


. 

П. 5. Найдем проекции dB


 на оси координат: 0xdB  , 0ydB  ,  

2
sin .z

dldB k I
r

  

П. 6. Поскольку в правой части уравнения для zdB  содержится три переменные 
величины , ,r l  , перейдем к п. 7А. 
П. 7. Выполним замену переменных, выразив их через параметр  b  и угол  : 

,
sin

br 


ctg ,l b   2sin
bdl dl


,  

следовательно,
2

2 2
sin sin sin

sinz
b IdB k I d k d

bb
      


. 

П. 8. Найдем проекции вектора B


: 0,xB  0,yB   

 
0

0
0

0

0sin cos 2 cos ,z
I k I k IB k d
b b b







 
          

0 2 2 2
2

cos .
42

4

L L

L L bb

  




 

Для случая «а»
2 2

2 ,
4

z
k I LB
b L b





0xB  , 0.yB   

Для случая «б» пределы интегрирования меняются от 0 до  , следовательно, 

  0
0

sin cos 2 .z
I k I k IB k d
b b b


 

         

П. 9. Векторы магнитной индукции соответственно равны. 

а) 
2 2

2 ,
4

k ILB k
b L b







 

б) 2k IB k
b





. 

 
Пример 2. Проводник, по которому течет ток I , 

изогнут в виде дуги радиусом R, как показано нарис. 
2.25. Найти: а) индукцию магнитного поля в точке O ; 
б) индукцию магнитного поля в центре замкнутого 
кольца.                                                                                                       



I

02
R

0
Рис.2.25 
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Решение 
Проводник представим, как совокупность бесконечно малых участков с 

током dl


, поэтому воспользуемся алгоритмом А. 
П. 1. Выполним рис. 2.26. 

 
П. 2. Запишем выражение для :dB


 

3

,dl r
dB k I

r

  

 


 . 

П. 3. Все векторы dB


 будут направлены пер-
пендикулярно плоскости рисунка (за чертеж). 
П. 4 Ось Oz  совместим с вектором Bd


.    

П. 5. Найдем проекции Bd


: 0xdB  , 0ydB  ,  

2
sin

z
dldB k I

r
 . 

П. 6. Поскольку в правой части уравнения для zdB  содержится только одна пе-
ременная dl , а constr R   и 90 const    , то перейдем к п. 8А. 
П. 8. Найдем проекции вектора B


 на оси координат: 

L
R

Ik
R

dlIkB
L

z 2
0

2
90sin 


  , где L  – длина проводника; 0yB  , 0xB  . 

Длина дуги 02L R   , следовательно, 

для случая «а» 0
02

22 ,z
k Ik IB R
RR
 

     

для случая «б» 2
z

k IB
R
  

 . 

П. 9. В векторной форме: 

а) 0
1

2 ,k IB k
R
 




 

б) 2
2k IB k

R
 




. 

 
Пример 3. По тонкому проволочному кольцу радиусом R течет ток силой 

I . Определить индукцию магнитного поля в точке O , указанной на рисунке, 
находящейся на оси кольца на расстоянии H от его центра. 

Решение 
Проводник будем рассматривать как совокупность бесконечно малых 

участков с током dl , поэтому воспользуемся алгоритмом А. 
П. 1. Выполним рис. 2.27. 
П. 2. Запишем закон Био–Савара–Лапласа для участка :dl


 

dl


r

0 dB


oz

o90

Рис. 2.26 
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  3

,dl r
dB r k I

r

  

 
 

 . 

П. 3. Направление вектора dB


 для произвольного участка dl


 указанно на ри-
сунке.  
П. 4. В качестве осей координат 
берем такую систему XOY , для 
которой ось Oz  совпадает с 
осью кольца. Вектор dB


пер-

пендикулярен как  векторуdl


, 
так и  вектору r для любого 
участка, поэтому угол 

,const  – угол между век-
тором dB


и осью Oz . 

П. 5. Найдем координаты век-
тора Bd


 на оси координат: 

,xdB ydB , zdB  
sin sinxdB dB   , 
sin cosydB dB   , 
coszdB dB  . 

2 sin 90dldB k I
r

  , поскольку 

угол между dl


 и 0равен 90r , то  

2 sin sinx
dldB k I
r

   ,  

2 sin cosy
dldB k I
r

   ,  

2 cosz
dldB k I
r

  . 

П. 6. Так как в правой части каждого из математических выражений п. 5А со-
держится по две переменные l  и  , то перейдем к п. 7А. 
П. 7. Выполним замену переменных, учитывая то обстоятельство, что dl Rd  . 
П. 8. Найдем проекции вектора B


 на оси координат: 

2 2
2
02 2 2

0 0

sin sinsin sin sin cos 0,
R

x
dl k I k IRB k I R d
r r r

 
              

2 2
2
02 2 2

0 0

sin sinsin cos cos sin 0,
R

y
dl k I k IRB k I R d
r r r

 
             

dB


d

r

dl


R

x

y

zdB

ydB

xdB


z

0



Рис.2.27 
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2 2

2 2 2
0 0

cos coscos 2 ,
R

z
dl k I k IB k I dl R
r r r

          

cos R
r

  , 2 2r R H  , 
 

2

2 3/ 22 2

cos 22z
k I k IRB R

r R H

  
  


. 

П. 9. В векторной форме 
 

2

3/ 22 2

2 k IRB k
R H







. 

 
Пример 4. Тонкий непроводящий диск радиусом R, равномерно заря-

женный с поверхностной плотностью заряда  , вращается вокруг оси, прохо-
дящей через его центр перпендикулярно плоскости диска, с угловой скоростью 
. Найти индукцию магнитного поля в центре диска. 

Решение 
Представим диск как совокупность очень тонких колец переменного ра-

диуса r  шириной dr  и воспользуемся алгоритмом В. 
П. 1. Выполним рис. 2.28. 
П. 2. Запишем выражение для индукции магнитно-
го поля в центре кольца, полученное при решении 
задачи 2 и преобразуем его: 

кольца
2 ,k IB

R
 


2k dIdB

r


 . 

,
2

dq dqdI
T


 


2dq dS rdr       . 

Таким образом, 2
2

rdrdI rdr 
  


, 

2 2k rdrdB k dr
r

    .                                                     

 2dB k dr k 


, т. к. все Bd


 направлены одинаково. 
П. 3. В полученном выражении одна переменная, переходим к п. 5В. 

П. 5.  
0

2 2
R

B k dr k k Rk    
 

. 

П. 6. Вектор 2 ,B k Rk 


 модуль вектора 
    

Пример 5. Ток I  течет по очень длинному прямому проводнику, сечение 
которого представляет собой тонкое полукольцо радиусом R. Ток равномерно 
распределен по сечению трубы. Найти индукцию магнитного поля на оси трубы. 

Решение 
П. 1. Представим наш проводник как совокупность бесконечно длинных тонких 
проводников шириной dh  и расположенных параллельно оси трубы. Выполним 

Рис.2.28 


r

dr

O

R
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рис. 2.29, изобразив систему тонких провод-
ников в разрезе. Используем алгоритм В. 
П. 2. Запишем выражение для индукции 
магнитного поля тонкого длинного провод-
ника, взяв формулу из примера 1А. 

2k IB
b


  => 2k dIdB
R


 , b R . 

Ток IdI dh
R




, следователь-

но, 2
2 ,k IdhdB

R





2
2 coscosx

k I dhdB dB
R

  
  


, 

2
2 sinsiny

k I dhdB dB
R

  
  


, 0zdB  . 

П. 3. В полученных выражениях в правой части по две переменные величины   
и h , поэтому перейдем к п. 4В. 
П. 4. Выполним замену переменных dh Rd  , 

2
2 cos 2 cos

x
k IR d k I ddB

RR
     

 


, 

2 sin
y

k I ddB
R

   
 


, 0zdB  . 

П. 5. Проинтегрируем полученные выражения, учитывая, что угол   изменяет-
ся от 0  до  . 

0
0

2 2cos sin 0x
k I k IB d
R R


 

      
  , 

0
0

2 2 4sin cosy
k I k I k IB d
R R R


  

        
   ,  0zdB  . 

П. 6. 4k IB j
R





 
,     4 .k IB

R





 

Пример 6. Проводник с током I  изогнут в виде прямоугольника со сторона-
ми a2  и b2 . Найти индукцию магнитного 
поля в точке O  пересечения диагоналей. 

Решение 
П. 1. Выполним рис. 2.30. Воспользуемся 
результатами примера 1. Проводник рас- 
смотрим как систему из четырех провод-
ников конечной длины. 

r

y

O x

dh

xdB

ydB dB


I


Рис.2.29 

a

b

O
02 I

Рис.2.30 



Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



137 
 

П. 2. Запишем выражение для вектора магнитной индукцииполя, созданного  
конечным проводником: 

2 2

2

4

LB k I k
r L r





, где r – расстояние от проводника до точки 0 , а  

L – длина проводника.                                                                                               
Используя параметры рис. 2.30, запишем: 

1 2
2 2

2

4( )2 2

aB k I k Bb ba
 



 
   ,                                                        

3 4
2 2

2 .
4( )2 2

bB k I k Ba ab
 



 
 

Все векторы B


 будут направлены перпендикулярно плоскости рисунка 
«за» плоскость.  
П. 8. Найдем индукцию результирующего магнитного поля :B


 

1 2 3 4 2 2 2 2

2 2
2 2

8

8 8 .

b aB B B B B k I k
a a b b a b

k I b a k Ik a b k
a b aba b

 
          

      
 

    

 
 

 
Пример 7. Тонкий провод образует 

плоскую спираль из N  плотно располо-
женных витков, по которым течет ток I . 
Радиусы внутреннего и внешнего витков 
равны a  и b  соответственно. Найти маг-
нитную индукцию в центре спирали. 

Решение 
Спираль представим, как совокуп-

ность тонких колец радиусом r  и шири-
ной dr (рис. 2.31). 

Для каждого кольца вектор B


 на-
правлен перпендикулярно плоскости  
спирали. 

П. 2. кольца
2k dIdB

r


  (из задачи 2). 

dI IdN , где dN  – число витков, укладывающихся на ширину кольца :dr  
N dN

b a dr



 => NdrdN

b a



; INdrdI

b a



; 

 
2 k INdrdB
r b a





. 

r

dr
b

a
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П. 3. В правой части полученного выражения одна переменная величина r , по-
этому переходим к п. 5В. 

П. 5. Интегрируем 
 

2b

a

k INdrB
r b a




 ; 

2 2 2 2ln (ln ln ) ln
b

b
a

a

k IN dr k IN k IN k IN bB r b a
b a r b a b a b a a

      
    

    . 

П. 6. В векторной форме 2 lnk IN bB k
b a a


 




. 

 
Пример 8. Найти индукцию магнитного 

поля в точке O  для проводника с током I , 
имеющего  конфигурацию, показанную на 
рис. 2.32, где b  – сторона квадрата, a  – радиус 
дуги. 

Решение 
Воспользуемся алгоритмом А для каждо-

го из элементов составляющих проводник: I, II, 
III, IV и V. 

Сначала рассмотрим прямоугольные уча-
стки. 

Для участков I и IV: 0 IVI BB


, т. к. угол 
между dl


и r равен 0 и 1800 соответственно. 

Для участков II и III: 
П. 1. Выполним рис. 2.33 и выберем произ-

вольный элемент dl


(см. задачу 1). 

П. 2. 3

,dl r
dB k I

r

  

 


 ;            

все Bd


 перпендикулярны плоскости чертежа и 
направлены за чертеж. Переходим к п. 5. 

П. 5. 0xdB  ; 0ydB  ; 2 sinz
dldB k I
r

  . 

П. 7. Выполним замену переменных, выразив их через b  и угол  : 

,
sin

br 


,l b ctg   2sin
bdl d 


, 

следовательно,
2

2 2
sin sin sin

sinz
b IdB k I d k d

bb
       


. 

 
 


b

I dl


r

dB


OzO

Рис.2.33 

Рис.  2.32 

b

b

a

I

I

III

II

IV
V

O
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П. 8.  

   
2

2

sin cos cos

2cos sin sin 45 ,
2 2

к
к

z к
I I IB k d k k
b b b

I I I k Ik k k
b b b b







            

                


 

2
2II IIIz z

k IB B
b


  . 

Для участка V (см. задачу 2). 

П. 5. 0xdB ; 0ydB ; 2 2sin
2z

dl k IdldB k I
a a

  . 

П. 8. 

3
4

2 2
0

3 3
4 4V

a

z
Idl k I a k IB k

aa a



      . 

П. 9. По принципу суперпози-

ции 2 3 2 32 2
2 4 4II Vz z

k I k IB B B k k k I k
b a b a

          
 

    
. 

 
Пример 9. Вдоль тонкой бесконечно длинной пластины шириной 2d те-

чет ток плотностью .j


 Найти индукцию магнитного поля как функцию r от 
средней линии пластины в случае .r d  

Решение 
Воспользуемся алгоритмом В. 

П. 1. Представим пластину как совокупность тонких проводников шириной 
dy (рис. 2.34). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
П. 2. Воспользуемся результатом задачи 1. Расстояние от выбранного тонкого 
проводника до точки P  равно r y . Следовательно, 

2 2k dI k jdB dy
r y r y
 

 
 

. 

P

x

y

z

O j


dy r

2d
y

Рис. 2.34 
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П. 3. В правой части одна переменная величина y , переходим к п. 5. 
П. 5. Интегрируем 
 

 
 

П. 6. В векторной форме  
 

 
 
 
 
Пример 10. Тонкий заряженный 

диск радиусом 0R  с отверстием радиусом 

0r  вращается вокруг оси, перпендикуляр-
ной плоскости диска и проходящей через 
его центр, с угловой скоростью . Плот-
ность заряда изменяется по закону 

0
Are   , где r  – расстояние от центра 

диска, A- положительная константа. Най-
ти вектор магнитной индукции в центре 
кольца. 

Решение 
П. 1. Выполним рис.  2.35, разбив диск на 
кольца радиусом r  и толщиной dr .                                                                                      

 
П. 2. Запишем выражение для индукции 
магнитного поля в центре такого кольца, 
полученное при решении задачи 2. 

кольца
2k IB

R
 

 ; 2k dIdB
r
 

 , 

r  изменяется от 0  до R: 




2
dq

T
dqdI  ; 2dq dS rdr    . 

Таким образом, 
 

2 ,
2

rdrdI rdr
  


2 2 ,k rdrdB k dr

r
     2dB k dr k 


. 

Векторы Bd


 от всех колец направлены одинаково. 
 

02 ArdB k e dr   . 
 

2 2 ln 2 ln .
d

d
d

d

k j r dB dy k j r y k j
r y r d



       
 

r

dr
0R

0r

Рис.2.35Рис.  

2 ln .r dB k j k
r d
 




Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



141 
 

П. 3. В полученном выражении одна переменная, переходим к п. 5В. 

П. 5. 
0

0

02 ,
R

Ar

r

B k e dr    

 
0

0 0 0
0

0

0 0
0

2 22
R

R Ar ARAr Ar
r

r

k kB k e dr e e e
A A

        
 . 

П. 6.  0 002 Ar ARkB e e k
A

 
 


. 

2.5. Теорема о циркуляции (закон полного тока).Алгоритм решения задач 
П. 1. Записать теорему о циркуляции вектора :B


 

0Bdl I


. 
П. 2. Выполнить рисунок, на котором следует изобразить: 

а) проводники с током; 
б) силовые линии магнитного поля. 

П. 3. Выбрать контур, по которому будет рассчитываться циркуляция вектора 
B


. Для того чтобы циркуляцию можно было рассчитать наиболее просто, кон-
тур следует выбирать, руководствуясь следующими условиями: 

а) контур должен быть замкнутым; 
б) проходить через точку поля, в которой определяется значение вектора B


; 

в) либо полностью совпадать с силовой линией поля, либо составляется 
из частей, одни из которых совпадают с силовой линией, а другие проходят 
перпендикулярно силовым линиям; 

г) отметить на рисунке ток, охватываемый контуром. 
П. 4. Рассчитать циркуляцию вектора B


 по формуле 

( ) ( )

cos .
L L

Bdl Bdl  


 

Если контур состоит из отдельных частей, то 

1 2

1 2
( ) ( ) ( )

cos cos ... .
L L L

Bdl Bdl Bdl      


 

Учесть то обстоятельство, что если вектор B


 направлен по касательной к сило-
вым линиям, т.е. вектор dl


 совпадает с вектором B


, то  cos 0  . 

Если же вектор       перпендикулярен       , то  
П. 5. Рассчитать полный ток, охватываемый контуром, учитывая направ-

ления токов. 

( ) ( ) ( )

cos
S S S

I jdS jndS jds     
   

или 
 

B


cos 1. dl
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1 2

1 2
( ) ( )

...
S S

I j ds j ds   
   . 

                      Учесть, что направление нормали связано с направлением обхода по контуру 
правилом правого винта. 

П. 6. Результаты, полученные в пп. 4 и 5, подставить в формулу п. 1. 
П. 7. Из выражения п. 6 получить величину вектора B


. 

 
2.5.1. Примеры решения задач 

Пример1. Ток 0I  течет в одном направлении по длинной трубе, стенки 
которой имеют радиусы a  и b , а в обратном направлении течет по тонкому 
проводнику, расположенному вдоль оси трубы. Найти магнитную индукцию 
как функцию расстояния r  от трубы для случая a r b  . 

Решение 
П. 1. Запишем теорему о циркуляции: 

0 охв.Bdl I  


. 
П. 2. Выполним рис. 2.36, изобразим трубу и проводник с током в сечении, 
перпендикулярном направлению протекания тока. 

Силовые линии представляют собой 
концентрические окружности с центром на 
оси трубы. 
П. 3. Контур, по которому будем считать 
циркуляцию, выберем в виде окружности, 
совпадающей с силовой линией, проходя-
щей через точку A (пунктирная линия). Во 
всех точках контура векторы dl


 и B


 совпа-

дают по направлению, т. е. ocos0 1 , а 
constB  . Выделим ток, попавший внутрь 

контура. 
П. 4. Рассчитаем циркуляцию вектора :B


 

 
 
 
 

П. 5. Рассчитаем ток, попавший внутрь контура: 
2
1

2 2
0 0 0 0

( ) ( )

cos ( )S
S

S S

I I jds I j ds I jS I j r a            ,  

т. к. 
0

2 2( )
Ij

b a

 

,  

следовательно, 

dl




Рис. 2.36 

A

0I

b
r

1I

a


n

B


o

( ) ( ) ( )

cos0 2 .
L L L

Bdl Bdl B dl B r      
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2 2
0

0 2 2
( )I r aI I
b a


 


. 

П. 6. Подставим значения, полученные в пп. 4 и 5, в формулу п. 1. 
2 2

0 0 2 22 1 r aB r I
b a

 
     

 
. 

П. 7. Определим B : 
2 2

0 0
2 21

2
I r aB
r b a
  

    
, a r b  . 

Пример 2. По длинному цилиндрическому проводнику радиусом R  течет 

ток, плотность которого 
2

0 2(1 )rj j
R

  , где r  – расстояние от оси трубы. Найти 

индукцию магнитного поля на расстоянии r R  от оси провода. 
Решение 
П. 1. Запишем теорему о циркуляции вектора B


: 

0 охв.
( )L

Bdl I  


. 

П. 2. Выполним рис. 2.37. Изобразим 
проводник с током в сечении, перпендикуляр-
ном направлению протекания тока. Силовые 
линии представляют собой концентрические 
окружности с центром на оси проводника. 

П. 3. Контур, для которого будем счи-
тать циркуляцию вектора B


, совместим с си-

ловой линией, проходящей через произволь-
ную точку (пунктирная линия). Во всех точках 
такого контура вектор B


 и вектор dl


совпада-

ют по направлению, поэтому ocos cos0 1   . 
Выделим ток, попавший внутрь контура.  

П. 4. Рассчитаем циркуляцию вектора: 
o

( ) ( ) ( )

cos0 2
L L L

Bdl Bdl B dl B r      


. 

П. 5. Рассчитаем ток, охватываемый контуром. 
2 2 3

0
0 0 02 2 2

0 0
2 4 2

2
0 02 2

cos0 (1 ) (1 )2 2 ( )

           2 1 .
2 4 2

r rr r rI jds j ds j rdr j rdr dr
R R R

r r rj j r
R R

         

   
        

   

   
 

П. 6. Подставим значения, полученные в пп. 4 и 5, в формулу п. 1. 

r
R

Рис. 2.37 

I

B



n
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2
2

0 0 22 1
2
rB r j r
R

 
      

 
. 

П. 7. Определим :B
 2

0 0
21

2 2
j r rB

R
 

  
 

. 

Пример 3. По длинной трубе, внешний и внутренний радиусы которой 

равны a  и b  соответственно, течет ток, плотность которого 
2

0
rj j e , где 0j  

и   – постоянные, r  – расстояние от оси трубы. Найти индукцию магнитного 
поля на расстоянии r  от оси трубы для r b . 

Решение 
П. 1. Запишем теорему о циркуляции вектора: 

 
П. 2. Выполним рис. 2.38. Изобразим трубу и 
проводник с током в сечении, перпендикуляр-
ном направлению протекания тока (ток течет 
от нас). 

Силовые линии представляют собой 
концентрические окружности с центром на 
оси трубы. 
П. 3. Контур (пунктирная линия),по которому 
будем считать циркуляцию вектора B


, со-

вместим с силовой линией, проходящей через 
некоторую точку. Во всех точках такого кон-
тура вектор B


 и вектор dl


совпадают по на-

правлению, поэтому ocos cos0 1   . Выде-
лим ток, попавший внутрь контура. 
П. 4. Рассчитаем циркуляцию вектора :B


 

 
o

( ) ( ) ( )

cos0 2
L L L

Bdl Bdl B dl B r      


. 

П. 5. Рассчитаем ток, попавший внутрь контура: 

 

2
2 2

2 2

0
охв. 0 0

( )

0

2 2

            .

b
b b r

r r

S a a a

a b

j eI jds j e rdr j e rdr

j e e


 

 


       




 



   
 

П. 6. Подставим значения, полученные в пп. 4 и 5, в формулу п. 1. 

 2 20
02 a bjB r e e 

    


. 

0 охв.
( )L

Bdl I  


r
A

a

bI

Рис. 2.38 

B
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П. 7. Определим :B  2 20 0
2

a bjB e e
r

 
 


. 

Пример 4. На деревянный тороид малого поперечного сечения намотано 
равномерно N  витков провода, по которому течет ток 0I . Найти индукцию 
магнитного поля внутри тороида. 

 
Решение 

П. 1. Для определения индукции внутри тороида используем теорему о 
циркуляции: 

0 охв.Bdl I  


. 
П. 2. Выполним рис. 2.39, на котором изобразим сечение тороида. Силовые ли-

нии поля внутри тороида представля-
ют собой концентрические окружно-
сти. 

П. 3. Контур (пунктирная ли-
ния) выберем в виде окружности, сов-
падающей с силовой линией, прохо-
дящей через т. A. Во всех точках тако-
го контура векторы B


 и dl


совпадают 

по направлению. Следовательно, угол 
o0 , cos 1  , а constB  . 
П. 4. Рассчитаем циркуляцию 
вектора 

o

( ) ( ) ( )

cos 0 2 .
L L L

Bdl Bdl B dl B r      


 

 
 

П. 5. Рассчитаем ток, охватываемый 
контуром, 

охв. 0I I I N  . 
П. 6. Подставим значения, полученные в пп. 4 и 5, в п. 1: 

0 02B r I N    . 
П. 7. Определим B  внутри тороида: 

0 0
2
I NB

r





, 

поскольку поперечное сечение тороида мало, т. е. внутр. внеш.R R R  , то 

0 0
2

I NB
R





. 

 

:B


Рис. 2.39 
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Пример 5. Найти плотность тока как функцию расстояния r  от оси акси-
ально-симметричного параллельного потока электронов, если индукция маг-
нитного поля внутри потока зависит от r  как 

AB br , где b  и A – положительные константы. 
Решение 

П. 1. Запишем теорему о циркуляции вектора :B


 

0 охв.Bdl I  


. 
П. 2. На рис. 2.40 изобразим поток частиц в сечении, 
перпендикулярном направлению движения частиц. 
Силовые линии представляют собой концентрические 
окружности с центром на оси симметрии потока. На 
одном и том же расстоянии от оси потока значение 

constB  . 
П. 3. Контур (пунктирная линия), для которого будем считать циркуляцию век-
тора B


, совместим с силовой линией, проходящей через некоторую точку. Во 

всех точках такого контура вектор B


 и вектор dl


 совпадают по направлению, 
поэтому ocos cos0 1   . Ток, попавший внутрь контура, создается зарядами, 
охваченными контуром. 
П. 4. Рассчитаем циркуляцию вектора :B


 

o ( 1)

( ) ( )

cos0 2 2A A A

L L

Bdl Bdl br dl br r br         


. 

П. 5. Запишем выражение для тока, охватываемого контуром, 
2jds j rdr    . 

П. 6. Подставим значения, полученные в пп. 4 и 5, в формулу п. 1: 
( 1)

02 2Abr j rdr    . 
Продифференцируем обе части уравнения: 

   ( 1)
02 2 ,Ad br d j rdr     

02 ( 1) 2Ab A r dr j rdr     . 
П. 7. Определим значение :j  

( 1)

0
( 1) Abj A r  


. 

Пример 6. По длинному сплошному про-
воднику течет ток, плотность которого зависит от 
расстояния r  от оси проводника по закону 

0 1 rj j
R

   
 

, R  – радиус сечения проводника, 

0 constj  . Определить индукцию магнитного по-

r

R

A

I

Рис.2.41 


n

B





r B


Рис. 2.40 



 





 







Би
бл
ио
те
ка

 БГ
УИ
Р



147 
 

ля как функцию r  для случая r R . 
 
Решение 

П. 1. 0 охв.Bdl I  


. 
П. 2.Выполним рис. 2.41. Далее смотри решение задачи 2. 
П. 3. B


 и dl


составляют угол o0 , cos 1  . 

П. 4. o

( ) ( ) ( )

cos0 2
L L L

Bdl Bdl B dl B r      


. 

 
П. 5. Рассчитаем ток, охваченный конту-

ром,

2

охв. 0 0
( ) ( ) 0 0

22 3
2 2 0

0 0 0

1 2 2

1 1 1           2 2 2 .
2 3 2 3 6 3

R R

S S

r rI I jds jds j rdr j rdr dr
R R

j RR Rj j R j R
R

              
   

              
  

    
 

 

П. 6. Подставим результаты пп. 4 и 5 в теорему о циркуля-

ции:
2

0 02
3
RB r j 

    . 

П. 7. 
2

0 0
6
j RB
r


 . 

 
Пример 7. По бесконечной длинной 

трубе, внешний и внутренний радиусы кото-
рой соответственно a  и b , течет ток, плот-
ность которого в зависимости от расстояния 

от оси трубы имеет вид 
2

0 21 rj j
b

 
  

 
. Опре-

делить магнитную индукцию на расстоянии 
a r b   от оси трубы. 

Решение 
П. 1. 0 охв.Bdl I  


. 

П. 2.Выполним рис. 2.42.  
П. 3. Векторы B


 и dl


составляют угол o0 , 

cos 1  . 
П. 4. Найдем циркуляцию o

( ) ( ) ( )

cos0 2
L L L

Bdl Bdl B dl B r      


. 

П. 5. Рассчитаем ток, охваченный контуром (контур совпадает с силовой линией), 
 

r

I

a

b

Рис. 2.42 

B


n
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2 3

охв. 0 02 2
( )

2 4 2 4

0 2 2

1 2 2

            =2 .
2 24 4

r r

S a a

r rI I jds j rdr j rdr dr
b b

r r a aj
b b

   
           

   

 
    

 

   
 

 

П. 6. Подставим результаты пп. 4 и 5 в теорему о циркуляции: 
2 4 2 4

0 0 2 22 2 .            
2 24 4
r r a aB r j

b b
 

        
 

 

П. 7.Окончательно
2 4 2 4

0 0
2 2 .            

2 24 4
j r r a aB

r b b
  

    
  

 

 
Пример 8. По бесконечно длинному соленоиду, радиус которого R , течет 

ток 0I . Число витков на единицу длины соленоида равно n . Определить маг-
нитную индукцию внутри соленоида. 

Решение 
П. 1. 0 охв.Bdl I  


 

П. 2. Выполним рис. 2.43. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

П. 3. Выберем контур в виде прямоугольника (см. рис.2.43). В бесконечно 
длинном соленоиде поле сосредоточено внутри соленоида, и за его пределами 
вектор магнитной индукции равен нулю 0B  (сторона CD ).  
П. 4.Рассчитаем циркуляцию по выбранному контуру: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

cos0 cos cos cos
2 2

         0 0 0 .

AB BC CD DA

AB AB

Bdl Bdl Bdl Bdl Bdl

Bdl B dl Bl

 
     

     

    

 



 

П. 5. Рассчитаем ток, охваченный контуром, 
охв. 0 витков 0I I I N I n l    . 

П. 6. В соответствии с теоремой о циркуляции 

Рис. 2.43 

1dl


A

D С

I
B


l

2dl


3dl


4dl


B
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0 0B l I n l    . 
П. 7. 0 0B I n  . constB  . Поле однородно. 

 
Пример 9. Два бесконечно длинных проводника, токи в которых 1I  и 2I , 

расположены параллельно друг другу на расстоянии 2a  друг от друга. Токи те-
кут в противоположных направлениях. Определить магнитную индукцию в 
точках, расположенных на расстоянии a  как от первого, так и от второго про-
водника. 

Решение 
П. 1. Определим индукцию магнитного поля, создаваемую каждым 
проводником в отдельности. 

0 охв.Bdl I  


. 
П. 2.Выполним рис. 2.44. 
П. 3. Рассмотрим один проводник с током. Контур 
выберем в виде окружности радиусом a  с центром 
на проводнике с током. Контур совпадает с силовой 
линией. 
П. 4. 

( ) ( ) ( ) ( )

cos0 2
L L L L

Bdl Bdl Bdl B dl B a        


. 

П. 5. охв. 0I I I  . 
П. 6. 0 02B a I    . 

П. 7. 0 0
2

IB
a





.  

Изобразим 1B


 и 2B


 для каждого проводника (рис. 2.45) . 
 

рез. 1 2B B B 
  

, 

0 0 0 0
рез. 1 2 1 2 2

2
I IB B B B
a a

 
      

 
. 

 
 
 
 
 
 
 
Пример 10. Ток 1I  течет в одну сторону по сплошной трубе радиусом 0R , 

расположенной вдоль оси полой трубы, радиусы стенки которой 1R  и 2R , по 
которой этот же ток течет в обратном направлении. Найти индукцию магнитно-
го поля на расстоянии r  от общей оси для случая 1 2R r R  . 

0I
A

a

Рис. 2.44 

B


рез.B


1B


2B




Рис. 2.45 

1I 2I
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Решение 
П. 1. 0 охв.Bdl I  


 

П. 2. Выполним рис. 2.46. 
П. 3.Контур выберем в виде окружности 
(пунктирная линия). 
П. 4. Распишем циркуляцию: 

( ) ( ) ( ) ( )

cos0 2
L L L L

Bdl Bdl Bdl B dl B r        


 

П. 5. Рассчитаем ток, охваченный контуром,

 

     
1

охв. 0 0 1
( )

2 2 2 20
0 1 0 12 2

2 1

2 2
1

0 2 2
2 1

cos

1 .

S

I I I jdS I jS

II j r R I r R
R R

r RI
R R

      

       
 

 
 

 

 

 
П. 6. Воспользуемся теоремой о циркуляции: 

2 2
1

0 0 2 2
2 1

2 1 r RB r I
R R

 
     

 
. 

П. 7. Определим  
2 2 2 2

0 0 2 1 1
2 2

2 12
I R R r RB
r R R
    

    
; 

2 2
0 0 2

2 2
2 12

I R rB
r R R
  

    
. 

 
 

2.6. Явление электромагнитной индукции. Алгоритм решения задач 
П. 1 Выполнить рисунок, на котором изобразить: 
а) контур, в котором требуется определить ЭДС индукции; б) нормаль к этому 
контуру; в) направление вектора магнитной индукции B


. 

П. 2. Если в задаче не задано значение вектора B


, то рассчитать его, используя 
закон Био–Савара–Лапласа или теорему о циркуляции, воспользовавшись соот-
ветствующими алгоритмами. 
П. 3. Полученное в п. 2 или заданное в условии задачи значение вектора B


под-

ставить в формулу для определения магнитного пото-
ка: cosBdS BdSn BdS      

   , определив значение угла   между вектором 
магнитной индукции B


 и нормалью n   к плоскости контура. Поскольку для оп-

ределения ЭДС индукции требуется выразить магнитный поток как функцию 

r

0I


2R
0R 1R

r 

Рис. 2.46 


0I

n

B
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времени t , выполнить замену переменных, введя в формулу для  время t , если 
такая зависимость не задана в условии задачи. 
П. 5. Найти ЭДС индукции как производную от магнитного потока по време-

ни: i
d
dt


   . 

П. 6. Если в задаче требуется определить индукционный ток в контуре, исполь-

зовать закон Ома i
iI

R


 . 

П. 7. Если в задаче требуется определить количество теплоты, выделившееся в 

контуре, воспользоваться законом Джоуля–Ленца 
2

дж
iQ dt

R


  . 

П. 8. Для нахождения заряда q на обкладках конденсатора емкостью C , вклю-
ченного в контур, воспользоваться формулой iq C . 

 
2.6.1. Примеры решения задач 

Пример 1. Магнитный поток через неподвижный контур с сопротивлени-
ем Rизменяется по закону ( )At t   , где A const ,  – время существова-
ния магнитного поля. Определить количество теплоты Q , выделившееся в кон-
туре за это время.  

Решение 
Поскольку значение магнитного потока задано в условии задачи, начи-

наем с п. 4. 
П. 4.Магнитный поток задан как функция времени. Замены переменных не тре-
буется. 

П. 5. 2 .i
d
dt

A At
      

П. 7. Определим 

 

2
2 2 2 2 2 2

0 0 0
2 3 3

2 2 2 2 2 3 3 3 2
0

1 1( 2 ) ( 4 4 )

1 1 4 1( 4 4 ) 2 .
2 3 3 3

iQ dt A At dt A A t A t dt
R R R

t tA t A A A A
R R R

  




         


           

  
 

 
Пример 2. Контур в виде прямоугольника со сторонами a и ,b имеющий 

сопротивление R, пронизывается магнитным полем, вектор магнитной индук-
ции которого меняется по закону 0 cosB B t  , где 0B и – положительные 
константы. Силовые линии поля составляют угол   с плоскостью контура. 

Определить значение индукционного тока I  как функцию времени, а 
также максимальное значение тока в контуре. 
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Решение 
П. 1. Выполним рис. 2.46 
П. 3. Магнитный поток определим как 

   
   

0

0 0

cos cos cos 90

cos sin sin cos .

BS B t S

B t S B S t

      

     
 

П. 5.  

   

 

0

0 0

sin cos

sin sin sin sin

i
d dB S t
dt dt

B S t B S t


       

        
 

П. 6. Индукционный ток определим по закону Ома: 
0 sin sin .i

i
B SI t

R R
  

    

Максимальное значение  iI  соответствует максимальному 
значениюsin 1:t   

0
max

sin .i
B SI

R
 

  

Пример 3. Контур представляет собой прямоугольник, одна из сторон 
которого длиной l  неподвижна, а другая перемещается с постоянной скоро-
стью  вдоль боковых сторон. В начальном положении расстояние между эти-
ми сторонами 0l . В середину подвижной стороны включен конденсатор емко-
стью C . Контур пронизывается однородным магнитным полем с индукцией 

2

0 2
AtB B  , силовые линии которого перпендикулярны плоскости контура. 

Найти заряд конденсатора как функцию времени. 
Решение 

П. 1. Выполним рис. 2.47. 
 
 
  
 
  
  
 

П. 3. Определим изменение магнитного потока, возникающее при движении 

подвижной стороны 0cos0d BdS BdS 


, dS l dt  ,  
2

0 .
2

Atd B l dt
 

     
 

 

Магнитный поток, пронизывающий контур, равен 
2 2 2 3

0 0 0 0 0 0
0

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 6

tAt At At AtB S B l dt B S B t l           . 




C 


B


n

Рис. 2.47 

l

0l



n


a   

 

b  

 

  

Рис.2.46 

B
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П. 5. Магнитный поток является функцией времени, поэтому находим 

i
d
dt


   ,  

2 3
20

0 0 0 0 ,
2 6 2i

AS td Al t AlB S Bl t AS t B l t
dt
  

           
 

0 0.S l l   

П. 8. Заряд на обкладках конденсатора 
2

0 0 .
2i

Atq C Cl Atl B
 

      
 

 

Пример 4. Провод, имеющий форму 
параболы, заданной уравнением 2y Ax , на-
ходится в однородном магнитном поле, сило-
вые линии которого перпендикулярны плос-
кости параболы. Значение вектора B


задано. 

Из вершины параболы в момент времени 
0t  начинают перемещать проводящую пе-

ремычку с постоянным ускорением w , на-
правленным перпендикулярно оси 
OY .Определить ЭДС индукции как функцию 
координаты y . 

 
Решение 

П. 1. Выполним рис. 2.48. 
П. 2. Вектор B


задан в условии задачи. 

П. 3. Определим магнитный поток cosBdS   , угол 00 , B const , по-

этому cos0B dS BS   , где S –площадь, ограниченная перемычкой и той ча-
стью параболы, которую прошла перемычка.  
Определим площадь :S  

 
 
 
 
 
 

П. 4. Учтем, что  
2

2
wty  , 

3
222

23
wtS

A
 
  
 

 ; 
3

2
32

23
wB t

A
 
 
 

  . 

 

П. 5. Определим значение  
3

2 22 3 .
23i

d B w t
dt A
      

 
  

Y




n

B


w

0 X
Рис.2.48 

.

2 2 2 2

2 24
3 3

yyS xy xdy y dy
A A

y y y y y y
A A A
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Учитывая, что при движении с постоянным ускорением 
2

2
wty  , заменим   

2 2yt w . Окончательно 
3

22 2 43 2 .
2 23 2 2i

B w y By w w wBy
w AA A w

      
 

 

 
Пример 5. Проводник сопротивлением Rскользит в горизонтальной 

плоскости по направляющим в виде сторон угла с ускорением w , направлен-
ным по биссектрисе угла 2 . Определить количество теплоты, выделяющейся 
в проводнике, как функцию пройденного расстояния y , если перпендикулярно 
плоскости движения создано магнитное поле с индукцией B


. 

Решение 
П. 1.Выполним рис. 2.49. 
П. 3. Определим магнитный 

поток 0cos0B ds BS   .  Опреде-

лим 1 2
2

S y x xy   . Из рис. 2.49 вид-

но, что x ytg  , следователь-
но, 2S y tg   . 

 
 
 

П. 4. Поскольку перемычка движется с постоянным ускорением w , то 
2

2
wty  , 

а значит,
2 4

4
w tS tg   , а поток 

2 4

4
w tB tg   . 

П. 5. Определим ЭДС индукции: 
2

34 .
4i

d Bw tg t
dt

 
       

   

С учетом того, что
2

2
wty   и, следовательно, 2yt

w
 , получаем 

3 32 2 22 4 2 2 .
4i

Bw ytg B wy tg
w

            
 

Пример 6. Квадратная рамка со сторо-
ной a  и длинный прямой провод с током   на-
ходятся в одной плоскости. К рамке  подклю-
чен  конденсатор емкостью C . Рамку поступа-
тельно перемещают вправо со скоростью   . 
Найти заряд конденсатора, как функцию рас-
стояния x . 




x

2

w

y

B


n

Рис.2.49 

I
C

a

x 





B


n

Рис.2.50 
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Решение 
П. 1.Выполним рис. 2.50.       
П. 2. Используя теорему о циркуляции, определим значение вектора B


 как 

функцию расстояния от провода до ближайшей стороны рамки (см. соответст-
вующий алгоритм). 

 
 

 
 
П. 3. Определим магнитный поток через рамку, учитывая что ds adx ,  
а cos 1 . 

0 0 .cos ln
2 2

x a

x
l

I I a xBds ldx
x x

      
    

П. 4.При равномерном движении x t  , следовательно, 
0 0ln ln 1

2 2
Il Ila t a

t t
 
 
 

     
   

. 

П. 5.Найдем ЭДС индукции: 
0 0( )ln

2 2 ( )i
d
dt

Il Ilad a t
dt t a t t

        
    

, 

поскольку xt 


, окончательно получим 0
2 ( )i

Ial
a x x

  
 

. 

П. 8. Заряд конденсатора определим как 0
2 ( )i

Ial Cq C
a x x

   
 

. 

 
Пример 7. Внутри длинного соленоида находится катушка, состоящая 

из N витков площадью поперечного сечения 0S . Магнитное поле в катушке из-
меняется по закону 0 sinB B t  и в момент 0t  ось катушки совпадает с осью 
соленоида. Катушку поворачивают вокруг оси, совпадающей с диаметром и 
перпендикулярной  оси соленоида с постоянной угловой скоростью . Найти 
ЭДС индукции как функцию времени. 

Решение 
П. 3. Магнитный поток через виток  

0 0cos sin cosBS B t S      ,  
при вращении рамки угол t , следователь-

но, 0 0
0 0 sin cos sin2

2
B SB S t t t       . 

П. 5. Определим ЭДС индукции: 

   0 0 0 0
0 0sin 2 cos2 2 cos2 .

2 2i
B S N B S Nd dN t t B S N t

dt dt


          

0cos0 ,Bdl I 

02 ,B x I   0 .2
IB x
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Пример 8. На длинный прямой соленоид, имеющий диаметр сечения d  и 

содержащий витков n  на единицу длины, плотно надет круговой виток из ме-
талла с удельным сопротивлением  . Сечение провода 0S . Ток в обмотке со-
леноида увеличивается со скоростью I . Найти ток в витке. 

Решение 
П. 1. Выполним рисунок 2.51. 

 
 
 
 
 
 
  
 
 

 
П. 2. Индукция магнитного поля внутри длинного  соленоида 0 .B In   
П. 3. Определим магнитный поток через виток: 

2
0 .

4
dBS In      

П. 5. Определим    
2 2

0 0( ) .
4 4i

d d dIn I n
dt

d
dt

     
    

 
 

П. 6. Определим витка
витков

,iI
R
  

0
витка

0
.d

S
lR

S



  

Следовательно, 
 

2
0 0 0 0

витка .
4 4

n d I S ndI SI
d
    

 
 

 
Пример 9. На расстоянии a  и b от длинного прямого провода проводника 

с постоянным током 0I  расположены два параллельных ему провода, замкну-
тых на одном конце сопротивлением R. По проводам без трения перемещают с 
постоянной скоростью стержень-перемычку. Найти величину индукционного 
тока в контуре.  

n


B


Рис. 2.51 
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Решение 
П. 1. Выполним рис. 2. 52. 
П. 2. Значение вектора B


как 

функцию расстояния x от 
провода определим по теоре-
ме о циркуляции (см. задачу 

6). 0 .
2

IB
x





 

П. 3. Магнитный поток  через 
контур cosBdS   . Угол 

  между B


и нормалью к плоскости контура n


равен 00 . Элементарная поверх-
ность, во всех точках которой вектор B


имеет одно и то же значение, по площа-

ди равна dS tdx  , следовательно, магнитный поток определяется как 

0 0
0

1 ln .
2 2 2

b b

a a

I t I tt bI dx dx
x x a

   
    

     

 
П. 5. Поскольку магнитный поток  ,определенный в п. 3,зависит от времени, 
найдем ЭДС индукции: 

0 ln .
2i

Id b
dt a

 
   


 

П. 6. Определим значение индукционного тока iI  по закону Ома: 
 

0 ln .
2

i
i

I bI
R R a
  

 


 

 
Пример 10. Плоский контур, имеющий вид двух квадратов со сторонами 

a  и b находится в магнитном поле, индукция которого меняется по закону 
0 sinB B t  . Силовые линии магнитного поля перпендикулярны плоскости 

квадратов. Удельное сопротивление проволоки  ,сечение проволоки S . 
Найти амплитудное значение индукционного тока.  

Решение 
П. 1. Выполним рис. 2.53. 
П. 3. Поскольку значение B


задано в условии, определим магнитный поток: 

 2 2
0cos0 sin .BS B a b t      

 
 
 
 

B


nb dx

x

0I





R

a




Рис. 2.52 
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П. 5. Определим ЭДС индукции: 

 2 2
0 cosi

d B a b t
dt


       . 

 
 

П. 6. Определим индукционный ток по закону 
Ома: 

,iI
R


  учитывая, что   lR
S


 , а длина провод-

ника 4 4l a b  , находим 
 
 

 2 2
0 0cos

cos
4 4 4

SB a b t SB a b
I t

a b

    
  

  
. 

Амплитудное значение тока  0
max 4

B S a b
I

 



при значении cos 1.t   

a
b


 

B


B


n n

Рис.2.53 

перегиб
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